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Resumen

Las topologfas fuertemente T} (o, abreviadamente, F-T}) fueron intro-
ducidas por el autor en [3] donde se demuestra que en un cierto conjunto
ordenado son lo Unicos elementos maximales que no poseen “antecesores
cercanos”. En este articulo se presentan algunas propiedades (y defec-
tos) de esas topologias, que dan respuesta a las preguntas naturales que
surgen siempre que un nuevo tipo de espacio topoldgico es puesto en
escena.

Para hablar de lo positivo, se demuestra que todo conjunto infinito ad-
mite una de estas topologias; que ser F-T; es una propiedad topoldgica;
que el producto de espacios F-T7 es F-T1, y que la propiedad de ser F-
T1 es heredada por subespacios abiertos. Se dan condiciones necesarias y
suficientes para que un espacio de Hausdorff sea F-T7, se proporciona un
mecanismo que permite construir topologias F-T; que no son de Haus-
dorff, y se muestra cémo “recuperar” una topologia F-T; por medio de
algunas topologias T que son menos finas que aquella.

En cuanto a lo negativo, se encontrara que la imagen continua y abierta
de un espacio F-T7 no siempre es F-T7, que la propiedad de ser F-T7 no es
hereditaria, que un cociente de un espacio F-T7 no necesariamente lo es,
que la interseccién (finita o infinita) de topologias F-T7 no necesariamente
lo es, y que la topologia generada por la unién de dos topologias F-T; no
siempre es F-T7.

En la parte final del trabajo aparecen una serie de preguntas para las
cuales no tenemos respuesta aun, como una invitacion al lector para que
se motive a enriquecer el estudio de estos nuevos espacios, ya sea dando
respuestas a ellas o formulando y tratando de dar solucién a sus propias
inquietudes. Al fin y al cabo, practicamente todo estd por hacerse.

Palabras claves: Espacios T7, espacios T», espacios F-T7, operaciones
entre espacios topolégicos.
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1. Introduccion

Los conceptos de la teoria de conjuntos que aparecen en este articulo son los
que se pueden encontrar en textos como los de Azriel Levy [2] o Jean Rubin
[4]. Como de costumbre, identificamos un nimero ordinal con el conjunto
de numeros ordinales que son menores que €él, y consideramos los numeros
cardinales como aquellos ntimeros ordinales que no son equipotentes a ningtin
ordinal menor. Con el simbolo w denotamos al primer ordinal transfinito, el
cual puede ser identificado con el conjunto N = {0,1,2,3,...} de los ntimeros
naturales dotado del orden ordinario 0 <1 <2 <3 < ---.

Todos los conceptos topolégicos que aqui aparecen, salvo el de espacios F-T1,
son clasicos y pueden ser encontrados en textos como los de Stephen Willard [6]
o George Simmons [5]. Si (X, ) es un espacio topoldgico y A es un subconjunto
de X, con el simbolo adhg(A) denotaremos el conjunto de puntos adherentes
de A en ese espacio, y con el simbolo Dg (A) denotaremos el conjunto de puntos
de acumulacion de A en ese espacio.

2. Definicién principal y primeras propiedades

Definicién 2.1. Un espacio topologico (X,2) se dice fuertemente Ty, o,
abreviadamente, F-Tq, si satisface que, para todos x,y € X, con x # y,
existen U,V € Q tales que

Unfz,yy ={z}, Vn{zy}={y}, UU{y}¢Q, VU{z}¢Q

Algunas conclusiones, que son evidentes a partir de esta definicion, quedan
consignadas en la siguiente nota.

Nota 2.1. En primer lugar, es obvio que un espacio F-T1 es un espacio T7.

En sequndo lugar, un espacio F-T1 con mds de un punto no puede tener con-
Juntos unitarios (singletons) abiertos (con lo que resulta ser perfecto), y, al
ser 11, su unico abierto finito tiene que ser el conjunto vacio. De
aqui se concluye que, si (X,Q) es un espacio F-Ty entonces X es unitario o
infinito.

En tercer lugar, un espacio topoldgico (X,Q) es F-T\ si y solo si para cua-
lesquiera x,y € X, distintos, existen U,V € Q tales que U N {x,y} = {z},
Vind{z,y} = {y}, y € Do (U°), € Do (V°).

En cuarto lugar, si (X,Q) es un espacio F-T1 con mds de un punto y ¥ es
la coleccion de aquellos elementos de ) que no estan en la topologia de los
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complementos finitos, entonces X = |J U. Claro que esta propiedad no es
Uev

exclusiva de los espacios F'-T1 ya que los espacios To también la satisfacen.

Ademds, si sobre un conjunto con mas de un elemento se considera la topologia

discreta, el espacio resultante no es un espacio F-T1, aunque es Ty. Se tiene

otro ejemplo de espacio T que no es F'-T1 si se considera un conjunto infinito

dotado de la topologia de los complementos finitos.

Podemos obtener nuestros primeros espacios F-T7 si tenemos en cuenta el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1. Consideremos (X, <), un conjunto totalmente ordenado y den-

so', con X infinito.

Sea U la topologia del orden para X, es decir la topologia para X que es
generada por el conjunto

(={Pa)c:ae X}U{S()<:be X},

donde
Pla)¢ ={ce X:c<a}

Sh)cx={de X:b<d}.
Sean x y y elementos de X, distintos. Sean a = min{z,y} y b = max {x,y}.
Como a < b, existe c € X tal que a < ¢ < b.
Los conjuntos U = P(c)< y V = S(c)< son tales que U,V € 4, UN{a,b} =
{a}, VN{a,b} ={b}, UU{b} ¢ U y VU{a} ¢ L. Porlo tanto (X,H) es un
espacio F-T1.

En particular, el conjunto de los niimeros reales, dotado de la topologia ordi-
naria, resulta ser un espacio F-T7.

Nota 2.2. Si (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado y f : X — X es
una funcion biyectiva, entonces la relacion < definida sobre Y mediante

Y1 2 Y2 si y solo si f(y1) < f(y2)

resulta ser una relacion de orden parcial y (X, <) y (Y, <) son conjuntos or-
denados isomorfos, siendo f un isomorfismo.

1Un conjunto parcialmente ordenado (A, <) es denso si para cualesquiera elementos a y b
en A, con a < b, existe un elemento c en A tal que a < ¢ < b. Nétese que esto inmediatamente
implica que entre dos elementos de A, distintos, hay infinitos elementos de A.
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De aqui se deduce que, como el conjunto Q de los nimeros racionales, dotado
del orden ordinario, es totalmente ordenado, denso y sin extremos, entonces
todo conjunto enumerable admite una relacion de orden total, demsa y sin
extremos.

En el primer teorema que vamos a presentar nos valemos de este hecho para
dar una demostracién? de que sobre todo conjunto infinito es posible definir
una topologia F-T.

Teorema 2.1. Todo conjunto infinito puede ser totalmente ordenado de tal
manera que resulte ser denso y sin extremos (sin minimo ni mdzimo), con lo
cual todo congunto infinito admite una topologia F-T7.

Demostracién. Sea X un conjunto infinito arbitrario. Si card(X) = w, X
es enumerable y el resultado se tiene, por la nota 2.2.

Supongamos que card(X) > w. Sea
I(X)=:{0} U{a: aes un ordinal limite y o < card(X)} .
Para cada u € [(X) sea
Ay ={u+n:n<w}.
Se tiene que

card(X) = U A, (unién disjunta).
uel(X)
Para cada u € I(X), A, es enumerable, y por lo tanto admite una relacién de
orden total, densa y sin extremos, R,,.
Sea
R={(u,v) :u,v €l(X)yu<v}.
Puesto que (0,w) € R, tenemos que RN # 0.

La relacién
R=| |J Aux4,|U| |J Ru
(u,v)ER uel(X)

es una relacién de orden total sobre card(X), y (card(X), R) es denso y sin
extremos.

Como X es equipotente a card(X), la prueba estd completa. |

2Utilizando Teorfa de Modelos es posible dar otra prueba de este hecho.
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La propiedad de ser F-T; es una propiedad topolégica, como se muestra muy
facilmente en la siguiente proposicién.

Proposicién 2.1. Si (X, ®) y (Y,Q) son espacios topoldgicos homeomorfos y
(X, ®) es F-T1, entonces (Y,Q) es F-T7.

Demostracién. Sea f: (X,®) — (Y Omega) un homeomorfismo. Suponga-
mos que a,b € X y que f(a) # f(b). Existen U,V € ® talesquea € U, b€V,
Uu{b} ¢ @y VU{a} ¢ ®. Esclaro que f(a) € f(U) € Q, f(b) € f(V) € Q,
FOYU{f®} ¢ Qy f(V)u{f(a)} ¢ Q. Por lo tanto (Y,£2) es un espacio
F-T7.

3. Operaciones entre espacios F-1;

Vamos a examinar ahora el “desenvolvimiento social” de los espacios F-T}
cuando interactiian con otros espacios del mismo tipo.

En primera instancia se prueba que el producto de espacios F-T; es F-T7.

Teorema 3.1. Sea {(X;, 7;)}ier una familia no vacia de espacios F-Ty. Sean

X =][]Xiy7=1]]mn Tenemos que (X,T) es un espacio F-T}.
1€l i€l

Demostracién. sean (a;);c; v (bi);c; elementos distintos del conjunto X.
Para algin j € I se tiene a; # b;. Existen U,V € 7; tales que:

Uniaj,bi} ={a;}, Vn{a;bit={b}, UU{bj} ¢, VUula}é¢n.

Sean
W:HAiyZ:HBi,
i€l i€l
donde
U, sii=j, V, sii=j
A; = . j y Bi= .. J
Xi, sti#] Xi, sii#j.

Es claro que W, Z € 7, que

W {(ai)ier> (bi)icr} = {(@i)icr } »
Z0{(ai)ier» 0i)ier} = {(bi)ier} »
T (WU{(i)ier}) = 3 (W) Um;({(0i)ser }) = U U {05}

T (Z U {(ai)iel}) =Ty (Z) U Wj({(ai)iel}) =V U{a;},
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donde 7; es la funcién j—ésima proyeccién

o (X1) — (Xj, 7))
(@i)ier —

Como 7; es una funcién abierta, se debe tener que W U {(bi)iel} ¢ Ty que
Z U {(ai);cr} ¢ 7. Por lo tanto el espacio (X, 7) es F-T7. 1

El comportamiento de los espacios -1 frente a los cocientes no es bueno,
como lo muestra el proximo ejemplo.

Ejemplo 3.1. Sea X = R, dotado de la topologia usual. Sea R la relacion
sobre X definida por:

(z,y) € R siy solo si x ey son ambos racionales o ambos irracionales.

Entonces R es una relacion de equivalencia, y el espacio cociente X /R es el
espacio con dos puntos “grosero” o indiscreto, que tiene como unicos abiertos
a®yaX/R.

Segin la nota 2.1, este espacio cociente no puede ser F-11, pues ni siquiera
es T1.

En general, si un cociente de un espacio F-T1 es un espacio finito con mds de

un punto, este cociente no podrd ser F-T1, pues, como ya se comentd ante-
riormente, ningun espacio finito con mds de un punto puede serlo.

Con respecto a las intersecciones de topologias F-T7, el teorema y el ejemplo
1

que siguen nos mostrardn que las cosas no marchan bien, ni en el caso de

intersecciones infinitas, ni en el caso de intersecciones finitas.

Teorema 3.2. 51 X es un conjunto infinito entonces la interseccion de todas
las topologias F-T1 sobre X es la topologia de los complementos finitos, v,
por lo tanto, esa interseccion no es F-11. De aqui se deduce que no hay una
topologia F'-T7 minima sobre X.

Demostracién. Sea F;(X) la coleccién de todas las topologias F-T7 sobre
X, y sea Cr(X) la topologia de los complementos finitos sobre X.

Sea
® =ger (x) O-
Es claro que Cp(X) C &.

Supongamos que V es un subconjunto de X y que V ¢ Cr(X). El conjunto
V¢ = X \V es infinito, pero distinto de X. Veamos que V ¢ .
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Si V es finito, es obvio que V' ¢ ®, puesto que en las topologias F-T; el
tnico abierto finito es (.

Supongamos que V es infinito. Sean a € V y b € V¢, arbitrarios pero
fijos.
Consideremos los conjuntos U = V' \ {a} y W =V \ {b}.

Sean R; y Ry relaciones de orden total, densas y sin extremos sobre U
y W, respectivamente.

Llamemos R a la relacién sobre X dada por
RiURyU{(b,2): z€ X}U{(z,a) : z€ X}U{(u,w) :ueUyweW}.

R resulta ser una relacién de orden total y densa sobre X.

Si v es la topologia del orden sobre X debida a R, entonces (X,) es
F-TvyV ¢ v, ya que a ¢ int, (V). En efecto, si fuera a € int,(V),
existiria w € W tal que el intervalo abierto—cerrado (w, a], del conjunto
ordenado (X, R), estaria contenido en V', lo que no serfa posible ya que
el intervalo abierto (w,a), del conjunto ordenado (X, R), seria no vacio
y (w,a) CW CVe.

Tenemos que V ¢ v, con lo que V' ¢ .

En conclusién ® C Cp(X), con lo que hemos completado la prueba de que

o = Cp(X). I

Ejemplo 3.2. Sobre el conjunto R? vamos a considerar las topologias ¢ y 1
descritas asi:

a)

En el espacio (X, ¢), un subconjunto V de R? es una vecindad de un pun-
to (a,b) # (0,0) si existee > 0 tal que {(a,y) ER?*:b—ec<y<b+e} C
V' (se puede pensar que V' contiene un “intervalo abierto vertical”, cen-
trado en el punto (a,b)), y un subconjunto W de R?, que contiene el
punto (0,0), es una vecindad de (0,0) si existe un subconjunto finito Jy,
de R tal que, para toda x € R\ Jy, {x} x R C W (podemos decir que W
contiene “casi todas” las rectas verticales).

en el espacio (X,1), un subconjunto V de R? es una vecindad de un
punto (a,b) # (0,0) si existe € > 0 tal que

{(z,b) eR*:b—e<a<b+e}CV
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(se puede pensar que V' contiene un “intervalo abierto horizontal”, cen-
trado en el punto (a,b)), y un subconjunto W de R?, que contiene al
punto (0,0), es una vecindad de (0,0) si existe un subconjunto finito Jy,
de R tal que, para today € R\ Jw, R x {y} C W (podemos decir que
W contiene “casi todas” las rectas horizontales).

Como los espacios (X, ¢) y (X,¢) son Ty y tienen como unico abierto
finito el conjunto (), estos espacios son F-Ty. Sin embargo, el espacio
(X,0N) no es F-T1, ya que, como los tunicos abiertos de este espa-
cio que contienen el punto (0,0) son aquellos subconjuntos de R? que
contienen al punto (0,0) y que tienen complemento finito, entonces, si
(a,b) # (0,0), no existe Z € ¢pN1 tal que (0,0) € Z y ZU{(a,b)} ¢ pNip.

A continuacion demostramos que sobre ningtin conjunto infinito existe un
topologia F-T7 méaxima. La prueba se basa en el siguiente lema.

Lema 3.1. Sea X un conjunto infinito. Si J es un subconjunto infinito de X
tal que su complemento, J¢, también es infinito, entonces existe una topologia
® sobre X, F-T1, tal que J, J¢ € .

Demostracién. Sean R; y Ro relaciones de orden total, densas y sin extre-
mos sobre J y J¢ respectivamente. Consideremos la relacién

R=R1UR2U{(u,v):ueJyveJ}.

El conjunto (X, R) resulta ser totalmente ordenado, denso y sin extremos. Si
® es la la topologia del orden sobre X, debida a R, sabemos que (X, ®) es
F-Ty. Ademas, es facil ver que J, J¢ € ®. |

Teorema 3.3. Sea X un conjunto infinito y sea F1 (X) la coleccion de todas
las topologias F-Th1 sobre X. Entonces la topologia sobre X generada por la
union de los elementos de Fi (X) es la topologia discreta. De aqui se concluye
que no hay una topologia F'-T7 méxima sobre X.

Demostraciéon. Sea a € X, arbitrario. Sea I un subconjunto de X tal que
a €, I y I¢ son infinitos. Sea J = I° U {a}.

Por el lema 3.1 existen topologias F-T; sobre X, digamos ® y €, tales que 1
y I¢ son elementos de @, y J y J¢ son elementos de (2.

Es claro que {a} = INJ € U B ). Por lo tanto cada punto de X es
BEF1(X)

abierto en el espacio | X, U B )], conlo que este espacio es el espacio
BEF1(X)
discreto. 1
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Entre las cosas que nos dice el teorema anterior tenemos que la topologia
generada por la union arbitraria de topologias F-17 no necesariamente es F'-
Ti. Ademas, de la demostracién del teorema podemos concluir que no siempre
la topologia generada por la union de dos topologias F-17 es F-T.

4. Subespacios de espacios F-T}

De la nota 2.1 se deduce que no todo subespacio de un espacio F-T1 es F-T1.
Sin embargo, un subespacio abierto si lo es, como veremos enseguida.

Teorema 4.1. Un subespacio abierto de un espacio F-T también es F-T7.

Demostracién. Sea (X,7) un espacio F-Tj, y sean Y € 7\ {0} y 7v la
topologia de subespacio para Y. Supongamos que a y b son elementos distintos
del conjunto Y. Existen U,V € 7 con U N {a,b} = {a}, VN {a,b} = {b},
Uu{bl¢ryVuUia}¢r.

Es claro que {a,b} N (UNY) = {a}, {a,b} N (VNY) ={b}, UNY € 71y,
VY €y

Si fuera (U NY) U {b} € 1y entonces, como Y € 7, tendrfamos que (U NY) U
{byer,yas, UU[(UNY)U{b}] € 7, 0sea, UU{b} € 7, lo que no es cierto.
Tampoco puede suceder que (V NY)U{a} € 7y. Luego (Y7y) es un espacio
F-T7. 1

5. Espacios F-1} versus espacios 15

Es claro que cualquier espacio topoldgico discreto con mas de un punto es un
espacio de Hausdorff que no es F-Ti. El siguiente teorema, que caracteriza
los espacios de Hausdorff con méas de un punto que son F-T7, nos permite
encontrar otros espacios con estas caracteristicas.

Teorema 5.1. Si (X, 7) es un espacio topoldgico de Hausdorff con mds de un
punto, entonces (X, 7) es F-Th si y solo si su inico abierto finito es ().

Demostracién. Supongamos que en el espacio (X, 7) el tinico abierto finito
es (). Sean a y b elementos diferentes en el conjunto X. Como (X, 7) es de
Hausdorff, existen abiertos disjuntos U y V en 7 con U N{a,b} = {a} y
V Nn{a,b} = {b}.

SiW € 7ya € W, entonces W N U es infinito y disjunto de V. Luego
a€ D (V).
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SiT eTybeT,entonces TNV es infinito y disjunto de U. Luego b € D, (U¢).
En consecuencia, (X, 7) es F-T7.

La otra implicacion es evidente, teniendo en cuenta la nota 2.1. |

En contraste con el teorema 3.1, es posible que un producto de espacios to-
poldgicos sea F-Tj sin que ninguno de los espacios factores lo sea, como se
muestra en el siguiente ejemplo, que es consecuencia del teorema anterior. Es-
te ejemplo también nos muestra que la imagen continua de un espacio F-T}
no necesariamente es F-T7.

Ejemplo 5.1. Para cadai € N sea X; = {0,1}, dotado de la topologia discreta

Bi ={0.{0},{1},{0,1}}.

Puesto que el espacio producto [ (X;, B;) (el espacio de Cantor) es de Haus-
€N

dorff y su tnico abierto finito es B, entonces, de acuerdo con el teorema 5.1,

el espacio [ (Xi, Bi) es un espacio F-Ty. Sin embargo el espacio (X, 3;) no

€N
es F-T7.

Por otra parte, como la i—€sima proyeccion

mo [ (X, 8i) — (X4, 6)
1€N
(fUi)ieI — T
es una funcion continua, sobreyectiva y abierta, tenemos que la imagen con-
tinua y abierta de un espacio F-17 no necesariamente es F-T7.

El teorema que viene a continuacién nos proporciona un mecanismo para cons-
truir topologias que son F-T1 pero que no son de Hausdorff.

Notacién 5.1. N* =N\ {0} ={1,2,3,...}.

Teorema 5.2. Sea (X, ) un espacio topolégico de Hausdorff cuyo unico abier-
to finito es (). Supongamos que existen dos colecciones de elementos de T,
{4, :n e N*} y{B, :n e N}, que satisfacen las siguientes tres condiciones:

1. Para todo n € N*, adh; (An+1) C Ay y adhy (Bpt1) C By, (inclusiones

estrictas).
2. N A,=0= () Bn.
neN* neN*

3. Para cualesquiera n,m € N*, A, N B, # 0, y A, y B,, no son compa-
rables por inclusion.
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Sean a y b elementos que no estan en el conjunto X (podrian ser a = X
y b= {X}). Sobre el conjunto Y = X U {a,b} consideremos la topologia (3
generada por el conjunto

S=AUBUT,

donde
A={A,U{a}:neN"}

B={B,U{b} :neN}.
Entonces el espacio topoldgico (Y, 3) es F-T1 pero no es Tb.
Demostraciéon. Es claro que & es una base para § y que, como el tinico
elemento finito de S es ), el Unico elemento finito de S es (). También es claro

que los tnicos abiertos bésicos que contienen a son los del conjunto A, y que
los tinicos abiertos béasicos que contienen a b son los del conjunto B.

Puesto que todo elemento de B tiene interseccion no vacia con todo elemento
de A, entonces el espacio (Y, 3) no es Ts.

Veamos ahora que el espacio (Y, 3) es F-T7.

(i) Sean z y w elementos distintos en Y, pero con {z,w} # {a,b}.

Usando el hecho de que () adh;(A,) =0 = () adh;(B,) (que es
neN* neN*
consecuencia de las condiciones 1. y 2., se prueba muy facilmente que

existen abiertos disjuntos U,V en fcon ze Uy w e V.

Sean W, Z € f3, arbitrarios, con z € W y w € Z. W N U es infinito y
disjunto de V. Luego z € Dg(V*¢). Z NV es infinito y disjunto de U.
Luego w € Dg(U*).

(1) Sean N = Ay U{a} y M = By U{b}.

Puesto que para todo n € N*, By y A, no son comparables, entonces
todo elemento de A interseca M\ {a}. Luego a € Dg(M¢). Similarmente
se tiene que b € Dg(N°).

Por (i) y (ii), y por la nota 2.1, se concluye que (Y, 3) es un espacio F-T;.
1

Como una aplicaciéon de este mecanismo, tenemos el ejemplo siguiente.
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Ejemplo 5.2. Sea X el “cuadrado sin borde” (0,1)x(0,1) y sead la topologia
usual de (0,1) x (0,1).

Consideremos sobre el conjunto Y = X U {(0,0),(1,0)} (que se obtiene al
anexarle al cuadrado X los dos vértices inferiores) la topologia 3 generada por
el conjunto

S=AUBUU,
donde
A={4,U{(0,0)} :neN} yB={B,U{(1,0)} : n € N*}|
siendo
A, = {(m,y) eX:y< :Ll‘}
Y

Bn:{(ac,y)eX:y<iL(1—m)}.

Como el espacio (X,U) y las colecciones { Ay : n € N*} y{B,, : n € N*} satis-
facen las condiciones del teorema 5.2, se tiene que el espacio (Y,[3) es F-Ty
pero no es de Hausdorff.

A decir verdad, lo que obtuvimos primero fue el ejemplo 5.2 y luego el teorema
5.2, pues en principio sélo estabamos interesados en mostrar que habia espacios
F-T7 que no eran de Hausdorff.

La idea de que generalizaramos el ejemplo fue del profesor Carlos Javier

Ruiz S., durante el mas reciente Encuentro de Topologia, realizado en la sede
de la Universidad Sergio Arboleda de Bogota.

6. Topologias que rinden cuenta de una topologia
F-T;

En el siguiente teorema, que es el Ultimo del articulo, se muestra como “recu-
perar” una topologia F-T7 por medio de las topologias T7 que son menos finas
que ella, pero que no son F-T7.

Teorema 6.1. Sea (X, [3) un espacio topoldgico F-Ty con mds de un punto.
Si W es la coleccion de topologias i sobre X, que son 11 pero que no son F-T1,
y que satisfacen p C 3, entonces B =JW.
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Demostracién. Basta comprobar que g C |J V.

Sea Z € 3\ {0, X}, arbitrario. Sean a € Z y b ¢ Z. Existen abiertos A y B en
B tales que {a,b} N A= {a}, {a,b}N B={b}, AUu{b} ¢ 5y BU{a} ¢ 0.

Si V' € [ entonces con el simbolo P (a,b, V') representaremos la proposicién
“si b € V entonces a € V7.

Consideremos las siguientes topologias sobre X:
n ={V € (:la proposicién P (a,b,V) es verdadera}

y

d={V\{a}:Ven}tun.
Es claro que 9 C §y que B € 3, pero B ¢ 0. También es claro que Z € 9.
Ademads, como todo abierto U € # que contenga b satisface que a € U, o,
U U{a} € 9, entonces el espacio (X, ) no es F-T1, aunque claramente es 7.

Por lo tanto ¥ € ¥, con lo que Z € |J V. |

7. Preguntas abiertas

A manera de cierre vamos a formular algunas de las preguntas que aun no
tenemos resueltas con respecto a estos nuevos espacios. Si el lector esta in-
teresado en hacer algin tipo de aporte a este trabajo, puede hacernos llegar
sus comentarios al departamento de Matematicas de la Universidad Nacional
de Colombia, sede Bogota, o al e-mail nrpachon@hotmail.com. Las “criticas
sanas” también las consideraremos como aportes.

Supongamos que X es un conjunto infinito.

1. Es conocido, y facil de probar, que si X es la colecciéon de todas las
topologfas T} sobre X, entonces card (X) = 22 (ver [1]). La pregunta
natural es: jcudntas topologias F-T7 hay sobre X?

2. ;Qué estructura tiene la coleccién de las topologias F-T7 sobre X, dotada
del orden de la inclusion?

3. Sabiendo que no hay una topologia F-T] méxima sobre X, jhay topo-
logias F-1T7 maximales sobre X7

4. Teniendo en cuenta que no hay una topologia F-77 minima sobre X,
Jhay topologias F-T7 minimales sobre X7
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