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Una condicién necesaria y suficiente de
oscilabilidad con aplicacion a un modelo
de la Anemia Drepanocitica
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Resumen. En el presente trabajo se demuestra una condicién necesaria y sufi-
ciente de oscilabilidad de todas las soluciones de una ecuacién de segundo orden
que contiene como caso particular la ecuacién de Liénard, muy difundida en la
literatura especializada. Ademés, se hallan condiciones para la oscilabilidad de
las trayectorias de un sistema que modela la Anemia Drepanocitica.

Introduccién

Sea dada la ecuacion diferencial
"+ g(x)x’ + a(t) f(z) =0, (1)
en donde las funciones a, g y f son continuas para todos los valores de sus argumentos.

Son multiples los resultados publicados con respecto a la oscilabilidad de una ecuacion
de este tipo, entre los que se pueden incluir [2, 3, 4, 5, 6, 8], donde los autores hacen
uso de una condicién necesaria y suficiente similar de oscilabilidad.

En [1] se obtiene una condicién suficiente de oscilabilidad, tanto para el caso de signo
positivo como variable de la friccion.

En [9] se investiga la oscilabilidad de una ecuacion del tipo

2"+ f(t,x) =0
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haciendo uso de un acotamiento de la funcién f mediante el producto de dos funciones.
En [7] se demuestra otra condicién necesaria y suficiente de oscilabilidad.

1. Resultados preliminares

Los resultados que a continuacién se exponen facilitaran la demostraciéon del resultado
fundamental. Condidérese el sistema de ecuaciones

' =y—G(z),

y' = —a(t)f(2),

(2)

x
equivalente a la ecuacion (1), donde G(z) = / g(s)ds, y supongase que se satisfacen
0

las siguientes condiciones:

Ap) a(t) > 0 para todo t > 0.

Go) limsup G(z) > —oo, liminf G(z) < +o00 y g(0) < 0.

T——+00 L——00

Fy) zf(x) mantiene su signo para todo x.

Lema 1.1. Si se satisfacen (Ao) y (Fo), entonces todas las soluciones del sistema (2)
son oscilantes solo si se cumple

Fi) zf(z) > 0 para todo x # 0.

Observacion 1.2. Si (Fp) no se cumple, existen sistemas que satisfacen el resto de las
condiciones y no son oscilantes.

Ejemplo 1.3. El sistema
=y —a3+z,
y = =323 + 22,

t

tiene la solucién no oscilante z = e, y = e 3t — 2%,

Demostracion del Lema 1.1. Sea (z(t),y(t)) una solucion del sistema (2) tal que
x(to) = xo > 0, y(to) = yo > 0. Si (F1) no se cumple, de (Ag) y (Fp) se deduce que
y'(t) > 0, por tanto y(t) > yo > 0 para todo ¢ > tg, y asi la trayectoria nunca interseca
el eje de las abscisas. Sean dadas las funciones

Q4 (2) = /Oza (5 +to) Flryar
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Q_(z) = /OJC a(—% + to) f(r)dr,

donde k > 0, ty > 0 son reales, y definanse:

b“>:e”’fiét%§2>d%

6 — a0 [ /Ot a;(é); ds] ;

donde: d/(t)* = méx[a’(t),0] y o' (t)” = méax[—d/(¢),0].

Lema 1.4. Si se satisface la condicion

a'(t)”
a(t)

Aq) a(t)>0pamt20y/ dt < oo
0

entonces la trayectoria (x(t), y(t)) del sistema (2) es tal que x(ty) =0, y(to) = A >0

interseca la curva y = G(x) con x > 0 sdlo si

lim sup[Qy (z) + G(z)] = +oo.

t——+o0

3)

Demostracion. Supongase que la condicion (3) no se cumple; entonces existe un M > 0
finito tal que Q4 () < M y G(z) < M para todo & > 0. Para la solucion referida en el
lema se supondra inicialmente que A > K + M siempre que y(t) > K+ M, 2/(t) > K,

y por consiguiente x(t) > K(t — tg) y existe 27 1(s) < % + to.

De (A7) se deduce que 0 < by < b(t) <1, y por consiguiente

z(t)
/ c(s)fIK (s —tp)]dt < b%’
0 1

pues a(t) = b(t)c(t).
Integrando la segunda ecuacion del sistema (2) se obtiene

z(t)
w2 A= [ el o))

y de aqui se infiere que

z(t)
y(t) > A— %/0 c(z™(s)) f(s)ds > A — %

Kby

Tomando A > %m(blK2 +b MK + M), y(t) permanecera por encima o sobre la recta

y =K + M para t > tg, y por tanto no habra soluciones oscilantes.
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Lema 1.5. Si se cumple (A1), entonces la trayectoria (z(t), y(t)) del sistema (2) tal
que x(to) =0, y(to) = A < 0 interseca la curva y = G(x) con x < 0 sdlo si se cumple

limsup[Q_(z) — G(z)] = —c0. (6)

r— —0Q

Este lema se demuestra de forma similar al anterior.

Lema 1.6. Si se cumplen (A1), (Go), (F1) y (3), entonces la trayectoria (x(t), y(t))
tal que x(to) =0, y(to) = A > 0 interseca la curva y = G(z) con x > 0.

Demostracion. Silimsup G(z) = +o00, entonces por el campo de direcciones se infiere
Tr——+00
que tal trayectoria interseca la curva y = G(x).

Si G(x) < M para algtin M € R?", entonces de (3), se deduce que

limsup Q4 (z) = +o0. (7)

r——+00
Para ¢t > to y(t) < A, e integrando la segunda ecuacion del sistema (2), se obtiene

z(t) a
sy <a-2 [, (% +10) F(s)ds. (8)

Si z(t) — oo, entonces de (7), (8) y (Gop), y como g(0) < 0, existe un 6 > 0 tal que
2G(x) < 0si @ € (—6,0) U (0,0), y asi y(t) — —oo, con lo cual se concluye que la
trayectoria interseca la curva y = G(z). Si 0 < n < z(t) < N, entonces por el campo
de direcciones se garantiza la validez del lema.

Lema 1.7. Si se cumplen (A1), (Go), (F1) y (6), entonces la trayectoria (x(t),y(t)),
tal que x(to) =0, y(to) = A <0, interseca la curva y = G(z) con x < 0.

Este lema se demuestra de forma similar al anterior.
As) Se dice que a(t) satisface la condicion (As) si satisface la condicion (A4;) y ademés

0 < p1 <a(t) < py < oo para todo t.

Lema 1.8. Si se cumple la condicion (As) y (F1), entonces la trayectoria de (2)
(x(t),y(t)), tal que x(to) = xo > 0, y(to) = G(x0), interseca la parte negativa del eje
OY.

La demostracion de este lema se obtiene a partir del campo de direcciones y la forma
de la tangente de la trayectoria.

Lema 1.9. Si se satisface la condicion (As) y (F1), entonces la trayectoria (x(t), y(t))
de (2) tal que x(tg) = g < 0, y(to) = G(xg), intersecta la parte positiva del eje OY .
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En este lema se razona de forma similar al anterior. Los lemas anteriores nos permiten
arribar a modo de conclusién al siguiente resultado.

Teorema 1.10. Si se satisfacen las condiciones (As), (Go) y (F1), entonces todas
las soluciones del sistema (2) son oscilantes si y sdlo si las condiciones (3) y (6) se
cumplen.

Observacion 1.11. Este resultado coincide con los obtenidos en [2, 3, 4, 5, 6, 8] cuando
la funcion G(z) es acotada.

Observacion 1.12. Si G(x) y a(t) son acotadas y se satisfacen las otras condiciones aqui
impuestas, entonces esta condiciéon necesaria y suficiente coincide con la introducida
en [7].

2. Presentacion del modelo e implementacion

Estudios realizados previamente nos han permitido llegar a plantear el siguiente mod-
elo:

dx

i —nP(z) — (c — d)x + nby,

‘;—? =—(b+e—fly+ P(x), )
% = [c_d]x—k(e—f)%

més la ecuacion de conservacién de masas
N =z(t) + ny(t) + nz(t) + w(p), (10)

donde P(x) es la funcion de polimerizacion, la cual tiene la forma

2n
P(z) = Z a;x’;
i=1
ademas:

x(t): Concentracion de desoxi Hb S en estado de mondémeros o formando parte de
unidades estructurales defectuosas. Estos pueden estar en equilibrio con los
mondmeros de Hb desoxi, oxi o monémeros modificados por la accién de agentes
antipolimerizantes.

ny(t): Concentracion de desoxi Hb S en microtibulos.
nz(t): Concentracion de desoxi Hb S en dominios.
w(p): Concentracion oxi Hb S; depende de la presion parcial de oxigeno (p) en la

sangre.
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N: Concentracion total de Hb S.

a;: (i =1,n) Coeficiente de la reaccion de polimerizacion.
b: Coeficiente de la reaccion de despolimerizacion.

c: Coeficiente de la reaccion de cristalizacién por adicion de monémeros de desoxi
Hb S.

d: Coeficiente de la reaccion de decristalizacion por separacién de mondémeros de
desoxi Hb S.

e: Coeficiente de la reaccion de cristalizaciéon por adicién de microtibulos.
f: Coeficiente de la reacciéon de decristalizacion por separaciéon de microtubulos.
n: Namero de moléculas de Hb S que forman la unidad estructural de los mi-
crotibulos segin datos de microescopia electrénica.
El cambio de variables
uy =,
U = T + ny,
Uz =r+ny+nz
reduce el sistema de ecuaciones diferenciales (2) al sistema de ecuaciones diferenciales

d’LL1

v —(b+c—d)us +bus —n P(uq),
(11)

% —(c—d—e+ flug — (e — f)us,

en la superficie invariante
x(t) + ny(t) + nz(t) = H.

Encontremos condiciones para el acotamiento de las trayectorias del sistema (11).
Tomando como funciéon de polimerizacion P(ui) = aju; + azu3, entonces el sistema
(11) toma la forma

Uy = —(b—|—c—d—|—na1)u1+bu2—na3u?,
u2:—(c—d—e+f)u1—(€—f)u2v

el cual tiene dos posiciones de equilibrio, (0,0) y (h, k), donde

b —(c—d+mnay)(e—f)—blc—d)
naz(e — f) ’

. —(c—d—e+f)\/—(c—d—knal)(e—f)—b(c—d).

e—f nas(e — f)
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Tomemos el cambio de variables
v = u1 + h,
v = ug + k;
entonces, el sistema trasladado al punto (h, k) tiene la forma:

2b+c—d+mnay)le—f)+3blc—d—e+f)

e—f
+bvg + 3naz hvi —nazvs, (12)

0 = vy
by =—(c—d—e+ flui—(e— floa.
Este sistema puede ser llevado a una ecuacion de Liénard, la cual tiene la forma
U+ [A + 3nasv? — 6na3pv] v+nas(e— fHvd —3nasple — flv* —Lv =0, (13)

donde
ble—f)+(e—f)?—2(c—d+nai)(e—f) —blc—d)
e—f
y L =[2(c—d+nay)+ 2b(c — d) + 3b(e — f)]; transformando la ecuacion (13) a un
sistema equivalente en el plano de Liénard, se obtienen:

v=w— [nagv?’ _3na3\/—(c—d+na1)(e—f) _b(c_d)v2 + Av|,

A:

nas(e — f)
W= —naz(e— f)v*+ 3nagp(e — fv2+
[(2¢ —2d + 2nay + 3b)(e — f) + 2b(c — d)] v.

(14)

En este sistema encontrado se ve que a(t) = 1, y por lo tanto

240 =0-(0) = [ " f(s)ds,

y en virtud del Teorema 1.10, se obtiene el

Teorema 2.1. Si se cumplen las condiciones

L a3>0,
ne>f,

= ble—f)+(e=f)?>2(c—d+na)(e—f)+blc—d),
entonces las soluciones del sistema (14) son oscilantes.

De las condiciones del Teorema 2.1 se deducen las impuestas en el Teorema 1.10, lo
cual garantiza este resultado.
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