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Una condición necesaria y suficiente de

oscilabilidad con aplicación a un modelo

de la Anemia Drepanocítica

Sandy Sánchez∗ Antonio I. Ruiz∗

Adolfo Fernández∗∗

Resumen. En el presente trabajo se demuestra una condición necesaria y sufi-

ciente de oscilabilidad de todas las soluciones de una ecuación de segundo orden

que contiene como caso particular la ecuación de Liénard, muy difundida en la

literatura especializada. Además, se hallan condiciones para la oscilabilidad de

las trayectorias de un sistema que modela la Anemia Drepanocítica.

Introducción

Sea dada la ecuación diferencial

x′′ + g(x)x′ + a(t)f(x) = 0, (1)

en donde las funciones a, g y f son continuas para todos los valores de sus argumentos.

Son múltiples los resultados publicados con respecto a la oscilabilidad de una ecuación
de este tipo, entre los que se pueden incluir [2, 3, 4, 5, 6, 8], donde los autores hacen
uso de una condición necesaria y suficiente similar de oscilabilidad.

En [1] se obtiene una condición suficiente de oscilabilidad, tanto para el caso de signo
positivo como variable de la fricción.

En [9] se investiga la oscilabilidad de una ecuación del tipo

x′′ + f(t, x) = 0
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haciendo uso de un acotamiento de la función f mediante el producto de dos funciones.
En [7] se demuestra otra condición necesaria y suficiente de oscilabilidad.

1. Resultados preliminares

Los resultados que a continuación se exponen facilitarán la demostración del resultado
fundamental. Condidérese el sistema de ecuaciones







x′ = y − G(x),

y′ = −a(t)f(x),
(2)

equivalente a la ecuación (1), donde G(x) =

∫

x

0

g(s)ds, y supóngase que se satisfacen

las siguientes condiciones:

A0) a(t) > 0 para todo t > 0.

G0) ĺım sup
x→+∞

G(x) > −∞, ĺım inf
x→−∞

G(x) < +∞ y g(0) < 0.

F0) xf(x) mantiene su signo para todo x.

Lema 1.1. Si se satisfacen (A0) y (F0), entonces todas las soluciones del sistema (2)
son oscilantes sólo si se cumple

F1) xf(x) > 0 para todo x 6= 0.

Observación 1.2. Si (F0) no se cumple, existen sistemas que satisfacen el resto de las
condiciones y no son oscilantes.

Ejemplo 1.3. El sistema






x′ = y − x3 + x,

y′ = −3x3 + 2x,

tiene la solución no oscilante x = e−t, y = e−3t − 2e−t.

Demostración del Lema 1.1. Sea (x(t), y(t)) una solución del sistema (2) tal que
x(t0) = x0 > 0, y(t0) = y0 > 0. Si (F1) no se cumple, de (A0) y (F0) se deduce que
y′(t) > 0, por tanto y(t) > y0 > 0 para todo t > t0, y así la trayectoria nunca interseca
el eje de las abscisas. Sean dadas las funciones

Ω+(x) =

∫

x

0

a
( r

k
+ t0

)

f(r)dr
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y

Ω−(x) =

∫

x

0

a(−
r

k
+ t0)f(r)dr,

donde k > 0, t0 ≥ 0 son reales, y defínanse:

b(t) = exp

[

−

∫

t

0

a′(s)−

a(s)
ds

]

y

c(t) = a(0) exp

[

−

∫

−t

0

a′(s)+

a(s)
ds

]

,

donde: a′(t)+ = máx[a′(t), 0] y a′(t)− = máx[−a′(t), 0]. ¤XXX

Lema 1.4. Si se satisface la condición

A1) a(t) > 0 para t ≥ 0 y

∫

∞

0

a′(t)−

a(t)
dt < ∞

entonces la trayectoria (x(t), y(t)) del sistema (2) es tal que x(t0) = 0, y(t0) = A > 0
interseca la curva y = G(x) con x > 0 sólo si

ĺım sup
t→+∞

[Ω+(x) + G(x)] = +∞. (3)

Demostración. Supóngase que la condición (3) no se cumple; entonces existe un M > 0
finito tal que Ω+(x) ≤ M y G(x) ≤ M para todo x ≥ 0. Para la solución referida en el
lema se supondrá inicialmente que A > K +M siempre que y(t) ≥ K +M , x′(t) ≥ K,

y por consiguiente x(t) ≥ K(t − t0) y existe x−1(s) ≤
s

K
+ t0.

De (A1) se deduce que 0 < b1 ≤ b(t) ≤ 1, y por consiguiente

∫

x(t)

0

c(s)f [K(s − t0)]dt ≤
M

b1
, (4)

pues a(t) = b(t)c(t).

Integrando la segunda ecuación del sistema (2) se obtiene

y(t) ≥ A −
1

K

∫

x(t)

0

c(x−1(s))f(s)ds, (5)

y de aquí se infiere que

y(t) ≥ A −
1

K

∫

x(t)

0

c(x−1(s))f(s)ds ≥ A −
M

Kb1
.

Tomando A ≥ 1
Kb1

(b1K
2 + b1MK +M), y(t) permanecerá por encima o sobre la recta

y = K + M para t ≥ t0, y por tanto no habrá soluciones oscilantes. ¤XXX
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Lema 1.5. Si se cumple (A1), entonces la trayectoria (x(t), y(t)) del sistema (2) tal
que x(t0) = 0, y(t0) = A < 0 interseca la curva y = G(x) con x < 0 sólo si se cumple

ĺım sup
x→−∞

[Ω−(x) − G(x)] = −∞. (6)

Este lema se demuestra de forma similar al anterior.

Lema 1.6. Si se cumplen (A1), (G0), (F1) y (3), entonces la trayectoria (x(t), y(t))
tal que x(t0) = 0, y(t0) = A > 0 interseca la curva y = G(x) con x > 0.

Demostración. Si ĺım sup
x→+∞

G(x) = +∞, entonces por el campo de direcciones se infiere

que tal trayectoria interseca la curva y = G(x).

Si G(x) ≤ M para algún M ∈ R
2n, entonces de (3), se deduce que

ĺım sup
x→+∞

Ω+(x) = +∞. (7)

Para t > t0 y(t) ≤ A, e integrando la segunda ecuación del sistema (2), se obtiene

y(t) ≤ A −
b1

K

∫

x(t)

0

c
( a

K
+ t0

)

f(s)ds. (8)

Si x(t) → ∞, entonces de (7), (8) y (G0), y como g(0) < 0, existe un δ > 0 tal que
xG(x) < 0 si x ∈ (−δ, 0) ∪ (0, δ), y así y(t) → −∞, con lo cual se concluye que la
trayectoria interseca la curva y = G(x). Si 0 < n ≤ x(t) ≤ N , entonces por el campo
de direcciones se garantiza la validez del lema. ¤XXX

Lema 1.7. Si se cumplen (A1), (G0), (F1) y (6), entonces la trayectoria (x(t), y(t)),
tal que x(t0) = 0, y(t0) = A < 0, interseca la curva y = G(x) con x < 0.

Este lema se demuestra de forma similar al anterior.

A2) Se dice que a(t) satisface la condición (A2) si satisface la condición (A1) y además
0 < p1 ≤ a(t) ≤ p2 < ∞ para todo t.

Lema 1.8. Si se cumple la condición (A2) y (F1), entonces la trayectoria de (2)
(x(t), y(t)), tal que x(t0) = x0 > 0, y(t0) = G(x0), interseca la parte negativa del eje
OY .

La demostración de este lema se obtiene a partir del campo de direcciones y la forma
de la tangente de la trayectoria.

Lema 1.9. Si se satisface la condición (A2) y (F1), entonces la trayectoria (x(t), y(t))
de (2) tal que x(t0) = x0 < 0, y(t0) = G(x0), intersecta la parte positiva del eje OY .
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En este lema se razona de forma similar al anterior. Los lemas anteriores nos permiten
arribar a modo de conclusión al siguiente resultado.

Teorema 1.10. Si se satisfacen las condiciones (A2), (G0) y (F1), entonces todas
las soluciones del sistema (2) son oscilantes sí y sólo sí las condiciones (3) y (6) se
cumplen.

Observación 1.11. Este resultado coincide con los obtenidos en [2, 3, 4, 5, 6, 8] cuando
la función G(x) es acotada.

Observación 1.12. Si G(x) y a(t) son acotadas y se satisfacen las otras condiciones aquí
impuestas, entonces esta condición necesaria y suficiente coincide con la introducida
en [7].

2. Presentación del modelo e implementación

Estudios realizados previamente nos han permitido llegar a plantear el siguiente mod-
elo:



































dx

dt
= −nP (x) − (c − d)x + n by,

dy

dt
= −(b + e − f)y + P (x),

dz

dt
=

[

c − d

n

]

x + (e − f)y,

(9)

más la ecuación de conservación de masas

N = x(t) + n y(t) + n z(t) + w(p), (10)

donde P (x) es la función de polimerización, la cual tiene la forma

P (x) =

2n
∑

i=1

aix
i;

además:

x(t): Concentración de desoxi Hb S en estado de monómeros o formando parte de
unidades estructurales defectuosas. Estos pueden estar en equilibrio con los
monómeros de Hb desoxi, oxi o monómeros modificados por la acción de agentes
antipolimerizantes.

ny(t): Concentración de desoxi Hb S en microtúbulos.

nz(t): Concentración de desoxi Hb S en dominios.

w(p): Concentración oxi Hb S; depende de la presión parcial de oxígeno (p) en la
sangre.
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N : Concentración total de Hb S.

ai: (i = 1, n) Coeficiente de la reacción de polimerización.

b: Coeficiente de la reacción de despolimerización.

c: Coeficiente de la reacción de cristalización por adición de monómeros de desoxi
Hb S.

d: Coeficiente de la reacción de decristalización por separación de monómeros de
desoxi Hb S.

e: Coeficiente de la reacción de cristalización por adición de microtúbulos.

f : Coeficiente de la reacción de decristalización por separación de microtúbulos.

n: Número de moléculas de Hb S que forman la unidad estructural de los mi-
crotúbulos según datos de microescopía electrónica.

El cambio de variables














u1 = x,

u2 = x + n y,

u3 = x + n y + n z

reduce el sistema de ecuaciones diferenciales (2) al sistema de ecuaciones diferenciales











du1

dt
= −(b + c − d)u1 + b u2 − nP (u1),

du2

dt
= −(c − d − e + f)u1 − (e − f)u2,

(11)

en la superficie invariante

x(t) + ny(t) + nz(t) = H.

Encontremos condiciones para el acotamiento de las trayectorias del sistema (11).
Tomando como función de polimerización P (u1) = a1u1 + a3u

3
1, entonces el sistema

(11) toma la forma






u̇1 = −(b + c − d + na1)u1 + bu2 − na3u
3
1,

u̇2 = −(c − d − e + f)u1 − (e − f)u2,

el cual tiene dos posiciones de equilibrio, (0, 0) y (h, k), donde

h =

√

−(c − d + na1)(e − f) − b(c − d)

na3(e − f)
,

k =
−(c − d − e + f)

e − f

√

−(c − d + na1)(e − f) − b(c − d)

na3(e − f)
.
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Tomemos el cambio de variables






v1 = u1 + h,

v2 = u2 + k;

entonces, el sistema trasladado al punto (h, k) tiene la forma:























v̇1 =
2(b + c − d + na1)(e − f) + 3b(c − d − e + f)

e − f
v1

+bv2 + 3na3 h v2
1 − na3v

3
1 ,

v̇2 = −(c − d − e + f)v1 − (e − f)v2.

(12)

Este sistema puede ser llevado a una ecuación de Liénard, la cual tiene la forma

v̈ +
[

A + 3na3v
2 − 6na3 p v

]

v̇ + na3(e − f)v3 − 3na3 p(e − f)v2 − Lv = 0, (13)

donde

A =
b(e − f) + (e − f)2 − 2(c − d + na1)(e − f) − b(c − d)

e − f

y L = [2(c − d + na1) + 2b(c − d) + 3b(e − f)]; transformando la ecuación (13) a un
sistema equivalente en el plano de Liénard, se obtienen:























v̇ = w −

[

na3v
3 − 3na3

√

−(c − d + na1)(e − f) − b(c − d)

na3(e − f)
v2 + Av

]

,

ẇ = −na3(e − f)v3 + 3na3p(e − f)v2+

[(2c − 2d + 2na1 + 3b)(e − f) + 2b(c − d)] v.

(14)

En este sistema encontrado se ve que a(t) = 1, y por lo tanto

Ω+(v) = Ω−(v) =

∫

v

0

f(s)ds,

y en virtud del Teorema 1.10, se obtiene el

Teorema 2.1. Si se cumplen las condiciones

a3 > 0,

e > f ,

b(e − f) + (e − f)2 > 2(c − d + na1)(e − f) + b(c − d),

entonces las soluciones del sistema (14) son oscilantes.

De las condiciones del Teorema 2.1 se deducen las impuestas en el Teorema 1.10, lo
cual garantiza este resultado.
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