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La determinacion del Hamiltoniano de una molécula o un cristal puede llegar a ser un problema muy
complicado; sin embargo, las consideraciones de simetria sobre el problema pueden llegar a
simplificarlo de manera sustancial. Razon por la cual, es pertinente buscar el mayor numero de
simetrias de un cristal. En este punto, se realza la importancia de la teoria de grupos como
herramienta de calculo, pues a través de ésta, se sintetizan todas las propiedades del cristal: las
rotaciones, las inversiones y las reflexiones. Empero, el estudio realizado por muchos libros acerca
de esta tematica es demasiado confuso y complicado para los estudiantes de Licenciatura en Fisica,
debido a la naturaleza abstracta del método de la teoria, y las relaciones que éste tiene con el
Hamiltoniano. Lo anterior, motiva la realizacion de un estudio didactico, asi como detallado de los
principios que rigen el uso del método. Ademas, se ilustra a través de un ejemplo detallado para el
caso de un cristal ortorrémbico, procediendo a establecer los isomorfismos entre el algebra utilizada
en la teoria de grupos y la correspondiente representacion de matrices, que permita efectuar la
reduccion del Hamiltoniano y los calculos correspondientes.

DIDACTIC INTERPRETATION OF GROUP THEORY APPLIED IN CRYSTALS

The determination of the Hamiltonian of a molecule or a crystal can become a very complicated
problem. However, considerations of symmetry of the problem may make it simpler. Therefore it is
relevant seek the greatest number of symmetries of a crystal. At this point, it highlights the
importance of group theory as a tool for calculation, then, through it synthesizes all of these proper-
ties of the crystal, like the rotations, inversions and reflections. However, the study present in many
books on this subject is too confusing and complicated for the students of Bachelor in Physics,
because of the abstract nature of theoretical method and the relationship it has with the Hamiltonian.
This one motivates the realization of a didactic study, as well as detailed principles governing the use
of the method. Also, a detailed example is present for the case of an orthorhombic crystal, proceeding
to establish the isomorphism between the algebra used in group theory and the corresponding matrix
representation, permitting a reduction in the Hamiltonian and the calculations.

INTERPRETAGAO DIDACTICA DA TEORIA DO GRUPO APLICADA EM CRISTAIS

A determina¢do do Hamiltoniano de uma molécula ou cristal pode se tornar um problema muito
complicado; No entanto, consideragdes de simetria sobre o problema podem simplificé-lo
substancialmente. Pelo que, ¢ pertinente procurar o maior nimero de simetrias de um cristal. Nesse
ponto, enfatiza-se a importancia da teoria dos grupos como ferramenta de célculo, pois através dela
todas as propriedades do cristal sdo sintetizadas: rotacdes, inversdes e reflexdes. No entanto, o estudo
de muitos livros sobre este assunto ¢ muito confuso e complicado para os estudantes de graduacao
em Fisica, por causa da natureza abstrata do método da teoria, e a relagdo que tem com o
hamiltoniano. O exposto, motiva a realizacao de um estudo didatico, bem como detalha os principios
que regem o uso do método. Além disso, ¢ ilustrada através de um processo detalhado de um cristal
ortorrdmbico, prosseguir para estabelecer a isomorfismo entre dlgebra utilizado na teoria de grupos
e a representacdo correspondente de matrizes, permitindo a reducdo do exemplo Hamiltoniano e
calculos.
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INTERPRETACION DIDACTICA DE LA TEORIA DE GRUPOS APLICADA EN CRISTALES

Introduccion

El presente articulo muestra una aplicaciéon de la teoria de
grupos al estado solido, al estudiar el Hamiltoniano bajo una
perspectiva atomica. Para realizar este procedimiento, se
muestran las caracteristicas principales de un cristal ortorrém-
bico (C. O.) en la seccion 2. Luego se estudian las operaciones
de simetrias del cristal, como estas conforman un grupo y se
aflade la tabla de operaciones del grupo en la seccion 3. En la
siguiente seccion se brindan algunos elementos matematicos
importantes, relacionadas el concepto de clase y algunos
isomorfismos con el algebra lineal. En la ultima seccion, se
habla del concepto de representacion reducida y como ésta
establece condiciones que ayudan en la simplificacion sustan-
cial del Hamiltoniano por su estrecha relacion con la simetria
del sistema.

El cristal ortorréombico (C. O.)

Cuando se analiza la principal caracteristica que diferencia al
estado solido de la materia, con los demas estados, se tiene en
cuenta el espaciamiento y organizacion de los atomos de la
sustancia. Por lo tanto, la informacion de como es ésta
organizacion, debe aclarar la explicacion de propiedades o
comportamientos del material.

Dado el poco espacio entre atomos, las fuerzas electrostaticas
se hacen apreciables para estos, reduciendo el desorden del
sistema. Igualmente, es de indicar, que no todas las sustancias
estan conformadas de los mismos componentes quimicos; sus
organizaciones pueden variar considerablemente, sin embargo,
casi todos los sélidos poseen una organizacién particular,
denominada cristal, en tal sentido:

“Un cristal se compone de atomos dispuestos en un modelo
que se repite periodicamente en las tres dimensiones” [1]

Como la estructura del cristal parece ser la misma a lo largo del
material, se puede pensar que el cristal es un “ladrillo” con el
cual se construye un material. A este concepto de cristal,
también se le suele llamar también, red cristalina [2], los cuales
pueden ser de distintos tamafios y formas de estos “ladrillos”.
En general, las diferencias no radican en los componentes de la
red, sino en la longitud y angulos que forman las aristas de sus
lados a los que se les denomina ejes primitivos al, a2 y a3 [3].
Uno de estos cristales, es el C. O. en el cual, a pesar de que los
angulos formados por sus lados son de 900, sus lados son
diferentes.

Las simetrias de un C. O.

/1 /|

Fig. 1. Un cristal ortorrombico formado por atomos iguales en sus esquinas, tres ejes
de rotacion Ca y tres planos de reflexion.

El C. O. presenta los siguientes tipos de simetria:

Operacion de identidad: [5]: Consiste simplemente en dejar al
cristal en la posicion inicial.

Eje de simetria de orden n: Para el C. O. existen tres C,, perpen-
diculares a las caras del cristal y denotados en la figura por

c, C é’ C, El orden 2 significa que solo admite la
rotacion de 0"y 180°

Plano de simetria: En el C. O. se encuentran tres planos de
simetria, dos verticales Ov y uno horizontal Oh, todos paralelos
a dos caras del cristal.

Centro de simetria: El centro del cristal coincide con un centro
de simetria.

Eje alternante de simetria de orden n [6]: En el C. O. se encuen-
tran tres de estos ejes, cada uno asociado a un eje y plano de
simetria perpendicular y son denotados por § ; , S é’ y S 2‘

. . b c
Sin embargo, dos de estos ejes alternados y S Yy S 2
(Los relacionados con C’y C°), generan una configuracién que
puede ser obtenida mediante otras operaciones de simetria.
Estas operaciones poseen algunas propiedades especiales. Por
ejemplo, supongase la operacion de centro de simetria i. Para el
C. O. esta operacion es iglilal a la operacion de simetria de eje
alternante con respecto a C , y puede ser obtenida al aplicar dos
operaciones de simetria consecutivamente, de la manera:

C,®0,-S,

Fig. 2. resultante de dos operaciones de simetria consecutivas.

Donde ® su utiliza para especificar una operacion binaria, ya
que, en verdad no sabemos el significado matematico de
realizar una operacion de simetria seguida de la otra (bien
podria ser una suma o una multiplicacion). En tal sentido,
muchas de las operaciones de simetria pueden obtenerse al
aplicarse dos operaciones de simetria consecutivamente.

Se muestra a continuacion la tabla de Caley de las operaciones
de simetria del C. O.
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Se observa que al tener estos ocho elementos, se esta
considerando todas las operaciones de simetria posibles del

sistema (se reeuerda que .S = i). Entonces, €l conjunto de
operaciones de simetria forma un grupo, pues, cumple con las
propiedades de un grupo, tal y como se explica a continuacion:

Es cerrado bajo la operacion definida. En nuestro ejemplo,
ninguna combinacion de operaciones da como resultado una
operacion que no estuviera en la tabla.

Cumple la propiedad asociativa: Es claro ver que los
elementos de esta tabla cumplen con la propiedad.

Posee un elemento neutro: En el cristal en cuestion es la
operacion identidad.

Existencia de elemento opuesto: Que para el caso del cristal es
la misma operacion de simetria.

Ademas, debido a que la tabla de adicion es simétrica respecto
a la diagonal entonces el grupo es conmutativo o Abelanio [7].

Algunos elementos matematicos adicionales

Para entender la relacion de la simetria y la energia del sistema,
se hace necesario transformar la informacién obtenida en la
seccion anterior a una forma matricial. Para hacer esto se tiene
que tener en cuenta dos conceptos, en primer lugar lo
relacionado con clase, lo cual indiaca que: Sean P y Q dos
miembros de un grupo. Se dice que son miembros de una
misma clase si se hallan relacionados por la ecuacion:

O=X"PX

Donde X es cualquier miembro del grupo, incluyendo los
propios Py Q [5]. Dado que el grupo del C. O. es conmutativo
el grupo posee ocho clases.

El siguiente concepto importante es el concepto de
representacion del grupo irreductible [5]. éste permite ver que
algunos elementos matematicos, pueden comportarse de la
misma manera que los elementos de la tabla 1.

Un ejemplo de esto son matrices diagonales de 3x3, cuyos
elementos diagonal solo pueden ser 1 6 -1, si se realiza la
multiplicacion de matrices habitual, es decir, filas por columnas,
se obtiene nuevamente una matriz que cumple con las
caracteristicas iniciales; para ilustrar, las matrices asociadas a la
operacion expuesta en (1) son:

-1 0 0 (1 0 0) (-1 0 O
0 -1 0lxjo 1 ol|=|0 -1 0| (3
0o 0o 1)loo -1 (0o o -1

Sin embargo, esta no es la iinica representacion posible; existen
otros elementos en los cuales se puede plantear un isomorfismo
[7], es decir, una correspondencia biunivoca entre los elementos
de la tabla de Caley y otros elementos matematicos. En teoria de
grupos, existen dos tipos de representaciones: las
representaciones  reductibles, las  cuales son las
representaciones mas compactas y que no estan compuestas,
para saber cuantas representaciones reductibles tendra un grupo,
se utiliza el siguiente teorema:

El numero de representaciones irreductibles de un grupo finito
es igual al numero de clases p [8].

Entonces, el grupo posee ocho representaciones reductibles. A
parte de la representacion habitual inexacta [5], podemos
plantear la siguiente representacion /5:

E=C=C=Cc=1 ®

o,=—cc=S=1

Esa representacion cumple con la tabla de Caley y no hay una
representacion mas simple con la que se pueda escribir la
representacion. En cambio la expuesta en (3), puede escribirse
como:

r(c,) 0 0
o, =| 0 T,(o) 0 (6)
0 0 T,(o,)1
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Se sabe que existen ocho representaciones reductibles en el
sistema, pero (coémo son las dimensiones de las
representaciones?, ;cudl serd el orden de las matrices de
representacion? En ese orden de ideas, se encontrd que existen
dos representaciones de dimension 1: la inexacta y la expuesta
en las ecuaciones (5) y (6). Si se analiza el siguiente teorema:

La suma de los cuadrados de las dimensiones dy de las
representaciones irreductibles de un grupo finito es igual al
orden del grupo [8]:

P
2d;=g O
y=1

Dado que el orden del grupo es 8, no queda mas opcion que las
dimensiones de las representaciones irreductibles sean
unidimensionales.

En este punto, se tiene toda la informacion matematica que se
emplea para determinar la forma del Hamiltoniano. Hay que
tener en cuenta que, aunque hay ocho representaciones
irreductibles, pero solo hay cuatro diferentes, una
representacion estara escrita de la manera:

C=2"+2I2 +21° +2T* ®

Esta ecuacion es un resultado util, extraido de la teoria de
, 1 . s . .
grupos. Aqui I "es un tipo de representacion irreductibles.

En estado soélido, una forma de encontrar el Hamiltoniano del
sistema es a través de el método de Rirz[8, 9], el cual consiste en
proponer funciones que permitan hallar la energia del sistema, al
hacer esto la energia del sistema esta dado por:

det/H, - AS,/=0 (9

Donde sij son integrales de solapamiento [5] y el determinante
es conocido como el determinante secular [8]. El operador
Hamiltoniano es simétrico si existen simetrias en el sistema, y
sus elementos fuera de la diagonal se hacen iguales a las
integrales de solapamiento.

Para saber que elementos sobreviven en el determinante (9), se
puede utilizar (8), que aporta como es el degeneramiento del
sistema, dado por los supra-indices de la ecuacion. Entonces, el
determinante estara conformado por dos funciones no
degeneradas, dos que estan dos, tres y cuatro veces degeneradas,
respectivamente.

Por lo tanto; al conformar la matriz para el determinante, esta
poseera veinte filas y veinte columnas, entonces, el
determinante secular tendra la forma mostrada en la ecuacion
(10), donde los espacios sombreados son las componentes de la
matriz que son diferentes de cero.

CONCLUSIONES

En el presente trabajo se realiz6 un analisis de las operaciones
de simetria de un C. O., luego, con estas operaciones de
simetrias se planted una tabla de Caley y se comprobo que estas
son un grupo. Posteriormente se buscaron isomorfismos con el
algebra de matrices y se encontraron las representaciones
irreductibles asociadas al grupo. Por 1ltimo, con estos
resultados se establecieron relaciones con las funciones que
determinan la energia del sistema, y con esta informacion, se
realizo6 una simplificacion sustancial del determinante secular
del sistema:

(10)

Se observa que hay un reduccion significativa en el grado de
dificultad del determinante secular, pues ya se eliminan el 70 %
de sus componentes, lo cual demuestra la utilidad de poseer la
informacion de las operaciones de simetria del sistema y toda la
informacion que aporta la teoria de grupos. Lo que le demuestra
al estudiante la importancia de la teoria de grupos en la relacion
de los aspectos fisicos del sistema
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