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322 C. LOZA

Resumen

En el presente articulo analizaremos el problema de Cauchy local aso-
ciado a la ecuacién de Korteweg-De Vries (KdV) en H® con s > 3/2. El
objetivo de este trabajo, consiste en establecer la buena formulacion local
del problema cuando uy € H®, s > 3/2, para ello aplicaremos la teoria
cuasi-lineal de Kato, el cual consta de (06) hipdétesis, en el caso lineal y
(08) hipotesis en el caso no-lineal. En la solucién del problema de Cauchy
para la ecuacion de evolucion cuasi-lineal, nos basaremos en el teorema

del punto fijo de Banach.

Palabras clave: teorema de existencia local y unicidad; existencia de soluciones

generalizadas; aplicaciones de EDP en areas distintas de la fisica.

Abstract

In the present paper we will analyze the local Cauchy problem asso-
ciated with the Korteweg-De Vries (KdV) equation in H® with s > 3/2.
The objective of this work is to establish the good local formulation of
the problem when ug € H?®, s > 3/2, for this we apply the quasi-linear
theory of Kato, which consists of (06) hypotheses, in the linear case and
(08) hypotheses in the non-linear case. In the solution of Cauchy’s prob-
lem for the quasi-linear equation of evolution, we will rely on Banach’s

fixed-point theorem.

Keywords: local existence and uniqueness theorems; existence of generalized

solutions; applications of PDE in areas other than physics.

Mathematics Subject Classification: 35A07, 35D05, 35Q80.
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TEORIA CUASILINEAL DE KATO 323

1 Introduccion

Basdndonos en nuestra experiencia con ecuaciones diferenciales lineales y pen-
sando en los resultados que vamos a describir en este trabajo, formulamos las

preguntas fundamentales que se plantean en el estudio del problema de Cauchy

O (t) = F (t,u(t)) € X
u(0)=¢peY,

ey

en donde X e Y son espacios de Banach, Ty € ]0,00[y F : [0,Tp] x Y — X

es una funcién:

P-1 Existen 7' € ]0,7p] y una funcién v € C ([0,7],Y) de tal manera que
u (0) = ¢y la ecuacién diferencial se cumple en el sentido de que

u(t+h) —u(t) B
5 X*O, 2)

en donde las derivadas ent = 0y ¢ = T se calculan a la derecha y a la

lim

lim ~F(tu ()

izquierda, respectivamente.
P-2 El problema (1), tiene al menos una solucién en C ([0,7],Y).

P-3 Laaplicacién ¢ — w es continua. Con mayor precision, siu € C ([0,7*],Y)
es la solucidn del problema con valor inicial p € Y, sean p, € Y, n € N
tales que @, X, vyu, € C(0,7,],Y) las correspondientes solu-
ciones. Sea T' € ]0, T*[, entonces las soluciones u,, se pueden extender al

intervalo a [0, 7] para todos los n suficientemente grandes y

lim sup ||u, (t) — w (t =0. 3)
s () = ()l

El estudio de las preguntas anteriores serd denominado el problema bdasico
para (1) . En caso de que las respuestas a las preguntas anteriores sean afirma-
tivas el problema de Cauchy (1) serd llamado bien formulado localmente. Si
cualquiera de estas condiciones no se cumple, decimos que el problema esta mal

formulado.
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324 C. LOZA

Si (1) estd definida en [0, +oo[y (Py), (P2) y (P3) son vélidas en [0, T'] para

todo 7' > 0 diremos que (1) es bien formulado globalmente.

2 Problema basico para un problema de Cauchy

Sea la ecuacién de evolucion, ecuacion de Korteweg-De Vries (Kdv)

Oy (x,t) + O3u (z,t) + uP (z,t) Opu (x,t) =0 @

u (z,0) = uo,

donde u es una funcién con valores reales parax € Ry ¢ > 0, y p es un entero
positivo.

El objetivo de este articulo, es establecer la buena formulacién local del prob-
lema cuando ug € H®, s > 3/2. Para ello aplicaremos la Teoria cuasi-lineal de
Kato, la cual pasamos a exponer.

Consideremos el problema de Cauchy para la ecuacién de evolucion cuasi-
lineal

ou+ A(t,u)u = f(t,u)
u(0) = ¢,

(&)

en un espacio de Banach X. Llamaremos a A (¢, u) u parte cuasi-lineal y f (¢, u) la
parte semi-lineal de la ecuacion dada.
A grandes rasgos, queremos resolver (5) de la siguiente manera. Para ciertas

funciones t — v (t), consideramos la ecuacion lineal

Oru+ A(t,v(t)u= f(tv(t))
u (0) = .

(6)

Si (6) tiene una solucién u = u (t), hemos definido una aplicacién v — u = Pv.
Luego buscamos un punto fijo de ®, que serd una solucién de (5). Para demostrar

que P tiene un punto fijo se utiliza el teorema del punto fijo de Banach.
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TEORIA CUASILINEAL DE KATO 325

Con este fin consideremos las siguientes condiciones referidas al problema

de Cauchy (5):

(X) Sean X e Y dos espacios de Banach reflexivos tales que Y estd con-
tenido densamente y continuamente en X. Ademds, existe un isomorfismo

S:Y — X ylanormade Y esescogidade forma que .S sea una isometria.

A-1 A(-,-) es un operador definido en [0, Tp] x W con valoresen G (X : 1,w),
siendo W una bola abierta en Y y w un nimero real. Es decir, para cada
(t,y) € [0,Tp] x W, —A(t,y) es el generador de un semigrupo fuerte-

mente continuo en X tal que

[emsatn]| <e, szotel T yew.
L(X)

A-2 Paracada (¢,y) € [0,Tp] x W, tenemos
SA(ty) S = A(t.y) + B (ty), @

donde B (t,y) € L(X)y [[B(t,y)lzx) < Ap con Ap > 0 una con-

stante. Ademads, existe pup > 0 tal que
1B (t,y1) = B (ty2)llzx) < s llyr — v2lly ®)
paratodot € [0, o] y y1,y2 € W.

A-3 Para cada (t,y) € [0,7p] x W tenemos que A (t,y) € L(Y,X), enel
sentido que Y C D(A(t,y)) y A(t,y)ly € L(Y,X). Ademds, para

cada y € W la aplicacién ¢ € [0,Tp] — A (t,y) es fuertemente continua.

A-4 Paracadat € [0, 7] laaplicacion y € W +— A (t,y) es Lipschitz continua
en L(Y, X); es decir, existe 4 > 0 tal que

|A(t,y1) — A(tay2)”£(x) < pallyr — y2||y’

paratodot € [0, 7o) y y1,y2 € W.
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326 C. LOZA

A-5 Existe u3 > 0 tal que
1Q (8 y) = Q (4, 2)ll ) < mally = =lly -
f-1 f:[0,7] x W — Y es acotada
Iftolly <Xs,  te[0,T], yeW.

Para caday € W, t — f (t,y) es continua de [0, 7] en X mientras que
para cada ¢t € [0,7] la aplicacién y € W —— f (t,y) es Lipschitz en X

esto es,
1f (&) = f & 2)lx Spzlly—zlx.

donde po > 0 una constante.
f-2 Existe pg > 0 tal que
1f (& y) = 2)lly < pally = 2lly
paratodot € [0,7],y,z € W.
Ahora podemos enunciar el teorema de buena formulacién local de Kato.
Teorema 2.1

1. (Existencia y unicidad). Si las condiciones (X), (Al)-(A4)y (fl) y (f2) se

cumpleny ¢ € W, el problema de Cauchy (5) tiene solucion tinica
ue C([0,T]:W)nc'([0,77] : X),
para alguinT' > 0, T" < T.

2. (Dependencia continua respecto al valor inicial). Ademads del problema

de Cauchy (5) consideremos la sucesion de problemas de Cauchy

Ofu+ A" (t,u™)u™ = f" (t,u™) , 0<t<T
u" (0) = ¢",

conn=1,2 ...
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TEORIA CUASILINEAL DE KATO 327

Supongamos que:

(a) Para las funciones A™ y " se cumplen las condiciones de (Al-
A5), (fl) y (f2) uniformemente en n, con los mismos espacios X e
Y, el mismo isomorfismo Sy la misma bola W, y para cada (t,y) €

[0,T] x W

A" (t,y) — A(t,y) fuertementeen L(Y,X),
B"(t,y) — B(t,y) fuertementeen L (X),

" (t,y) — f(t,y) enY, cuandon — oo.

(b) Sip,pn € Wyw, — penlanorma cuando n — +0o0, existe un

T" >0, T" < T, soluciones tinicas
ut e C([0,7"]:W)nct([0,T"] : X),

para (9), n = 1,2, ...y una solucion vunica u para (5) en la misma

clase, tales que

u™ (t) = u(t) enY, uniformemente ent € [0,T"].

Observaciones
1. Condicién (A4) es satisfecha trivialmente si yg = 0.

2. En muchos casos A(t, y) se define para todo y € Y, de modo que la bola
W puede ser elegida con centro en cero y radio arbitrario, a pesar de las

constantes (3, A1, jt1, - - - dependera del radio de la bola.

3. Una condicién suficiente para (7) es
[1SA(t.y) — At,y) S]5™ w]| ¢ < A flwllx .
para todos los w en un niicleo de A (¢, y) (que puede depender de t e y).
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328 C. LOZA

4. El enunciado de la condicion (A3) fue:
Para cada (¢,y) € [0,7p] x W tenemos que A (t,y) € L(Y,X), en el
sentido que Y C D (A(t,y)) y A(t,y)|ly € L(Y,X). Ademds, para
cada y € W laaplicacién ¢t € [0,Tp] — A (t,y) es continua en la norma

de £ (Y, X).

3 El problema de Cauchy lineal

En esta seccion estudiaremos el problema lineal determinado por (4)

Ou (z,t) + O3u(z,t) =0

(10)
u(z,0) = up.
Para esto definimos el operador B por
D(B) = H*™3,5>0
(11
Bu = —33u, u € H®.
Asf el problema lineal (10) puede escribirse en la forma
Ou—Bu=0, xeR,¢t>0
(12)

u (0) = uyp.

Proposicion 3.1 Para todo s > 0, B : H st3 C HS — H® es un operador
lineal con dominio denso y anti-adjunto. En particular, B y —B son operadores
m-disipativos en H?.

Demostracion : La linealidad del operador B es inmediata. Ademds, si

u € H53 tenemos
|Bull s < ||7°ul| 1o = llull goss-

Entonces Bu € H® cualquiera sea v € H'3,
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TEORIA CUASILINEAL DE KATO 329

Veamos que B es antiadjunto. En efecto, siuw € H*12 yv € H® tenemos

(Bu,v) s = <—8§u,v>H5 =(-1)° (u, —831}>H5 = —(u, Bv) gy,

donde se ha usado la propiedad <(9];u, U>HS = (—1)]C <u, 8§v>Hs vdlida para

todo u,v € H®. Para el resto de la prueba usamos la proposicion 5.5 de [9].
De este modo obtenemos el resultado principal del caso lineal.

Teorema 3.1 El operador lineal B genera un semigrupo de contracciones
{e_wg} L H? para cualquier s € R, tal que
t>
e 10y () = €5 (¢) (13)
para todo u € H?®. Ademds, {e‘wg} . puede ser extendido a un grupo de
t

operadores fuertemente continuos en H?® y, cualquiera sea ug € H® la funcion
()03
e~ %y, : [0, 400] — H?,

es la vunica solucion del problema (12).

Demostracion : La primera afirmacion es una simple consecuencia de la
proposicion 3.1, y el Teorema de Lumer-Phillips [ 10, Teorema 5.3]. Para obtener
(13) es suficiente tomar la transformada de Fourier en la variable espacial y usar

la proposicion 6.1 de [10].

Antes de concluir la seccién notemos que en este caso no es posible resolver
el problema (4) de manera tradicional, es decir, reducirlo a una ecuacion integral
y aplicar el teorema del punto fijo de Banach. En efecto, es facil verificar que
(4) es, al menos formalmente, equivalente a

) t )
u(t)=e 2y — / e~ M (y (1)) dr,
0

3 . .
en donde {e‘taw } , es el semigrupo de contracciones en H®, s € R, generado
t>0

por el operador matricial B y F (u) = uPd,u.
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330 C. LOZA

Ahora, siu € C ([0,T], H*) entonces F (u) € C ([0,T],H* )y e~ (t-7)3;
aplica H*~! en sf mismo y no en H*. En consecuencia, la aplicacién
02 ! o2
(Tu) (t) = e P2 — / e~ ("M% F (u (1)) dr,
0

no transforma C ([0, 7] , H*®) en si mismo de modo que el teorema del punto fijo
de Banach no puede ser aplicado. En la préxima seccién, mostraremos como la

teoria de Kato permite restablecer el método tradicional.

4 Buena formulacién local en H* para s > 3/2

En teorema (5.3) sin = 1y k = 1, tenemos s > 3/2.
Para estudiar la buena formulacion local de (4) usaremos la teoria de Kato,

teorema (2.1). Para esto hacemos el cambio de variable
u(t) =e iy (t).

De este modo

Byu (t) = —e 12030 (t) + e 1020,0 (1),
Dpu (t) = e 12,0 (t) = Ope %0 (1),
PBu(t) = e =3 (1),

xT

entonces

Oy (t) + 02w (t) + uP (t) Opu (t)
= |:767t82 v (t) + e %9 (t)] 402 v (t) + (e*tagv (t))p Dy (t)
= e o0 (t) + (e‘tagv (t))p Dpe 2y (t)

ot [&,v (t) + ot02 (e’taﬁv (t))p8x67t62” (t)}

up = u (0) = e~ @%4 (0) = Iv (0) = v (0).
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Por tanto, obtenemos el problema

O (t) +A(t,v(t)v(t)=0,t>0
v (0) = wo,

(14)

en donde A es un operador lineal que depende de (¢, y) € [0, +oo[ x H® definido
por

Alt,y) = etathy({)xe_tag,
con My = (e*ta-%y)p.
A continuacién verificaremos las hipétesis del teorema (2.1) para el prob-
lema de valor inicial (14) en el espacio H® con s > 3/2.
4.1 Hipoétesis (X)

Sean s > 3/2,
X=I1L% y Y=H?®

Sabemos que Y estd contenido en X densamente y continuamente. Definimos

sobre Y el operador S por
Su=Ju, vwey,
en donde J* = (1 — 8%)8/2 es el potencial de Bessel de orden s, asi para u € Y
Su(e)= (1+&)"%ae).

Proposiciéon 4.1 S € L (Y, X) es un isomorfismo isométrico.

Demostracion : Es obvio que S es un operador lineal y como

2
— /2~
Isul = [ 7, = [ (€7 @ de = . =l
entonces S : Y — X es un operador lineal isométrico, asi

existe S™1 : R (S) — Y operador inverso de S.
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332 C. LOZA

Ademds, dado v € L? si definimos v = J~°v tenemos

Su=J*(J*v) =J"(v) = v

lully = 1770l s = 17° (T7*0)| 2 = el e

por lo tanto w € H®. En consecuencia S es un operador lineal sobreyectivo.

Esto prueba la hipétesis (X).

4.2 Hipétesis (A1)
Dado ug € H?, sea R > ||ug||, un nimero real fijo y consideremos la bola
W =Br(0)={ve H®:|v]y < R}.

Antes de continuar con la verificacién de la hipétesis (A1), observemos que
dpe~'9%2yP es continua y acotada, pues (-)P € C™ (R,R) y y € W. En efecto,
notemos que 8xe_t8gy € H lyaquey € W C H* C C. puess > 3/2,y

—103 _+93 3
], < oo, < [0 ..
< NOyllgs—r < yllgs < R
Asi
493
10: Myl oo = sup|0sMyy (x)] = sup |0 Myy () Ope™ Py ()
zeR zeR
1
§ 8:5 (Mty)p sup ‘8wMty (37)’
L*> zer
< 2aR,

en donde o = sup |0, Myy (x)| < oo.
rzeR
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Proposicién 4.2 A es un operador definido en [0,+occ[ x W con valores en
G(X:1,w), siendo w un nimero real Es decir, para cada
(t,y) € [0,400[ x W, —A(t,y) es el generador de un semigrupo fuertemente

continuo en X tal que

e

Demostracion : Para todo u € C§° tenemos

—sA(ty <€, 5>0,t€(0,400],y €W,

e

(Myyoyu,u), = Mty(? u, u>

- - /R 0. (Myy (@) (z) do

1
> =0 Ml [ o (o) do
R

= —aR|ullpz = —aR|ullx

3 . .
Por otro lado, dado que {e‘taz} , es un grupo de operadores unitarios en L?
>0

tenemos

<A (t7y) u7u>X = <A (ta y) ua“)L2
= <etathy8xe*tagu, u>L2

193 193
= ( Muydye tu, e %y .
LQ

En consecuencia,

(At y)u,u)y = <Mty8 ety *t62u>L2 > faRHe*taru

= —aR||uly.
B Jull

La demostracion de estd proposicion se concluye por un argumento de densidad.

Esta proposicién prueba la hipétesis (A1).
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4.3 Hipétesis (A2)

Notemos que si u € S entonces Su € S,

okSu = S0*uparaue SykeN (15)

Settiy — ¢£t0: Gy, (16)

Luego si u € S tenemos por (15) y (16) que

[S,Aty)]u = (SA(ty)—Aty)S)u
= (Sewg]\Ityagge_wg - etag]\ity&ce_wg S) U

3 3 3 3
= ¢l% SMy(‘?xe_taxu — etawMtyaxSe_taxu

3 493 3 493
= etaﬂDSMyame tazu—etathySﬁme tzq,

= ¢l (SM, — MyS) Ope ™2y

= €l [S, Myy] Dpe 12y,

En consecuencia
(S, A(t,y)] S u= eto [S, Myy] Ope 10251y = ¢t02 [S, M.y] 0,8 Le 10y,

Probamos ahora el siguiente estimado.

Proposicion 4.3 Si [, | es el conmutadory f,g € S, entonces

I17% Flgll 2 < CNlOwfll g gl o1

en donde s > 3/2.
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TEORIA CUASILINEAL DE KATO 335

Demostracion : Por el teorema (5.4) tenemos

117, f1gl < € (|7

gl + 102l 110 )

dado que s > 3/2. Pero

7], = [larela- [ SO jare]a
([ i) ([aver ol )

= ISl
De manera andloga ||g||;1 < C'||g]| ;s—1 ¥ esto demuestra la proposicion.
Proposicion 4.4 Para todo u € S se cumple que
115, A (0] S~ ] 2 < 5Ce | Mgl

Demostracion : Sea u € S, entonces

1S, A(t,y)] Sl . = Hetasg S, Myy) 05 e Pu|
3 _ )
= Hetaz £(1?) ‘[S’Mty]s e taz“‘m
-1 —t03
< H[S’,Mty]s Oge u’LQ,
y por la proposicion anterior tenemos
[15, A0Sl < CllOMeyl s ST 00|
< C |0 Myyl| o 8mS_1e_tagu’H71
< ColIMiyl. |57 |
)
= CullMagl e || e,
< Cs[[Myyl s [ull 2

lo que completa la prueba.
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336 C. LOZA

Ahora, para cada y € W, definimos el operador lineal B (y) por

D (E (t,y)) =S

B (t7y) U = [S? A (tvy)] S_IU,

A7

Entonces, para todo u € S tenemos que
|B (ty)u| |, < Colntlge lul e

Asi, B (t,y) es un operador lineal acotado. Como S es denso en X, extendemos

B (t,y) a X por continuidad y obtenemos el operador lineal B (¢,y) € £ (X)
tal que
1B (£, 9)llx) < Cs [|Miyll s = Ass

para cada (t,y) € [0, +oo[ x W.

Veamos ahora la siguiente proposicion.

Proposicion 4.5 Para cada (t,y) € [0,+00] x W tenemos que
D(SA(t,y)S™) =D(A(t.y))y

SA(t,y)S™' = A(t,y) + B(t,y).

Demostracion : Seay € W, u € D(A(t,y)) = H® e {un},cn Una suce-

sion en S tal que u,, — w en H®. Entonces por (17)
A(ty) S un = 57 (A (t,y) un + B (t,y) un> :

ycomo B (t,y)u = lim B (t,y)u, obtenemos que

n—o0

At y) S up =5 ST (A(ty)u+ B (ty)u) cuandon — .

Por otro lado lim S~'u, = S~'u en X, y como A (t,y) es un operador cer-
n—oo

rado tenemos que S~'u € D (A (t,y)) y
A(t,y) S uy X4 (t,y) S~ u cuando n — .
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Luego

A(t,y) S~ tu= 8" (A(t,y)u+ B(t,y)u) € H®.
Por tanto, uw € D (SA (t,y) S_l) y
SA(t,y) S tu=A(t,y)u+ B (t,y)u;

1

esto prueba que SA (t,y) S™" es una extension de A (t,y) + B (t,y). Ademds,

si A > wentonces A € p(A(t,y))y
S(A(t,y) —AN) S 'u=A(t,y)u+ B(t,y)u— \u parau € H.
Por lo tanto
S(A(t,y) = M) S~ =A(t,y)+ B(t,y) — \,

de donde
SA(ty) S~ =A(t,y) + B(t,y).

Lo que prueba la proposicion.

Asi tenemos verificada la hipétesis (A2).

4.4 Hipétesis (A3)

Vamos a probar las siguientes proposiciones.

Proposicion 4.6 Para cada (t,y) € [0, 400] x W tenemos A (t,y) € L(Y, X).

Demostracion :  Para cada (t,y) € [0,Tp] x W tenemos que
D (A(t,y) 2 H =Y.
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Ademds, parau € 'Y tenemos

HMtyﬁze*tagu

| S Iyl e e

pues
—t08, ||? —t03 2
HMtyame IUHLQ = ‘Mty(:v)aze 1u(:v)’ dx
R
2 —t93, |2
< HMtyHLoo/ Oze xu‘ dx
R
= Myl [
Lo ||O= 12
2 —t0. ||
< [[Myyllze ||Owe tWHHS_l
2 —102, ||? 2 2
< Moyl ||| < 1Myl Nl
Asi,
3 193
Ay ule = e Miyoee %l |
to3 —t02
= He ﬁ(Lz)HMtyﬁxe u‘m

_+93
< ||Miyone | < 1Myl e e
Por tanto, A (t,y) es un operador lineal acotado de Y en X.

Proposicion 4.7 Para cada y € W la aplicacion t € [0,4+o00] — A(t,y) es
fuertemente continua.

Demostracion : Seany € Wy tg € [0, 400[ fijos, entonces para u € Y
tenemos

3 3

A(t,y)u— A(to,y)u = etathyaze_tamu - etoagMoyame_toafu
= et Mtyaxe_tagu — et0: Moyaxe_toagu

L Moyﬁme_toagu — etod: Moyame_toagu
— el Mtye_tag Opt — etz Moye_toagﬁxu

3 4 93 3 4 93
+e'% Myyd,e 0%y, — 0% Myyd,e t0%q,
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Entonces

At y)u— A(to,y) ull 2

IN

3 3 3 3
et% Mtye*taz Ay — €' Moyeftoax &Eu‘

L2

3 3 3 3
+ Hetam Myydye 0%y — et0% Myyd,e 0%,

L2

= eta2 (Mtye*taic'?mu — Moye*toazﬁmto HL2

+ H (etag - emaﬁ) Moyﬁxeftgagu‘

L2

3
eta

x

IN

Myye™t%8,u — Myye 1% uH
£(L2) ‘ Yy x 0y T L2

3 3
€t8$ _ €t08$

+

3
‘Moyaxe_toazu’

L(L?) L2

HMtye*ta2 Opu — Moye*toag 5’mu’

IN

L2

3 3
etal _ etoaz

+

Moyd,e— 100 H .8
W)\ oydee™ %l . (18)

Pero

3 3 3 3
HMtye_tamawu - Moye_t"ar&uH , < HMtye_tar&u — Moye_toamawu‘
L

L2

+ Mtye*toazamu — Moye*toagazu‘ Lo
< HMty”Loo H {e—tag _ e—to@i] 8Iu
s
3
+ ||ty = Moyl %0, |
o3 to 02
< Mgl 0% % 0wl
a3
+ ||[[Myy — Moy] e to@wazu‘ Lo
Sustituyendo en (18) resulta
3 3
4 () u = Ao w) ull g < [ Myl [ =% | losul

+ ||y = Mog) e 0,0

L2

3 3
etaz o 6t0 81

+

Myyd,e—t0? H (19
w)\ oydee™ %l .(19)
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Notemos que My es fuertemente continua,

P 0 1 1
1My~ Mgl =|| | 32 )7 (V)T | (Mi)? — (Mow)? ) w
]:1 Hs
—t93 —t003 . el 0 o
< (e P e oﬁ)yHHSZHMUy”HI; INO||
to3 to03 o
<[l -2, ol 32 Il 7 1Moy
7=1
<ple - etk i

por lo que

| Myy — Moyl s < p Hetag — etodZ ||y||§;51 — 0 cuando t — t.

L(L2)

Asi tenemos

3 3
T

2 |0zuu||ys—2  — 0 cuando t — to,

| iy = Moy) e %00

‘ — Ocuandot — ty
L2

Hetag - etoag

[

‘ — 0 cuando t — to;
L2

por lo tanto, en (19).
Asi hemos verificada la hip6tesis (A3).
4.5 Hipotesis (A4)

Tenemos la siguiente proposicion.
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Proposicién 4.8 Para cadat € [0, +00[ existe pa > 0 tal que

[A () — A y2)llox) < pallyr — w2y

para todo y1,y2 € W.

Demostracion : Siy1,y2 € W entonces parau € Y

At,y1)u—A(t,yo)u = €t83Mty15x€_tagu — €t82Mty23x€_tagu
= % (Myyr — Myys) Dpe 102y
asi,

JA ) u = Ay ull e = [ (Mign — Muya) e %u

L2

< H(Mtyl — Myys) 316—1583”

‘Hs—l
3
—t92,,

‘HS

’ (M) 7 (Migp)'7 (3 —yz)Hm lluall s -

e

< |[Myyr — Myya|| s

Hs—1
< |[Myyr — Myya|| g He_ “u

29

usando (21) resulta

P
JA(ty)u— Aty ulle < D> Ry — vl g lull g
j=1
= pRP Mlyr — vl g llull s -
Por tanto

1A (t31) — At y2)ll o2y < PR lys — wollgs

v la prueba estd completa.

Asi hemos verificada la hipétesis (A4).
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4.6 Hipétesis (AS)

Proposicion 4.9 Existe ug > 0 tal que

1Bt y1) = B (ty2)llox) < ppllyr = v2llps

para cada (t,y1), (t,y2) € [0,+o0] x W.

Demostracion : De la proposicion 4.7 tenemos

B(ty) = Se'?? Mtyaze_wgs_l - etathyaxe_taﬁ
= Sel% Myd,e %2571 — % MyySo,et0 571
= (Setathy _ etathyS> (%e—tags_l’
luego
B (t,y1) — B (t,y2)
(Set% My, — et03 MtylS) a 103 g1 (Setag Muys — JEH Mty2S) 816*“’33*1
=( e

Se' Mty1 Mtyz) — et oz (Mty1 MtyQ) S) 8058*’533 st
—(57 et (Miyr — szz)) 8167“9””571.

Como
b p=J i1 t83
Mgy — Myyy = | > (Mygn) 7 (Myya) 7 (1 —y2)
j=1
entonces
3 P p—J i—1 3
[57 e'% (Myyr — Mtyz)} = S| Do (Muyr) 7 (Mago) 7 | e (31 — wo)
=1
Ld P —1 3
= >[5 (i) T (Meya)T e (1 - )]
j=1
luego
B(t,y1) = B(t,y2)=) { (Myy) 7" (Myy) 7 €% (31 — y2)} Dpe~t0r 571,

Jj=1
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Por tanto

1B (t;y1) u— B (£, y2) ul -

p p—J J—1
= 21 {S,eta2 (Myy1) » (Myy2) tas yl_yZ}
P
r = t83 _ td3 g—1
<3 [ )™ )T e i yQ]axe 5 \H
p —1
< £ o Ot 1) ® % - o5
p p—3 i—1
<Oy 3 [ (M) T (Miga)' 7 7122 (yl—m)HHs lull 2.
P
(20
pero
3 j 3
[¢% ()7 017 % 1 - ),
j—1
< |ty )T \ s = vl
<yl vzl s — v2ll g
< Ry —yellys- e2y)

Por tanto, en (20) resulta
1B (t,y1) u = B (t,y2) ull p2 < CspRP™ {lyr — yal s lJull 2.

Esto completa la prueba.

Asi hemos verificado la hipétesis (A5).

4.7 Hipétesis (f1) y (£2)

Como en nuestro caso, f (¢,u (t)) = 0, las hipétesis (f1) y (f2) son trivialmente

satisfechas.

En consecuencia, del teorema (5), tenemos el resultado principal de este

trabajo.
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Teorema 4.1

1. Sea s > 3/2. Para cada uy € H?®, existe T > 0, una solucion vinica u

para (KdVg) tal que

ue C([0,T]: H)nC! ([0,T] : H?). (22)

2. La aplicacion ug € H* — u € C([0,T], H®) es continua en la norma
de H®. Con mayor precision, si u, € H°, n € N, con ||u, —u| ygs = 0
yT' < T, la solucién u,, para u, (0) = ug,, existe en [0,T'] para un
n suficientemente grande y ||uy (t) —u (t)|| ;s — O uniformemente en
te0,77].

5 Teoremas adicionales
Teorema 5.1 Siu € L' (R") N L? (R"), entonces i € L? (R™) y
[l g2 = [l g2 -
Demostracion : Ver [12] .
El teorema de Plancherel afirma que
T LY (R")NL*(R") — L? (R") (23)

definido sobre el subespacio denso L' (R")NL? (R™) de L? (R™) es un operador

lineal acotado. Por esto existe una extension tnica
F:L?(R") = L*(R"),
del operador definido en (23).
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Teorema 5.2 Para todo oo € N" y para todo s € R,
D : H® (R") — H*~l°l (R™),
es un operador lineal acotado, y
[1D%ull gs-1er < [Jull s -

Demostracion : Ver [4].

En el siguiente teorema, C%, (R") el espacio de las funciones u € C* tales
que lim 0% (x) = 0 para todo multi-indice « con || < k, es provisto de la

|z| =00
norma

= o .
l[ull o max [0%ul| oo

Teorema 5.3 Sean s € R, kkn € N con s > % + k, entonces

H* (R") < Ck (R™). Ademds, en tal caso, siu € H® (R") tenemos

[0%u][ oo < max [[0%][ oo < Cs [lull s,
|| <k

para todo multi-indice o con |a| < k.

Demostracion : Ver [12] .

Teorema 5.4 Si |-, -] es el conmutadory f,g € S, entonces
1175 £1g1 < € (|07 Nglzes + 100l e 1120

cons> 1.

Demostracion : Ver [7].
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6 Conclusiones

Al tratar de resolver (4) basdndonos en el método de aproximaciones denomi-
nado el teorema de punto fijo de Banach, vemos que no es posible obtener una
solucién, debido al operador {e*tag} aplica H* ' en H* ! ynoen H*. La
teorfa de Kato, permite resolver (4) por el método tradicional, pero en la hipéte-
sis (A3) se considera al operador A (¢, y) como fuertemente continua a diferencia
de la hipétesis original, en donde A (¢, y) es continua, asi la solucién local en el

espacio H® con s > 3/2 se verifica.
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