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Resumen

El presente articulo expone los conceptos basicos
acerca de la teoria de wavelets y una aplicacion
de dichas teorias en la compresion de datos para
su transmision inalambrica mediante el uso de la
transformada de Haar Nivel 1 para implementacion a
nivel discreto mediante el uso de un microcontrolador
PIC18F4520 de microchip de tecnologia RISC y
el modem XBEE-PRO en sus versiones serial y usb
como elementos de enlace entre el sistema remoto y la
computadora personal.

Palabras clave: sefiales, espacio vectorial, frecuencia,
compresion de datos, ondas, usb, risc.

Abstract

This paper presents the basic concept about wavelets
theory and approach to data compression for wireless
communications. The tool used is the level one
Haar transformation for discrete implementation
on a RISC PIC18F4520 of microchip. The wireless
communications use a XBEE-PRO modem than has two
versions serial and usb both were used to communicate
the remote system and personal computer.

Key words: signals, vectorial space, frequency, data
compression, wavelets, usb, risc.

Introduccion

El analisis de sefiales ha representado una herramienta
muy poderosa en diversos campos del conocimiento
durante varias décadas. Las caracteristicas principales
de cualquier sefial tanto en el dominio del tiempo
como en la frecuencia, permiten obtener informacion
valiosa de una infinidad de sistemas, incrementando
y mejorando las técnicas de analisis y control de
dichos sistemas. Tradicionalmente la transformada
de Fourier ha sido empleada en el analisis de
seflales gracias a su capacidad de representacion del
contenido de frecuencias de una determinada sefial,
sin embargo hace aproximadamente dos décadas, se
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han venido desarrollando nuevas técnicas de analisis
que permitan abordarlas desde otra perspectiva
enfocandose principalmente a sefiales no estacionarias
0 que presentan cambios bruscos. Una de estas
nuevas herramientas que ha destacado es la teorfa de
wavelets,

lacualsehaestablecidocomounatécnicamuyimportante
al servicio de la investigacion, complementandose
con los métodos tradicionales. La teoria de wavelets
es el resultado de un esfuerzo multidisciplinario de
matematicos, fisicos e ingenieros y debido a esto posee
un gran potencial y aplicabilidad en diversos campos
[1], todo el conjunto de transformadas wavelets puede
ser considerado como formas de representacion
tiempo-frecuencia. Las wavelets son funciones que
poseen algunas propiedades especiales y son usadas en
la representacion de informacion o de otras funciones.
Literalmente, el término “wavelet” significa onda
pequeiia. Una wavelet es una funcidon matematica
usada para dividir una funcién unidimensional dada
en diferentes componentes de frecuencia y estudiar
cada componente con una resolucion que se relaciona
con su escala [2]. Las wavelets son copias o versiones
escaladas y trasladadas (conocidas como wavelets
hijas”) de una funcion oscilante de longitud y energia
finitas (conocida “wavelet madre”). Al procesar
sefiales es comun encontrar fendmenos oscilantes
que exhiben patrones de frecuencia variables en el
tiempo. Surge entonces, en forma natural, la nocion
de los fenomenos localizados en tiempo y frecuencia,
es decir de objetos que para su descripcion requieren
informacion conjunta de ambos dominios. Claramente,
el par de Fourier no es la herramienta adecuada para
este propdsito, sin embargo la transformada wavelet si
lo permite. Por lo tanto, la transformada wavelet tiene
ventajas sobre la tradicional transformada de Fourier
para la representacion de funciones que presentan
discontinuidades y picos, y para la descomposicion y
reconstruccion precisa de sefales finitas no periddicas
y/o no estacionarias. En la década pasada hemos
atestiguado una explosion en la actividad del analisis
wavelet [3], para darse una idea de los problemas
que han sido resueltos mediante el uso de wavelets
podemos mencionar: el filtraje y analisis de sefiales
[4]1-[8], compresion de senales [9]-[15], deteccion
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de objetos y eliminacion de ruido en imagenes
[16], reconocimiento de voz [17], diagnostico de
problemas cardiacos, identificacion de sistemas no
lineales [18], control [19] y monitoreo [20] de redes
, control estadistico de procesos [21]-[23], medicion
de potencia reactiva [24], extraccion de caracteristicas
de sefiales bioeléctricas [25]-[28], entre otros. La
organizacion del resto del articulo es la siguiente: En la
Seccion I se presentan los antecedentes y definiciones
que componen el marco tedrico de la representacion
wavelet. En la Seccion 111 se describen las principales
aplicaciones de la teorfa de wavelets. Finalmente, un
ejemplo practico del uso de la transformada wavelet
en el procesamiento de sefales es presentado en la
Seccion IV.

Nomenclatura
Fay
T, Operador traslacion [(v. f)it) = f(t —a]].
Fay .
ey Operador modulacién [(es f)(t) = /2™ f(1)].
Fat
D. Operador dilatacién [(D-f1(2) = |s|}2 f(s8)].
- Ao
Operador involucidn [f(£) = f{t]].
Operador transformada de Fourier.
Operador transformada inversa de Fourier,

Antecedentes y definiciones

En el contexto mas general, una wavelet es una funcion
que satisface dos condiciones principales [2]:

1. Tiene una rafaga pequefia concentrada de energia
finita en el dominio del tiempo.

2. Exhibe alguna oscilacion en el tiempo. La primera
condicion hace la wavelet ’pequeiia”, en el sentido
que puede ser bien localizada en el tiempo, mientras
la segunda condicion la hace “ondulada”. En
términos formales, la representaciéon wavelet es una
representacion en serie de una funciéon ya sea con
respecto a un conjunto ortonormal de funciones base
0 un conjunto marco de un espacio vectorial (base
de Riesz), para el espacio de Hilbert de funciones
integrables en su cuadrado L2(IR).
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Figura 1: Familia generada por la dilatacién y traslacién en tismpo
de una wavelst.
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Una funcién wavelet genera una familia de wavelets a
partir de su dilatacion (estirandola o contrayéndola) y
su traslacion en el dominio del tiempo. Es decir, si g es
una wavelet entonces el conjunto

{meDag}, (1)

corresponde a las versiones dilatadas (s = 0) y
trasladadas de g, y por ende, la familia de wavelets
generada por g. Donde s representa la escala y ¢ la
traslacion. En la Figura 1, se puede observar que la
dilatacion en el tiempo contrayendo los valores de
escala (s > 1) corresponde a un estiramiento en el
dominio de la frecuencia, es decir, (Dsg)"= Ds—1 "g.
Por lo tanto, los efectos primarios de tal dilatacion
son:

(1) Traslacion a lo largo del eje de la frecuencia hacia

frecuencias mas altas. (ii) Mayor soporte, es decir una
ampliacion del ancho de banda [2].

A. Ejemplos de Wavelets.

A continuacion se presentan algunas de las principales
sefiales wavelet, como lo son la wavelet Haar, Shannon
(o sinc) y Morlet [2]. La wavelet Haar lleva a una
base ortonormal y es ampliamente usada cuando se
requiere una familia wavelet con traslaciones enteras y
dilataciones por potencias de 2 Ec. (2), dicha wavelet
esta definida por

(2)

JHaar L_1pa0)— Linayg

mientras que en el dominio de la frecuencia Ec. (3)

4,

JHaar (Toapalica ey — Tpalicapaaq)
= leys—e_ylda (3)
explicitamente
. Doy
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Figura 2: Wavelet Haar en lee dominics tiempo y frecuencia.
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La esencia de la wavelet Shannon es que su
transformada de Fourier es constante sobre algin
intervalo de frecuencias excluyendo el origen y cero
en otros. La wavelet Shannon Ec. (5),puede definirse
como la transformada inversa de Fourier de la funcién
indicador, normalizada respecto a la norma L2, en el
intervalo (yc — yb/2, yc + yb/2] como

Mhannon = [_Tf.\:D,.I\;l1|;—1I."2.1_,"2|_:|- = f"’.‘:'D’}bd" |._D_.|

donde dr es el kernel de Dirichlet (sinc), por lo tanto
explicitamente Ec. (6),

Z1/2 Qe s S0 T
! gimr t T TIRY
it

E'Sbannc-n[_f_:l = I-.G.-I
En las ecuaciones anteriores yc  representa una
frecuencia central y yb un ancho de banda determinados.
La wavelet Morlet Ec. (7),es una funciéon Gaussiana
modulada, en este caso el ancho de banda es definido
como la varianza de la transformada de Fourier de la
wavelet Morlet Ec. (8),

-]

W = f 2 iMortet () dy (
y es definida como

1

—

W T

ei2myat=(t? fya)

Ohlcrlet |f_.| = IE.-I

B. Transformada Wavelet Continua.

La transformada wavelet continua de una funcion f'es
Definida como el producto interno

=< fonlg =

Cada punto (%, s) en el plano tiempo-escala, la magnitud
de la transformada wavelet de una sefial f describe
cuanto es trasladada por ¢ y escalada por s. A partir del
conocimiento de la transformada wavelet es posible
recuperar la sefial original, es decir, la transformada es
invertible y por lo tanto la wavelet g no puede elegirse
arbitrariamente. Se requiere que g [1 L1(IR) con media
cero, es decir "g(0) = 0, para asegurar la invertibilidad
de la transformada wavelet continua [2].

Definicion. Para un espacio de Hilbert A Ec. (9), la
transformada wavelet continua puede ser descrita
como un mapeo Wg : H — Wg(H) parametrizado
por una funcién g. La transformada de una funcion
unidimensional /' [] L2(IR) est4a dada por

W, LY(R) — W,((L*(IR))
£

i = < fnD.yg >L2(IR)

(reDag)e) = |[s|'g(s(t —a)). (9)
Por lo tanto, la transformada wavelet Ec.
(10),continua es una funcion bidimensional que puede
escribirse como
(Wofits) = = finDug == (f+D.g)(t). (10)
Para valores particulares de escala s y tiempo ¢ la
transformada wavelet asigna un valor numérico
(complejo) para la funcion f el cual describe
cualitativamente el grado de similitud entre la
funcion f'y una version trasladada-¢ y dilatada-s de
/- Explicitamente la transformada wavelet Ec. (11),
continua de una sefial f'es

(W,fi(t,s) = Isll*’gfm.i"l;JJEI;-?ILf—JJJdﬂ- (11

b y las funciones arbitrarias f, f1 y f2 en L2(IR). La
transformada wavelet continua, Wg, con respecto
a una wavelet admisible g satisface las siguientes
propiedades:

1. (Linealidad)
iWlafi +bfa) )it s) =alW, f1)(f, s) + bW, fa)t,s)

2. (Invariancia en e Tiempo)
(Walre fl)(t,s) = (Wyf)(t — b, s)

3. (Dilatacidn)
(W,(D,f)it,s) = (W, filat,as), a0

4. (Escalas Negoefivas)
(Wofilts) = (Wryfi(t.s) = W RFf(—¢.s).

C. Transformada Wavelet Inversa Ec. (12),(13),.
Suponga

F e W,(L*R)), g = L*(R)\{0} tal que

[ =

& f | 7L Py < oo, (12)
]RI [~ g v )

¥ H";—l c WL (LAHIR)) — LR es definida como

ra

Ww-olp £ ot f F(.,s)  (Dag)ds
g IR

CI_I.[R[H'{ Fio, s)(r, D.g)ds do. (13)

S8i f € L*(IR) y F =W, f entonces f = W, 1F.
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D. Transformada Wavelet Discreta.

El disefio de una version discreta de la transformada
wavelet, esencialmente consiste en definir una
apropiada red discreta de parametros {(tm,n, sn)}, de
traslaciones y escalas Ec. (14), respectivamente. El
término transformada wavelet discreta es utilizado
comunmente para asociarlo al muestreo diadico

Fa
]'—'D = {';2_“'7“-.2“”131.;-.:—:2 |__J.4__I
para ciertas wavelets que dan lugar a bases wavelet
ortonormales. Bajo esta eleccion de los parametros Ec.
(15), tendremos entonces la usual expresion para las

wavelets:

Grnla) = 2%%g(m— 2"q) (15)
La transformada wavelet discreta es usada para indicar
un muestreo especial de la transformada wavelet

continua que satisface las siguientes condiciones

1. El conjunto discreto tiempo-escala debe ser una red
diadica I'D.

2. La familia de wavelets {7tDsg}(t,s) [ /T'D debe formar
una base ortonormal para el espacio de interés.

3. La wavelet madre debe tener soporte compacto.
Asumiendo que la wavelet madre es real y una sefial

f de energia finita la trasformada discreta Ec. (16), se
define como:

< [\ Gn = I16)

= '2“-"'9/. flolg(m — 27a)de.
Jitd

D{W, fi{m, n)

Una forma sencilla de comprender el modo de
operacion de esta transformada es pensar que la sefial
es pasada por varios filtros pasa bajos y pasa altos,
los cuales permiten separar las porciones de la sefial
de alta y baja frecuencia. Generalmente una sefial
discreta se expresa como f = (f1, f2, ..., fN), donde
N es un entero positivo que representa el ancho de f.
Tipicamente, los valores de esta sefial se obtienen de
una sefial analogica # medidos en el tiempo ¢ = ¢1, 22,
..., tN, entonces Ec. (17)

fi = hity), fo = hita)...., fw = hity) (17)
La transformada wavelet Haar descompone una sefial
discreta en 2 sub-sefiales de la mitad de ancho. Una
sefal es un promedio de la corrida o la tendencia (baja
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frecuencia) y se representa como al = (al, a2, ...,
aN/2), donde Ec. (18),

JF Brr—1 + .;T.Q "

Mientras que la otra sub-sefial representa la fluctuacion
(alta frecuencia) d1 = (d1, d2, ..., dN/2), donde Ec.

(19),

f — f.
lﬂl-“q — ng—l.ﬁ .,122‘?’. |~19_||
y

Por lo tanto, la transformaciéon wavelet Haar [29] de
nivel 1 es un mapeo f H1— (al|dl). El mapeo inverso
de la transformacion Haar Ec. (20), para recuperar la
sefial original f'esta dado por

I.ﬂl +di az+ds

ap o+ dyya
W2 '

— . 2y (20)
7 =) (20

o=

E. Transformada Wavelet Multi-resolucion.

Un factor interesante y clave para la proliferacion del
procesamiento de sefiales basado en wavelets fue el
descubrimiento y la construccion de las bases wavelet
ortonormales. Desarrollado por Mallat [30], el marco
matematico y mecanismo principal para la construccion
de bases wavelet ortonormales es llamado analisis
multi-resolucion. Definicion. Suponga que {Vk : Vk [J
H} es una secuencia creciente de subespacios y ¢ [
V0 una funcion de escalamiento. El par ({Vk}, ¢) se
dice un analisis multi-resolucion de H si se tiene lo
siguiente:

1. (Base Ortonormal para V0) existe una funcion ¢
0o

tal que {tnp!n1Z es una base ortonormal para V0.

2. (Invariancia a la Dilatacion) si f [ Vk entonces
D2f 1 Vk+1.

3. (Completes) [1Vj=Hy NVj={0}.

Laidea de Mallat fue disefiar un algoritmo basado en un
banco de filtros que permite obtener una transformada
wavelet en forma instantdnea a partir de los datos
de interés separando las componentes de alta y baja
frecuencia. Naturalmente, los filtros son disefiados
de manera que sean complementarios. Cuando se
trabaja con sefales de alta complejidad no basta con
dos bandas de frecuencia, sino que la descomposicion
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debe ser de mas niveles al subdividir la sefial de baja
frecuencia, generando una descomposicion multinivel
conocida como ramificacién o arbol wavelet. Al ser
descompuesta la sefial en mayor cantidad de bandas
se posee una informaciéon mas detallada acerca de la
sefial, por lo que esta metodologia es conocida como
multi-resolucion.

Aplicacion en compresion de datos

La compresion de sefiales juega un papel muy
importante en sistemas de comunicacion digital,
debido a que una gran cantidad de informacioén puede
enviarse y recibirse utilizando una menor cantidad
de bits para su representacion. En este trabajo se
presenta un ejemplo de aplicacion para comunicacion
RF, utilizando una wavelet de Haar que realiza la
compresion de la informacion. Se tiene una sefial
original f a una frecuencia de 100Hz, esta sefial es
muestreada con un PIC18F4520 a una frecuencia de
31,350Hz. Para la etapa de comunicacion se utiliza
un bloque de informacion de 128 muestras, la cual
es comprimida mediante una transformada wavelet
Haar de nivel 1. La transmision se efectiia mediante
compresion de datos mediante el envio de solo 64
muestras de las 128.

Esto se logra gracias a la descomposicion de la sefial
original en 2 partes fluctuacion y valor medio ya
que se asume una sefla suave. La sefial se transmite
mediante un modem RF Xbee-PRO (serial) y se recibe
con otro modem RF Xbee-PRO (USB) conectado a
una computadora personal. Finalmente, se emplea un
programa en Delphi que descomprime la informacion,
muestra la sefial recibida y calcula las pérdidas de
energia ocasionadas por la compresion.

[ERenacaAnRAnA
il h_ui_ M .i[l-

1C 20 30 40 SO 60 70 B0 90 100 110 120
NUMERO DE MUESTRA

AMPLITUD

(b)

AMPLITUD

20 30 40 SO &0 7O 80 90 100 110 120
NUMERO DE MUESTRA
150

YT
R

o 10 20 30 40 S0 60

250
200

AMPLITU

i 70 80 S0 100 110 120
NITMFRO NFE MLIFSTRA

Figura 3: Sefiales correspondientes a la aplicacion de
compresion en comunicacion RF.
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EnlaFigura3 sepresentan las graficas correspondientes
a la compresion de informaciéon para comunicacion
RF. La grafica 3(a) muestra la sefial original, en 3(b) se
presenta la transformacion wavelet Haar y finalmente
en 3(c) se observa la sefial recibida en la computadora.
Para utilizar la transformacién wavelet Haar de nivel 1,
la sefal f'debe tener un numero par de elementos, por
ejemplo; sif=(2, 8, 7, 6) su transformacion empleando
la wavelet Haar es:

mo= ——V2= 52, al = T\:‘z = 12.5v/2
-8 = T—8 =
dl = T\.-z =32, d = ng = 052

Se utiliza la componente de tendencia, que representa
la sefial y su energia compactadas a la mitad del
intervalo.

En la figura 4 y 5 respectivamente se muestran la
pantalla del programa de computadora desarrollado
en el lenguaje de programacion visual delphi y el
diagrama esquematico del hardware implmentado.

(W WAL ¥ S e

SECLENCIAS OBTENIDAS
[l e 30 [ 50

e e

Figura 5. Diagrama esquematico del hardware con
PIC18F4520
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Conclusiones

Se diseid un sistema de comunicacién que es capaz
de comprimir el contenido de la sefial al 50% de la
magnitud de la secuencia original, transmitirla y
recuperarla mediante el mapeo inverso con el uso de la
transformada de Haar nivel 1. El sistema implementado
permite visualizar la sefial sin compresién validar
su contenido energético y posteriormente una vez
efectuada la descompresion de la sefial volver a
cuantificar dicho nivel de energia y asi validar el nivel
de pérdida de informacion que para esta aplicacion es
despreciable.
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