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Vectores de Killing y cantidades conservadas

para espacio-tiempos cuasiesféricos

J. Carot∗, Y. Parra∗∗, L. A. Núñez∗∗∗ & U. Percoco∗∗∗

Resumen. En este trabajo se estudian los espacio-tiempos con deformación
de tipo B, con simetría axial y cuasi-esféricos. Se obtiene un elemento de
línea tal que admite vectores de Killing de la familia 1 propuesta por J.
Flores et al. [1]. Se encuentran las cantidades conservadas asociadas a estos
vectores de Killing y por tanto una primera integral de las ecuaciones de las
geodésicas que describen una partícula libre inmersa en este tipo espacio-
tiempo.

Abstract. The warped space-time type B with axial symmetry and quasi-
spherical is explored. This produces a line element that admits killing
vector of the family 1-type proposed by J. Flores et al. [1]. The associated
conserved amounts with these vectors are found and therefore a first integral
of the geodesic equations which describe fres particle inmerse in such space-
time is obtained.

1. Introducción

La idea en este trabajo es usar, desde un contexto general, la estructura de todas los

vectores de Killing de los espacio-tiempos con deformación de tipo B. De hecho, usar la

clasificación dada en [1] como un método para encontrar todos los vectores de Killing de

los espacio-tiempos con deformación de tipo B, en particular, para espacio-tiempo con

simetría axial y cuasi-esféricos.
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donde R2 �= constante. Entonces esta variedad debe admitir que
→

X2= h1(θ, φ)∂θ + (c + h2(θ, φ))∂φ. (6)

De £xgαβ = λgαβ se tienen las ecuaciones

2h1(θ, φ)g(θ)g(θ),θ +2h1(θ, φ),θ g(θ)2 = λg(θ)2, (7)

h1(θ, φ),φ g(θ)2 + 2h2(θ, φ),θ sen2(θ) = 0, (8)

2h1(θ, φ) cot(θ) + 2h2(θ, φ),φ = λ. (9)

Se encuentra así que

h1(θ, φ) = tan(θ)

�
λ

2
− c1

�

, h2(θ, φ) = c1φ+ c2 (10)

y g(θ) = c3 senα(θ) cos(θ), donde

α ≡ 2c1

(λ− 2c1)
y β ≡ λ

2 (λ− 2c1)
.

Entonces podemos escribir el elemento de línea de la variedad M2 como

ds22 = cos2(θ) sen2α(θ)dθ2 + sen2 θdφ2, (11)

si ǫ = (c3)
2

= 1.

Si calculamos la curvatura se tiene que no es constante mientras λ sea diferente de cero.

En conclusion, el vector de Killing que satisface £xgab = 0 en M4 se escribe como

−→
X = ∂t −

λr

2
∂r + tan(θ)

�
λ

2
− c1

�

∂θ + (c1φ+ c2) ∂φ, (12)

con elemento de línea de la forma

ds2 = −1

2
c2dt2 +

1

2
b2r2e2λtdr2 + r2

�
cos2(θ) sen2α(θ)dθ2 + sen2 θdφ2

�
. (13)

A continuación estudiaremos las simetrías no noetherianas (vectores de Killing) y sus

correspondientes cantidades conservadas con el fin de integrar las ecuaciones de la geodési-

ca del sistema mencionado anteriormente.

3. Geodésicas y cantidades conservadas

Para este elemento de línea se tiene que las ecuaciones de la geodésica, además de tener

una cantidad conservada asociada con el momentum angular debido a al vector de Killing

axial ∂φ contenido en (12), tiene las cantidades conservadas

J = XaPa = XtPt + XrPr + XθPθ + XφPφ, (14)
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Por otro lado, los vectores de Killing están asociados a cantidades conservadas noetheria-

nas. Es decir, si Xa es un campo vectorial de Killing y γ(s) una geodésica que describe

el movimiento de una partícula de prueba inmersa en un campo gravitatorio, entonces

se tiene que la cantidad J = XaP
a es la primera integral de γ a lo largo de la geodésica

γ(s) [3]. En la sección 2 estudiaremos las ecuaciones de las geodésicas y escribiremos las

cantidades conservadas asociadas a los vectores de Killing de espacio-tiempos cuasiesféri-

cos.

2. Espacio-tiempos cuasi-esféricos

Una subfamilia muy importante de espacio-tiempos con simetría axial son los espacio-

tiempos Warped BT . A continuación estudiaremos un ejemplo de este tipo de espacio-

tiempos. En coordenadas esféricas usuales se puede escribir el elemento de línea:

ds2 = −1

2

Q(t, r)2

P (t, r)2
dt2 +

1

2
P (t, r)2dr2 + r2(1 + af(θ))2dθ2 + sen2 θdφ2. (1)

Del [1] citamos un resultado conocido sobre los vectores de Killing de los espacio-tiempos

Warped B. Por simplicidad estudiaremos la primera familia
→

X (t, r, θ, φ) =
→

X1 (t, r)+
→

X2 (θ, φ), (2)

y será un campo vectorial de Killing de (M, g) si X1 son los campos vectoriales de

Killing de (M1, h1), X2 son los campos vectoriales de Killing más h un campo homotético

propio de (M2, h2). Además, X1 debe ser un campo vectorial de Killing, satisfaciendo la

condición Xr
1 = −λr

2
, con λ �= 0 el factor homotético de X2.

Más particularmente, debido al hecho de que la variedad M2 es de dimension 2 y que el

escalar de curvatura no es constante, se tiene que X2 es
→

X2= h1(θ, φ)∂θ + (c + h2(θ, φ))∂φ, (3)

y debido a las ecuaciones de Killing Xt
1 = Xt

1(t).

De este resultado podemos dar una clasificación de métricas en base a la forma de f(θ)

mediante el escalar de curvatura de la variedad M2. Esto es, queremos estudiar métricas

cuasiesféricas y por tanto, estamos interesados en el caso que R2 no es constante y por

lo tanto excluimos la solución

f(θ) =
−2 cos(2θ) − 2 − 2c1 + b cos(2θ) + b

2ac1 − ab cos(2θ) − ab
. (4)

Ahora nos concentramos en la variedad M2, es decir, calculamos en las homotecias la

métrica que define el elemento de línea

ds22 = (1 + af(θ))2dθ2 + sen θ2dφ2 = g(θ)2dθ2 + sen2 θdφ2, (5)

[Revista Integración



Vectores de Killing y cantidades conservadas para espacio-tiempos cuasiesféricos 153

donde R2 �= constante. Entonces esta variedad debe admitir que
→

X2= h1(θ, φ)∂θ + (c + h2(θ, φ))∂φ. (6)

De £xgαβ = λgαβ se tienen las ecuaciones

2h1(θ, φ)g(θ)g(θ),θ +2h1(θ, φ),θ g(θ)2 = λg(θ)2, (7)

h1(θ, φ),φ g(θ)2 + 2h2(θ, φ),θ sen2(θ) = 0, (8)

2h1(θ, φ) cot(θ) + 2h2(θ, φ),φ = λ. (9)

Se encuentra así que

h1(θ, φ) = tan(θ)

�
λ

2
− c1

�

, h2(θ, φ) = c1φ+ c2 (10)

y g(θ) = c3 senα(θ) cos(θ), donde

α ≡ 2c1

(λ− 2c1)
y β ≡ λ

2 (λ− 2c1)
.

Entonces podemos escribir el elemento de línea de la variedad M2 como

ds22 = cos2(θ) sen2α(θ)dθ2 + sen2 θdφ2, (11)

si ǫ = (c3)
2

= 1.

Si calculamos la curvatura se tiene que no es constante mientras λ sea diferente de cero.

En conclusion, el vector de Killing que satisface £xgab = 0 en M4 se escribe como

−→
X = ∂t −

λr

2
∂r + tan(θ)

�
λ

2
− c1

�

∂θ + (c1φ+ c2) ∂φ, (12)

con elemento de línea de la forma

ds2 = −1

2
c2dt2 +

1

2
b2r2e2λtdr2 + r2

�
cos2(θ) sen2α(θ)dθ2 + sen2 θdφ2

�
. (13)

A continuación estudiaremos las simetrías no noetherianas (vectores de Killing) y sus

correspondientes cantidades conservadas con el fin de integrar las ecuaciones de la geodési-

ca del sistema mencionado anteriormente.

3. Geodésicas y cantidades conservadas

Para este elemento de línea se tiene que las ecuaciones de la geodésica, además de tener

una cantidad conservada asociada con el momentum angular debido a al vector de Killing

axial ∂φ contenido en (12), tiene las cantidades conservadas

J = XaPa = XtPt + XrPr + XθPθ + XφPφ, (14)

Vol. 25, No. 2, 2007]

152 J. Carot, Y. Parra, L. A. Núñez & U. Percoco

Por otro lado, los vectores de Killing están asociados a cantidades conservadas noetheria-

nas. Es decir, si Xa es un campo vectorial de Killing y γ(s) una geodésica que describe

el movimiento de una partícula de prueba inmersa en un campo gravitatorio, entonces

se tiene que la cantidad J = XaP
a es la primera integral de γ a lo largo de la geodésica

γ(s) [3]. En la sección 2 estudiaremos las ecuaciones de las geodésicas y escribiremos las

cantidades conservadas asociadas a los vectores de Killing de espacio-tiempos cuasiesféri-

cos.

2. Espacio-tiempos cuasi-esféricos

Una subfamilia muy importante de espacio-tiempos con simetría axial son los espacio-

tiempos Warped BT . A continuación estudiaremos un ejemplo de este tipo de espacio-

tiempos. En coordenadas esféricas usuales se puede escribir el elemento de línea:

ds2 = −1

2

Q(t, r)2

P (t, r)2
dt2 +

1

2
P (t, r)2dr2 + r2(1 + af(θ))2dθ2 + sen2 θdφ2. (1)

Del [1] citamos un resultado conocido sobre los vectores de Killing de los espacio-tiempos

Warped B. Por simplicidad estudiaremos la primera familia
→

X (t, r, θ, φ) =
→

X1 (t, r)+
→

X2 (θ, φ), (2)

y será un campo vectorial de Killing de (M, g) si X1 son los campos vectoriales de

Killing de (M1, h1), X2 son los campos vectoriales de Killing más h un campo homotético

propio de (M2, h2). Además, X1 debe ser un campo vectorial de Killing, satisfaciendo la

condición Xr
1 = −λr

2
, con λ �= 0 el factor homotético de X2.

Más particularmente, debido al hecho de que la variedad M2 es de dimension 2 y que el

escalar de curvatura no es constante, se tiene que X2 es
→

X2= h1(θ, φ)∂θ + (c + h2(θ, φ))∂φ, (3)

y debido a las ecuaciones de Killing Xt
1 = Xt

1(t).

De este resultado podemos dar una clasificación de métricas en base a la forma de f(θ)

mediante el escalar de curvatura de la variedad M2. Esto es, queremos estudiar métricas

cuasiesféricas y por tanto, estamos interesados en el caso que R2 no es constante y por

lo tanto excluimos la solución

f(θ) =
−2 cos(2θ) − 2 − 2c1 + b cos(2θ) + b

2ac1 − ab cos(2θ) − ab
. (4)

Ahora nos concentramos en la variedad M2, es decir, calculamos en las homotecias la

métrica que define el elemento de línea

ds22 = (1 + af(θ))2dθ2 + sen θ2dφ2 = g(θ)2dθ2 + sen2 θdφ2, (5)

[Revista Integración



�
Revista Integración

Escuela de Matemáticas

Universidad Industrial de Santander

Vol. 25, No. 2, 2007, pág. 155–160

Perturbaciones de carga en objetos compactos

J. Manjarrés∗, L. A. Núñez∗ & U. Percoco∗∗

Resumen. Se estudia el efecto de las perturbaciones de carga en la estabilidad
de objetos compactos, anisótropos relativistas. Se muestra que, al menos
para las ecuaciones de estado consideradas, esa estabilidad es muy sensible
a fluctuaciones de la carga.

Abstract. The effect of perturbations of charge on the stability of compact
objects is studied. It is shown that, at least for the equations of state
considered, the stability of charged matter configurations is very sensible
to these fluctuations.

1. Introducción

En 1971 Bekenstein [1] generaliza la ecuación de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV)

para el caso hidroelectrostático, y con ella surge la necesidad de entender el papel que

juega la carga en el colapso gravitacional. A pesar del consenso que existe respecto

a la neutralidad de carga de los objetos astrofísicos [2], recientemente se ha renovado

el interés por el colapso gravitacional de objetos cargados [3] justificando la existencia

objetos compactos cargados a través de ingeniosos mecanismos teóricos [4].

L. Herrera en 1992 introdujo el concepto de fractura (o vuelco “overturning”) para des-

cribir el comportamiento de distribuciones materiales cuando se apartan del equilibrio.

Encontraron que solo perturbaciones conjuntas de densidad y anisotropía local (diferencia
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donde P a es el momentum conjugado. Por lo tanto se tiene que

J = −1

2
c2ts−

λb2r3e2λtrs
4

+

�
λ

2
− c1

�

r2 cos(θ) sen3α(θ)θs+(c1φ + c2) r2 sen2 θφs, (15)

la cual es conservada respecto al parámetro afín. Esta cantidad es la primera integral de

la ecuación de la geodésica.

4. Conclusiones

En este trabajo se ha obtenido un elemento de línea cuasiesférico que admite vectores

de Killing de la familia 1 propuesta por J. Flores et al. [1]. Se encontraron las canti-

dades conservadas asociadas a estos vectores de Killing, y por tanto una primera integral

de las ecuaciones de las geodésicas que describen una partícula libre inmersa en este

tipo espacio-tiempo. Una posible integración de las godésicas con base en esta cantidad

conservada está en desarrollo.

Estos resultados son consecuencia de imponer que espacios de simetría axial (Warped B)

y cuasiesféricos admitan vectores de Killing de variables separadas. En futuros trabajos se

estudiaran las consecuencias que generan sobre estos tipos de espacio-tiempos isometrías

de la familia 2, homotecias, afines y colineaciones de Ricci.
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