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RESUMEN

Se presenta una nueva teoria de muestreo para sefiales periodicas y aperiddicas de duracidn finita, y se postula y
demuestra el teorema de muestreo por desfase y el teorema de muesireo por desfase generalizado. Ademés, se
presenta la técnica de muestreo por desfase, su analisis de Fourier, un analisis de error debido a inestabilidad en la
frecuencia de la sefial periddica, los resultados obtenidos de su simulacién y una aplicacién practica de la técnica
para desfase generalizado.

PALABRAS CLAVE: Muestreo, Submuestreo, Desfase, Nyquist, teoria de muestreo por desfase, TMD.
ABSTRACT

A new sampling theory is presented for periodic and non-periodic signals of finite duration, and it is postulated and
demonstrated the sampling off-set theorem and the generalized sampling off-set theorem. Also, the off-set sampling
technique is presented, its Fourier’s analysis, an error analysis due to an uncertainty in the frequency of the periodic
signal, the simulation results and a practical application of this technique.

KEYWORDS: Sampling, Sub-sampling, out of phase, Nyquist, out of phase sampling theory, TMD.

1. INTRODUCCION estd basado en la definicién de un periodo de muestreo 7.

e i x N . Con este método se obtiene una sefial con un periodo de
La digitalizacion de sefiales de alta frecuencia  oocieq aparente de la forma T
generalmente exige el uso de conversores A/D muy -
rapidos, sin embargo es posible con conversores A/D K
relativamente lentos incluso hasta “sobre muestrear”™ 4,4, L eg un entero y T es el periodo de la sefial
estas seflales tomando una o pocas muestras por ¢iclo  Lencdica o la duracién de la sefial periédica de duracién
pero utilizando en cambic un tiempo de muestreo finita, pero tomando muestras a un periodo de muestreo
relativamente alto y periodo de muestreo definido deuna mayor que T
forma particular. A continuacién se presenta la teoria que —

sustenta esta técnica para el “muestreo por desfase”™ de 53
sefiales periddicas y aperiodicas de duracion finita, el cual . v hee oo describe el método de muestreo por
* El desarrollo tedrico de este método fue desarrollado por David Mirangda, desfase, se planteau dos teoremas que soportan ia teoria,

basado en et articulo del Dr. Brian Brown referenciado en [1].
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se estudia la compatibilidad de la teoria de muesireo por
desfase (TMD) con el teorema de Nyquist. Por tiltimo se
presenta el analisis de Fourier para la teorfa de muestreo
por desfase, un-andlisis de error para la misma y se
propone una técnica para minimizar el error de muestreo
mtroducido al no definir de manera precisa el periodo de
muestreo de la TMD.
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2, DESCRIPCION GENERAL

Elmétodo de muestreo por desfase para sefiales periddicas
de periodo T conocido se basa, fundamentalmente, en
tomar un periodo de muestreo de la forma:

T 1
T=—|1x—
N M
donde N es el niimero de muestras por periodo (puede,
incluso, tomarse N =1} y M es el nimero de periodos
donde la sefial myestreada voelve a ser periddica (ja sefial

analdgica). Al aplicar la técnica de reconstruccion a la sefial
muestreada se obtiene un periodo de muestreo aparente

T
T'= ——
NM

De esta manera L =M N es ¢l periodo de la sefial en
tiempo discreto.

2.1 TEOREMA DE MUESTREO POR DESFASE

Sea f{t) una sefial periddica de periodo T conocidoy T
el periodo de muestreo utilizado para obtener una sefial
digital g(n) con N muestras por periodos y un niimero
total de muestras P = M N . Si se cumple la relacién

T 1
T=—|1%t"
N M
entonces es posible reconstruir, para la sefial discreta,

un periodo con =M N muestras espaciadas
regularmente en el tiempo.

2.2 PERIODO DE MUESTREQ (DEMOSTRACION
DEL TEOREMA DE MUESTREQ POR DESFASE).

Sea f77) una sefial periodica de periodo T conocido,
entonces:

f(t)=f(r+nT) paratodon ¢ Z .

Supdngase que se desea mucstrear la sefial fix) de tal
manera que la sefial muestreada tenga periodo (L = M N,
donde N es el namero de muestras por periodo y M es el
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numero de periodos donde la sefal muestreada vuelve
a ser periédica. Para que esto se cumpla el periodo de
muestreo T, no debe ser miltiplo entero del periodo de
la sefial. De esta manera, por 1a periodicidad de la sefial
se cumple que: _

fle+pt)=fl+ Qs £1)r]

Con lo cual se obtiene que:

t
r o[ MEL T:Z(ui)
1) N M
2.3 PERIODICIDAD EN u' MUESTRAS,DONDE
u'<p=MN.

Cuando se curnple la relacidn la relacion:

n
T NM _

T Mzl |m
2

prranyme Z

se tiene que el periodo de la sefial muestreada serd el
minimo entero entre
T T

— oy 2=
T 1

es decir, el menor valor que a la vez sea un nlimero entero.
Esto puede expresarse como:

p'= me{E ,ZI}
0T

Es facil demostrar que si:

]
T NM _
T M#£l |m

2

entouces, para un N dado se cample:

-

sim=n = M=
T m—2N
para m=2N+MulEnt{N}
j —
siz=ﬁi— - M=
T 2 n-N

para n=N+MulEnt{N}

<

T Esta relacion fue enunciada anteriormente como un teorema dada su
aplicaci6n generalizada y su gran importancia en este desarrollo tedrica.
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donde MulEnt *(JV } representa un mitltiplo entero de N.
Esto indica que hay varios valores posibles para m y n.

De manera general:

TAES me{M N, :1:, 22}
T T

2.4 TECNICA DE MUESTREO POR DESFASE

Partiendo de una sefial periddica con periodo T conocido
y suponiendo que es posible muestrear la sefial con un
periodo de muestreo de la forma:

T :z[liiJ (N
N M

Entonces, bajo esta condicidn, la muestra perteneciente a
un periodo se aleja de la primera muestra de su periodo

en un factor T
Ap=%t-—
M

ver Figura 1, y para M periodos se obtiene que se ha
ganado un periodo de seflal, si el signo en (1) es positivo,
o se habra perdido un periodo de sefial si el signo en (1)
es negativo.

1 N=2

Figura 1. Esquemq de muestreo por desfase para N = 2, Los puntos
indican la muestra tomada de la sefial de periodo T.

Se muestrea la sefial, partiendo de ¢ =0, con periodo
de muestro T durante M periodos de la sefial (como
minimo), es decir, durante un tiempo t =M T . Para
reconstruir un periodo de la sefial con p=M N
muestras se procede a formar los vectores de tiempo y
sefial de la forma:

t[n + m]= nt +mAQ

xfp+m]= flln+m)]
para n=0,1,. N-1 y m=0,1,..M -1

Donde los valores de » v m se toman asi: mnicialmente
se toma m=0 y se varia n desde cero hasta N-1, lnego
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se va aymentado en uno a m y se repite el procedimiento
de variar # desde cero hasta N-1. Se repite hasta que
m=M-1.

Al realizar este procedimiento se conforma mas de un
periodo con todos los datos muestreados, para conformar
un solo periodo es necesario encontrar todos los

t[k =n+m}<0
v se cambian por
the=n+mletle=n+mh1

A continuacion se organiza el vector ¢ ascendentemente,
guardando las posiciones iniciales y las nuevas y con ellas
se organiza el vector x, obteniendo un periodo conformado
por u =M N muestras espaciadas igualmente.

El espaciamiento temporal de los datos finales al muestreo
realizado sera:

Ao T T

N p NM _
Esto quiere decir, que el periodo de muestreo aparente
serd T

NM

el cual es mucho menor que T .

2.5 SIMULACION DE MUESTREQ POR DESFASE
NEGATIVO DE UNA SENAL SINUSOIDAL.

Se tom6 una sefial sinusoidal conunperiodo 7 =105 . La
sefial fue muestreada tornando 3 muestras por periodo durante
30 periodos, con Jo cual: T = 3.3%10™ 5. En la figura 2 se
presentan los nueve primeros datos (correspondientes a
tres primeros periodos) de la sefial muestreada.
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Figura 2. Primeros tres periodos de la sefial muestreada.



Al hacer el primer paso de la reconstruccion de la sefial
se obtuvieron dos periodos de ésta, ver figura 3.

2B

La sefial reconstruida y su analisis frecuencial. [4] son
presentados en la figura 4.

Figura 3. Primera etapa de conformacion de la sefial muestreada.
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Figura 4. Seftal obtenida.

3. MAs ALLA pE NYQUIST

El teorema de muestreo de Nyquist plantea que para
muestrear una sefial periddica el periodo de muestreo
debe ser menor a la mitad del periodo de la sefial [2].
Esto quiere decir que se deben tomar cémo minimo dos
muestras por periodo. Tomemos un ejemplo particular
para explorar una situacion que se presenta al tomar una
muestra por periodo satisfaciendo los requerimientos
de la teoria de muestreo por desfase: supongamos que
querentos muestrear la sefial del item 2.5, pero tomando
sélo una muestra por periodo durante un tiempo igual a
treinta veces el periodo de la sefial analogica y un periodo
de muestreo de la forma (1). Al aplicar la técnica de
muestreo por desfase para recuperar la sefial se obtiene
lo presentado en la figura 5. Como puede apreciarse,
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se recuperd completamente la sefial muestreada a pesar
muestrear la sefial con un periodo de muestreo mayor a
la mitad del periodo de la sefial. A continuacidn se hace
um analisis de Fourier de la teorfa de muestreo por desfase
para mostrar que a pesar que el teorema de Nyquist no se
satisface al muestrear la sefial analogica, la funcion digital
obtenida si satisface el teorema de muestreo de Nyquist.

3.1 ANALISIS EN FRECUENCIA DE LA TEORJA
DE MUESTREO POR DESFASE

De acuerdo a lo presentado anteriormente se puede
deducir que la sefial muestreada con la teoria de muestreo
por desfase puede ser escrita como:

50= SEOsC o+ 0,) ©

Notese que (2) puede ser comparada con la funcién de
muestreo tradicional, donde x(7) es la sefial a muestrear y
§2; es la funcién que reorganiza las muestras.

Resolviendo la convolucién definida en (2) y aplicando
la transformada de Fourier se llega a:

S(o)= i T_Tx(t')-ﬁ(r'ukt)-ﬁ(tft'+ga,‘)z""”" ar ar

— o0

Al resolver la doble integral usando las propiedades del
deita de Dirac se obtiene:

o) S . piolp;)
S(}m)— k;wx(k*c) g lnvETe @

Si se define O, =kT —, v se reemplaza en (4) se
encuentra la expresion:

S(i(o)= Z x(ak + 60, ) e 7o (5)
k=—o0

Para analizar la ecuacién (5) es necesario comparar
la teorfa de muestreo por desfase con el muestreo
tradicional.

Datos ordenados y un peredo
+ -

HT? """ g ;'f_"fff‘f__.‘ff_"____ff_""”f_ff,.

- i i
4 6.1 02 a3 o4 es 058
tismpc [s]
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Analisis recuencial

frecuencia [Hz}

Figura 5. Muestreo de la sefial utilizando el método de desfase.
o o0
o )= —jok 1 —jarka
S(jo)= Y sl ) e = Y kg ye ™ 6
k= k=—o0

Donde £ es una funcién de reorganizacion arbitraria
que da origen a la funcidn v. Al comparar (6) con (5) es
posible notar que la variacién AQ, en la ecuacién (5)
determina el periodo efectivo muestreo.

T( . 1
ki 1e— |-
Ll )-o

oy =16 —,)| - o

Donde M es el nimere de periodos de sefial en los cuales
la sefial va a ser recuperada, N, el nimero de muestras
tomadas en cada periodo de sefial, vy T es el perfodo de la
sefial que va a ser muestreada.

En el caso critico de tomar sélo una muestra por periodo

@, =*k T , entonces (7) toma la forma:
N
Aoyl=—— ®
M-N

No es complicado demostrar que (8) es la expresion
general para el periodo de muestreo aparente,

Lo anterior implica que para poder recuperar la sefial
x(t), el sisterna de muestreo debe tener un ancho de
banda superior a
NM
Rk
T

paraqueno setraslape espectralmente ia seflal muestreada.
Esto quiere decir que implicitamente se cumple el
teorema de Nyquist, por o tanto, se puede concluir que
Ia teoria de muestreo por desfase es compatible con éste.
La razon fundamental de la no contradiccién entre el
teorema de Nyquist y el teorema de muestreo por desfase
es el hecho que para poder aplicar la teoria de muestreo
por desfage (y por ende el teorema de muestreo por
desfase) es necesario conocer de antemano el periodo de
1a sefial a muestrear. El conocimiento de este periodo

y la forma como se define el periodo de muestreo (la
cual hace que éste nunca sea igual al periodo de la sefial)
permiten recuperar una sefial analogica atin tomando una
sola muestra por periodo.

4, NECESIDAD DE GENERALIZACION DEL MODELO
TEORICO DEL MUESTREO POR DESFASE

Dada la importancia de la aplicacién prictica del método
de muestreo por desfase es importante estudiar las
mplicaciones practicas del métode y los requerimientos
a los que conlleva. En este aspecto el método de
muestreo por desfase presenta una dificultad debido a
la fuerte constriccién entre el periodo de muestreo y la
frecuencia de la sefial, por tal razdn, el modelo tedrico
desarrollado hasta aqui debe ser generalizado. La
generalizacidn del método postbilita su implementacion
préctica extendiéndola a un ntmero mayor de casos.

El muestreo por desfase estd basado, basicamente, en la
determinacion de un periodo de muestreo T relacionado
con el periodo de la sefial periddica a muestrear (de la
cual se conoce su periodo} por medio de la expresién (1).

donde N es el nimero de muestras por periodo (puede,
incluso, tomarse N = 1) y M es el numero de periodos
donde la seflal muestreada voelve a ser periddica.

Como puede observarse en (1), el tiempo de muestreo
tiene una gran constriccion al periedo de la sefial y a
los parametros N y M. Las implicaciones directas de
este hecho llevan a la necesidad de tomar un periodo
de nmestreo definido estrictamente como se plantea en
la expresién (1), lo cual presenta dificultades pricticas,
sobre todo, por la limitacion en la resolucion con la que
puede ser escogido el tiempo de muesireo. Por ejemplo, si
se utiliza un microcontrolador Motorola 64HC908ik3 con
cristal de SMHz, la méxima resolucion en la escogencia del
tiempo (utilizando interrupcion por timer, es decir, el Time
Interfaz Module, TIM, de este microcontrelador) serd:

___f’%__ =8x107s=0.8u s
5x10° Hz

Ahora, si el periodo de la sefial a muestrear es

r—_ b
8000 Hz
y se toma M=30, N=3, entonces

. =£[1—i):4.027x10‘5
N M

=125p s



{::::}’Lngzmﬁ?

Notese que este periodo de muestreo se obtiene para
50.3472" cuentas del TITM del microcontrolador, lo
cual es imposible de implementar dado que el nimero
de cuentas debe ser entero, por lo tanto, el periodo
de muestreo que puede ser implementado con este
microcontrolador serd T =4x107, conduciendo a
errores en el momento de implementar el algoritmo de
reconstruccion de un periodo.
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4.1 TEOREMA DE MUESTREO POR DESFASE
GENERALKZADO

Sea f{t) una sefial periddica de periodo T conocido ¥y T
el periodo de muestreo utilizado para obtener una sefial
digital gfn) con N muestras por periodos y un mimero
total de muestras | =M N . Si se cumple la relacién

T A

T=—4+2
N N

donde A@ = R. entonces es posible reconstruir, para

la sefial discreta, un periodo con L =M N muestras

espaciadas regularmente en el tiempo".

4.2 GENERALIZACION DEL METODO DE
MUESTREO POR DESFASE

Para dar respuesta a la dificultad préctica en la
implementacién del método de muestreo. por desfase
es necesario analizar el periodo de muestreo T desde
la perspectiva del retardo o desfase A . En términos
de AQ puede ser reescrito en tiempo de muestreo de la
siguiente forma:

Ap
1=+ (9
N N )
Donde T
Ap =1 —
Definiendo AW como la diferencia entre un

periodo v N veces el tiempo de muestree T, es decit,
AY = i(T _NT) entonces, el tiempo de muestreo
pierde un grado de libertad al hacerlo explicitamente
independiente del parametro M. De esta manera
T AY
T=—+4—
N N
Donde AW se escoge de tal manera que se cumpla la
relacion:

(10)

(11)

i Debe aclararse que ¢f proceso de muestreo implica retardos adicionales, por lo
tanto, este gjemplo debe fomarse de manera ilustrativa mads que de estricto disefio.

A¥|<[A)

Upg importaate aclarar que el valor de M en este caso se calcula cor base en el
periodo de la sefial y ¢l periodo de muestreo, es decir, estd dade implicitamente y
e} factor A(p corresponde at desfase.
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La relacién (11) permite la escogencia de un retardo
AY que cumpla con criterios practicos. Es muy facil
demostrar que dado in AW escogido de acuerdo a la
relacion (11), el nimero de muestras minimo necesarias
para reconstruir un periodo de sefial estara dado por la
expresidn

W= MN = NUKT\{;H (2%

43 RESULTADOS DE APLICAR METODO DE
MUESTREO POR DESFASE GENERALIZADO

Se hicieron pruebas uiilizando un microcontrolador
Motorola 68HCS08jk3 con el cual se generd una onda
cuadrada de periodo T = 2.504ms. Se utilizé la tarjeta
de sonido del PC como sistema de muestreo, utilizando
una frecuencia de muestreo de 8kHz, que corresponde a
un periodo de muestreo T =125W 8. Esto corresponde
a tomar 20 muestras por periodo.

Se muestred la sefial por 150 periodos, es decir, por un
tiempo f=375.6ms, obteniendo un total de 3005
muestras. En la figura 6 se presenta un periodo para la
sefial muestreada por el método de muestreo por desfase,
La figura 7 muestra la magpitud de la respuesta en
frecuencia de la sefial muestreada y 1a sefial conformada
por el método de muestreo por desfase generalizado.

C.04 T T T T T
; ! :

]2 S S0t S U S o e T OO -
H | H
H ! H

i ; ;
! ! i :
2 SO SO S JROUR JUR U .

R a— roeemeees e oo R

I D | W e

0 ja} as 1 i5 2 25 3
Tismpo [ms]

Figura 6. Resultados parciales obrenidos con el método de
muestreo por desfase generalizado.

Como se puede observar en la figura 6, al aplicar la teoria
de muestreo por desfase generalizada es posible observar
el efecto del filtro pasabajas de 1a tarjeta-de sonido sobre
la sefial muestreada, efecto Gibs [3]. Este fenémeno no
puede ser observado utilizando técnicas tradicionales de
muestreo v la misma tarjeta de sonido, debido a que la
frecuencia de muestreo para las técnicas tradicionales
depende de la velocidad con que la tarjeta de sonido
adquiere las muestras y para poder observar el efecto
Gibs [3] se necesita muestrear a una frecuencia mucho
mayor al ancho de banda del sistema de muestreo.

T
** Debe aclararse que la expresion | -—| | indica tomar la parte entera de L .
AY AY
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Figura 7. Magnitud de la respuesta en frecuencia para la sefial
muestreada y la conformada por el método de desfase generalizado.

5. ERrOR INTRODUCIDO POR
INESTABILIDAD EN LA FRECUENCIA DE
LA SENAL A MUESTREAR POR TEORIA DE
MUESTREO POR DESFASE

Cuando una sefial es muestreada usando teoria de
muestreo por desfase, se pueden presentar pequefias
fluctuaciones en la frecuencia de la sefial a muestrear,
como se muestra en la figura 8. Una de las causas es que
la fuente que genera la sefial que se esth muestreando no
es estable, y su frecuencia estd oscilando en un pequefio
rango alrededor de una frecuencia central,

En la figura 8 es posible observar cémo la sefial x(¥) (o
sefial sin error), con frecuencia f,, oscila cambiando su
periodo, por pequefios instantes de tiempo, y se convierte
en x'(?), con frecuencia f, +Af . Esta variacién en
la frecuencia de la sefial introduce un error al aplicar la
teorja de muestreo por desfase.

Suponiendo que xft) es la sefial sin error y x°(#) 1a sefial
con en un instante {'=¢+Af, como se muestra en fa
figura 8, se puede definir el error para el intervalo de
tiempo Af como:

ey t)=x')-x()

Si At es muy pequefio comparado con el periodo de la
seflal y se supone que la variacion del periodo de la sefial
es pequefio, se puede aproximar X' (t)z x(t+Af).
Reemplazando en (13):

ey =l 80)-x)e, 0= EOH =D,y

El error instantinec se puede obtener haciendo una

(13)
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expansién de x(t +Af ) alrededor de Af =0, entonces
se obtiene que: ( )
elt)= At (15)

Noétese que Af representa la diferencia temporal debido
a la variacion del periodo de la sefial a muestrear. Esta
variacidn tiene caracter aleatorio, por lo tanto, puede ser
considerada como una variable aleatoria definida de la
forma:

1E)=Ar (16

Entonces, el error introducido por inestabilidad en €l
periodo de la sefial a muestrear es de la forma:

- &)
elt)= —?d{—r

Parapoder comprender mejor Jaexpresion(17), supongase
que se quisre comparar €l valor de la sefial x(#} en un
instante dado con el error introducido por inestabilidad en
la frecuencia. Se supondra que X, , (t ) es el valor que
se obtendria si no existiera inestabilidad en 1a frecuencia,
X podiido (t ) el valor obtenido al muestrear la sefial y e t)
el error instantineo por inestabilidad en el periodo,
Entonces, estos ires términos estarin relacionados por:

amn

Xreal = Komedido + €(t) (18)

Utilizando {17) se obtiene:

dx(t)
200 o

X =X

real medido
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Figura 8. Oscilacion de enda causada por la no estabilidad
en el generador de serial

Sila x(t): xosen(wt) vyT (t ) es una variable aleatoria
que representa la distribucion temporal de la variacion de
x(#} se encuenfra que:

@)

+2-7- xo’:crcos@m t) (20)

X

real — medldo
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La expresion (20) muestra que ¢l error al muestrear con
la teorfa de mmestreo por desfase una sefial que tiene
variacion en su periodo es de cardeter aditivo, por lo tanto,
si la fluctuacién del periodo tiene media igual a cero, lo
cual es comin en la practica, es posible obtener la sefial
con periodo central T, promediando un cierto namero
de periodos de la sefial digital obtenida con la teoria de
muestreo por desfase. Lo anterior implica que se debe
muestrear la misma sefial varias veces utilizando teoria
de muestreo por desfase y luego se deben promediar los
periodos reconstruidos para cada aplicacién de la teoria
de muestreo por desfase.
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En la figura 9 se muestra un periodo de una sefial
simusoidal que presenta inestabilidad en el periodo y
su reconstruccion sin realizar el promediado. La sefial
obtenida al aplicar teoria de muestreo por desfase seis
veces y promediando los valores para los periodos
obtenidos se muestra en la figura 10.
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Figura 9. Comparacicn grdfica entre la sefial real y la sefial
reconstiuida sin promediado
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Figura 10. Comparacion grdfica entre la seiial veal y la sefial
reconstruiday corregida por promediado
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6. CONCLUSIONES

Esposible muestrearunasefial periddicadealta frecuencia,
con periodo conocido, utilizando una frecuencia de
muestreo relativamente baja, es decir, un periodo de
muestreo relativamente alto. Para ello se puede utilizar
la teorfa de muestreo por desfase, permitiendo, al tomar
N muestras por varios periodos, reconstriir un periodo
de la sefial con un niimero de muestras que depende del
factor de desfase, el periodo de la sefial y el nimero de
muesiras por periodo. El método de muestreo por desfase
est4 basado en dos teoremas que permiten su aplicacidn
a varios problemas,

El andlisis de Fourier de la teor{a de muestreo por desfase
muestra que ésta estd en concordancia implicita con el
teorema de muestreo de Nyquist. Ademas, el error
que se puede presentar al reconstruir la sefial cuando
ésta presenta inestabilidad en su frecuencia puede ser
minimizado promediando varios periodos reconstruidos
por la teoria de muestreo por desfase.

Se espera que al utilizar esta técnica en los medidores de
impedancia eléctrica que se estan disefiando en el grupo de
investigacion interdisciplinario CIMBIOS, y en la Escuela
de Eléctrica, Electrénica y de Telecomunicaciones de
la UIS, obtener una alta resolucién en el dominio de la
frecuencia por el efecto de sobre-muestreo se puede lograr,
sin tener que recurrir a costosos conversores A/D.
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