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RESUMEN |
Los nuevos fendmenos de supratransmision
e infratransmisiéon han sido predichos

numéricamente en ciertos sistemas no lineales
discretos y, en algunos casos, aproximados
analiticamente en limites al caso continuo; sin
embargo, elmecanismo matemdtico que modela
al caso discreto no ha sido develado del fodo. En
este frabajo, se hace uso de una nueva técnica
computacional no estdndar con propiedades de
consistencia en energia, a efecto de predecir
numéricamente la ocurrencia de dichos
fendmenos en arreglos discretos de conjunciones
de Josephson sometidos a amorfiguamiento
externoy alos efectos de corrientes de Josephson,
en donde el modelo matemdtico involucra un
problema de Neumann de valores en la frontera
para un sistema de ecuaciones de seno-Gordon
acopladas.
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ABSTRACT |

The recently discovered phenomena of supra-
fransmission and infrafransmission have been pre-
dicted numerically in certain discrete nonlinear
systems, and in some cases approximated analy-
tically in continuous-limit scenarios, yet the mathe-
matical apparatus of the fully discrete case is not
completely understood. In this paper, it is used a
recently-developed non-standard, energy-based
method in order to predict numerically the occu-
rrence of these processes in discrete Josephson
junction arrays submitted fo external damping
and nonzero normalized bias current, where the
underlying model is a Neumann boundary-value
problem involving a system of coupled sine-Gor-
don equations.

INTRODUCCION [

El proceso de supratransmision no lineal consiste
en el incremento repentino de la amplitud de las
senales de onda transmitidas en una cadena de
osciladores acoplados, debido auna perturbaciéon
armodnica en uno de los extremos que iradia con
una frecuencia en el ancho de banda prohibida.
El fendmeno fue descubierto inicialmente en
cadenas acopladas de osciladores mecdnicos
descritos por ecuaciones del tipo de seno-Gordon
y Klein-Gordon (Geniet y Leon 2002), e inmedia-
tfamente fue estudiado en cadenas descritas por
ecuaciones del tipo doble seno-Gordon (Geniet
y Leon 2003), en sistemas de Fermi-Pasta-Ulam
(Khomeriki et al., 2004), en medios de Bragg bajo
regimenes no lineales de Kerr (Leon y Spire 2004) v,
recientemente, también en medios continuos, no
lineales, acotados, descritos por ecuaciones de
seno-Gordon (Khomeriki y Leon, 2005).
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El estudio del proceso de supratransmisién no
lineal en sistemas de seno-Gordon sin amortigua-
miento ha sido efectuado analiticamente a
tfravés del estudio de estructuras coherentes
llamadas modos intrinsecos no lineales, y los
resultados han aportado buenas predicciones
sobre la ocurrencia del proceso. En el caso de
sistemas de seno-Gordon con amorfiguamiento
débil, la investigacion se ha centrado tanto en el
andlisis del caso sin amortiguamiento como en el
uso de métodos numéricos. Asi, por ejemplo, el
uso de algoritmos de convergencia cuadrdtica
y métodos que satisfacen condiciones de
consistencia en energia han mostrado aportar
resultados por demds satisfactorios (Macias-Diaz
y Puri, 2007a).

Por otfra parte, el proceso de infratransmision
no lineal, en contraposicién al de supratransmision,
consiste en un repentino decremento en la
amplifud de las senales ondulatorias en una
cadena perturbada armdnicamente en su
extiremo. Un sistemma que posee umbrales de
supratransmision e infratransmisién exhibe un
comportamiento de estabilidad dual que lo
convierte en una extraordinaria materia prima
para aplicaciones fisicas. Por ejemplo, el modelo
de Fermi-Pasta-Ulam ha demostrado poseer
ambos procesos (Khomeriki et al., 2004), y se ha
encontradoevidenciaanaliticadelaexistenciadel
proceso de infratransmision en arreglos discretos
de conjunciones de Josephson (Chevrieux ef al.,
2006), esto es, arreglos periddicos de materiales
superconductores ligados por una barrera aislante
(Barone y Paterno, 1982); sin embargo, la literatura

en el drea aln carece de una buena prediccién
numérica en este Ultimo caso.

Ciertamente, los procesos de supratransmision
e infratransmisién no lineales son complementarios
uno del ofro. Intuitivamente, un sistema que
posee ambos procesos tiene propiedades por
demds interesantes. Por ejemplo, una vez que la
amplitud de la perturbacion armodnica del sistema
haya alcanzado el umbral de supratransmision, el
sistema seguird irradiando energia aun cuando
la amplitud de la fuente decrezca. No serd
sino hasta que dicha amplitud alcance valores
inferiores al umbral de infratransmision cuando el
sistema cesard de transmitir energia.

Desde un punto de vista experimental, el
fendmeno de supratransmision en medios no
lineales descrito por ecuaciones del tipo seno-
Gordon fue observado en sistemas mecdnicos
de péndulos acoplados (Geniet y Leon, 2003), e
inmediatamente fue posible realizar aplicaciones
al diseno de amplificadores digitales de senales
ultradébiles (Khomeriki et al., 2006), y detectores
de luz sensibles a excitaciones débiles (Chevrieux
et al, 2006). Md&s aun, recientemente se han
propuesto algunas aplicaciones del proceso de
supratransmision al diseno de dispositivos dpticos
de conduccién de ondas que hacen uso de la
ecuacionnolinealde Schrodinger (Khomeriki, 2004),
a la realizacién de filtros de luz (Khomeriki y Ruffo,
2005), y a la transmision de informacién binaria en
sistemasinfinitos de osciladores acoplados (Macias-
Diaz y Puri, 2007b. Macias-Diaz y Puri, 2007c).
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Figura 1. Diagrama de un arreglo finito de conjunciones de Josephson acopladas.
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Figura 2. Diagrama de bifurcacién de la ocurrencia
de la amplitud critica vs. frecuencia de la perturbacién
para el problema (2), conc¢ =5 y y = 0 (continua), 0.1
(discontinua), 0.2 (discontinua-punteada), 0.3 (punteada). La
prediccién proporcionada por (3) se representa como una
sucesion de cruces.

MODELO MATEMATICO I

Este articulo asume que y y ¢ son nUmeros reales
no negativos. Asi mismo, se considera un sistema
(u,, )nN de N conjuncionesde Josephsonacopladas
por medio de cables superconductores, que
satisfacen el problema discreto de valor inicial:

U, - ¢ (U, —u,)+yu, +sinu, = uw +¢(t),

0, -c*(u,,,-2u, +u, )+yu, +sinu, =u, paral<n<N,
Uy —C2(Upy_ = Uy ) +yU, +sinU, = u -1,
u,(0)=0, 1=n=<N, (1)
sujetoa:
: d:t"(O)=0,1snsN.

El pardmetro ¢ es llamado el coeficiente de
acoplamiento, y es denominado el coeficiente
de amortiguamiento externo, y u es la corriente
de Josephson del sistema. Las funciones ¢ y U
representan, respectivamente, la primera y la
segunda derivada de U con respecto al tiempo.
La funcion I es la intensidad de corriente de
salida, mientras que la funcién ¢, llamada la
funcion de intensidad de enfrada, se supone
confinuamente diferenciable sobre (0,%). Un
diagrama tipico de un arreglo discreto de
conjunciones de Josephson se muestra en la
Figura 1.
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Figura 3. Diagrama de bifurcacién de la ocurrencia
de la amplitud critica vs. frecuencia de la perturbacién
para el problema (2), con ¢ = 5 y W= 0 (continua), 0.1

(discontinua), 0.2 (discontinua-punteada), 0.3 (punteada).

No es dificil verificar que la infroduccién de
las funciones temporales U, y Uy, definidas por
H 2
las relaciones u, —u, =¢(t)/c® v uy,-u, =0,
respectivamente, fransforma el problema (1) en
el problema de valores mixtos:

t -c*(u,. -2u +u,_)+yu +sinu, =u (1=n=N),
n n+1 n n-1 n n
u,(0)=0, 1<ns<N,
d;’" ©)=0, 1=n<n, (2
sujetoa: t ¢
Uy —U, = (2), t€(0,),
c
Uy, —Uy =0, tE(0,).

Aqui v, =Y +98,(n), donde dy es la funcién
delta de Kronecker. La funcién R es llamada la
resistencia de salida, y estd relacionada con la
intensidad de corriente de salida a fravés de la
ley de Ohm: I =u, /R.

Es importante notar que, para acoplamiento
fuerte, este problema puede ser aproximado
mediante uno de Neumann de valores en la
frontera a espacio continuo, basado en una
ecuacioén perturbada de seno-Gordon (Chevrieux
et al., 2006). Es también digno de observar que
el Hamiltoniano de la enésima conjuncion estd
dado por la expresidn:

n

H - %[u,f +c%(u,,. -u, )2]+1 —cosu,.
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Figura 4. Grafica de la funcién de amplitud (3) cuando
la amplitud Ao apenas ha sobrepasado el umbral de
infratransmisién.

Una vezincluido el potencial del acoplamien-
to entre las dos primeras conjunciones, se obtiene
que la energia total del sistema estd dada por:

N CZ 5
E-= ZH" +7(ul -u,).

Una simple integraciéon de esta férmula sobre
un inftervalo finito de fiempo proporciona la
energia administrada al sistema durante dicho
intervalo.

Elcasode unacadenainfinitade conjunciones
de Josephsonacopladasy perturbadasarmdnicao-
mente en un exitremo, reviste particular interés.
En esta situacién, es posible verificar (Macias-
Diaz y Puri, 2007a) que la razén de cambio de la
energia del sistema con respecto al tiempo es
proporcionada por la férmula:

& ot - zwn .

Finalmente, es menester mencionar de una
vez por todas que las perturbaciones armdnicas
revestirdn particular interés en el presente
frabajo. Mds concretamente, en este articulo
se estudiardn perturbaciones descritas por la
ecuacion ¢(t) = Asin(Qt), donde A y Q son cons-
tantes positivas.
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Figura 5. Gréfica de energia total vs. amplitud en un arreglo
discreto de conjunciones de Josephsoncony =u=0, ¢ =
5, @ =0.9, con amplitud dada por (4) y sobre un periodo
de tiempo de 6 000.

ESQUEMA NUMERICO [

Considérese el sistema de ecuaciones dife-
renciales (2), y tdmese una particion regular
O0<t <t <..st, =T del intervalo de tiem-
po [0,T] con tamano de paso At. Para cada
k=01..,M, represéntese la solucidbn aproxima-
da del problema en la enésima conjuncion de
Josephson al fiempo tk mediante u,’j, y con-
venga que duf =uf-ull, Sk =ukT-2uk +ul
y dZfuk =uf,-2uf +ul, Con el fin de poseer
expresiones discretas de energia que consistente-
mente aproximen a sus contrapartes continuas, las
ecuaciones diferenciales a tiempo contfinuo serdn
aproximadas a través de las expresiones discretas:
duk

n 2,k Yn

u, +

= -c?d u) d.uk+
(At)

aran=1,...,N.
At " ut'—u P

n
=] ’

V(u,")-V(u,™)
k

Aqui definimos V(u)=1-cosu. En este punto,
hay que precisar que el esquema de diferencias
finitas presentado (el cual es una versidon
modificada del esquema presentado en Maciasy
Puri (2005) para aproximar soluciones con simetria
radial de ciertas ecuaciones modificadas del tipo
Klein-Gordon) es consistente con el problema bajo
estudio en este articulo, que es condicionalmente
estable y que posee propiedades de consistencia
en energia, indispensables en el andlisis del
proceso de fransmisidn de energia en el medio
bajo estudio (Macias-Diaz y Puri, 2007a). Mds aun,
la manera enla que se aproxima la derivada de la
funcién V hace gue la técnica sea no estdndar.
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Con el fin de simular arreglos discretos de
conjunciones de Josephson de longitud infinita,
es menester considerar un sistema finito de
ecuaciones diferenciales que satfisfagan (2), de
longitud N relativamente grande, en el que cada
Y n incluye tanto el efecto de amortiguamiento
externo, como el efecto de una frontera
absorbente que crece lentamente en magnitud
en los Ultimos N =Ny nodos. Mds precisamente,
definase:

oy 418, (n),

=K
Yn R

2n-Ny+N
-2

1+ tanh(

donde, para cuestiones prdcticas, se tomard
k=05,06=3, N=60y N, =50.

ANALISIS DE BIFURCACION IS

La existencia de un umbral de supratransmision
de la energia inyectada en un arreglo finito de
conjunciones de Josephson (2) mediante una
perturbacién arménica iradiando con una
frecuencia en el ancho de banda prohibido
Q < 1, ha sido recientemente demostrada en el
proceso limite, y predicha numéricamente en el
caso discreto sin amortiguamiento ni corriente de
Josephson (Chevrieux et al., 2006, Khomeriki et al.,
2006). Auxiliados por el esquema numérico del
presente frabajo, es posible aproximar la ocurren-
cia del proceso no lineal de supratransmisién
para cada frecuencia en el ancho de banda
prohibido del sistema (2), estimando el valor de
la amplitud de la perturbacion armdnica para
la cual se presenta un crecimiento drdstico en
la energia total del sistema. En el caso continuo,
el umbral de amplitud AS, para el cual este
fendmeno acontece, se encuentra relacionado
con Q por medio de:

A, =2c(1-Q2). (3)

En una primera etapaq, se procede a obtener
numéricamente la energia total de un sistema sin
corriente de Josephson y ¢ = 5, durante un perio-
do finito de tiempo. Varios valores de amortigua-
miento son considerados, de o que se obtienen
los resultados que se muestran en la Figura 2. Note
que el diagrama de bifurcacién que representa
el caso sin amortiguamiento exhibe una buena
concordancia con la prediccidn proporcionada
por el caso continuo, al menos para valores altos
de la frecuencia. Asi mismo, es interesante obser-
var que la aparicion del umbral de supratransmi-

sién se ve retrasada por la presencia de coefi-
cientes de amortiguamiento distintos de cero.

También es altamente deseable determinar el
papeldelacorriente de Josephsonenlaocurrencia
del umbral de supratransmision no lineal. La Figura
3 muestra diagramas de bifurcacién para varios
valores de la corriente de Josephson. Es claro
que el efecto de la constante no negativa u es
el decrecimiento del valor del umbral donde el
proceso de supratransmisidn comienza.

Por otra parte y como se menciond anterior-
mente, la existencia del umbral de infratransmi-
sidn no lineal fue establecida por Chevrieux et al.,
2006. Sin embargo, el frabajo no proporciona nin-
gun diagrama de bifurcacién de ocurrencia del
proceso. Con el fin de proporcionar predicciones
del umbral de infratransmisién para frecuencias
Q en el ancho de banda prohibido y con um-
bral de supratransmisiéon A, se fija una funcion
de amplitud de la forma:

Alt)=A(1-e7)+ (A - A )(1-e7"), (4)

donde T, >>T,;. Una grdfica tipica de esta
funcién se representa en la Figura 4 para un valor
de A, apenas mayor que el valor del umbral de
infratransmision.

Para propdsitos numéricos, se ha fijado un
tiempo de 6 000, y se foma un sistema de 60 con-
junciones de Josephson, sin amortiguamiento ni
corriente de Josephson. Se toma un coeficiente
de acoplamiento de 5y una frecuencia de 0.9,
para la cual el umbral de supratransmision no li-
neal esigual a 1.945. Se asignan varios valores de
la amplitud de prueba A0 .y se calcula la energia
total del sistema para cada uno de dichos valo-
res. Bajo tales circunstancias, la Figura 5 presenta
el resultado de perturbar armdnicamente el siste-
ma de conjunciones de Josephson con amplitud
descrita por (4), cuando t, =10 y t, =100. En di-
cha grdfica se puede observar un cambio drds-
tico en el comportamiento de la energia total
con respecto al valor de la amplitud de prueba
alrededor del valor 1.41, el cual es identificado
como el umbral de infratransmisién no lineal para
Q=09.

CONCLUSIONES Y DISCUSION I

En el presente articulo, se ha logrado calcular
diagramas de bifurcacién de ocurrencia del fe-
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némeno no lineal de supratransmision de energia
en cadenas lineales de conjunciones de Joseph-
son acopladas con cables superconductores. Los
diagramas han sido calculados a partir de un no-
vedoso método numérico con propiedades com-
putacionales idéneas para el estudio del proce-
so de supratransmision. Los cdlculos presentados
muestran que el fendbmeno de supratransmisién
se encuentra presente, aun ante la presencia de
efectos de disipacién y corrientes de Josephson.
Mds aun, los resultados muestran que el umbral
de supratransmisién se ve dilatado por la presen-
cia de amortiguamiento externo, y apresurado
ante la presencia de corrientes de Josephson.

Cabe hacer notar que el mismo tipo de con-
clusiones cualitativas fue obtenido previamente
en el andlisis de cadenas acopladas de oscilado-
res armoénicos (Macias-Diaz y Puri, 2007a, 2007b,
2007c). En aquellos casos, el modelo consistid en
una clase de ecuaciones de seno-Gordon aco-
pladas, sujeto a condiciones de frontera de Diri-
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