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RESUMEN

En este articulo mostraremos como el Algebra Lineal (y mas concretamente el algebra
matricial) se ha usado y viene usandose en la resolucion de problemas econdémicos e
indicaremos algunos de los que se han venido abordando con esta rama del Algebra. Para ello,
realizaremos un recorrido histoérico no exhaustivo (por motivos de extensién) en el que se
expondra el nacimiento del Algebra Lineal y como esta rama del Algebra ha sido y esta siendo
empleada para tratar algunos problemas econémicos, teniendo como ejemplo mas caracteristico

el del Andlisis Input / Output.
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ABSTRACT

In this article, we show how Linear Algebra (and more concretely Matrix Algebra) has
beenpreviously used and is being used nowadays in economical problem solving, commenting
some of them. To do so, we are going to run through history, but not comprehensively due to
length extension, expounding Linear Algebra’s birth and its application to several economical

problems, with Input / Output Analysis as its most characteristic example.

Keywords Matrix Algebra, Input-Output Analysis, Game Theory, historic
introduction
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1. INTRODUCCION

En el ambito de las Matematicas y sus aplicaciones, existen problemas que pueden
modelizarse mediante ecuaciones e inecuaciones de primer grado o lineales. Es
precisamente cuando esto ocurre que el Algebra Lineal puede ser una herramienta a ser
empleada para la resolucion de tales problemas ya que los sistemas de ecuaciones
lineales pueden ser traducidos a expresiones matriciales a los que posteriormente
pueden aplicarse distintos procedimientos. Por tanto, el trabajar con sistemas lineales y
por ende, con matrices y determinantes para resolver problemas de nuestro mundo real
se vuelve esencial, permitiendo resolver problemas numéricos y relativos a ecuaciones
diferenciales por indicar algunos ejemplos.

Como veremos a lo largo del articulo, la necesidad de trabajar problemas
algebraicos mediante ecuaciones lineales aparecié bien temprano en la historia de la
humanidad, teniéndose ejemplos de tales usos en los textos mas antiguos sobre
contenido matematico de los que se disponen. En concreto, problemas de algebra lineal
ya aparecen los las tablillas cuneiforme de la Antigua Babilonia datados sobre el afio
3000 a.C., en los papiros Rhind y moscovita (entre 2000 y 1500 a.C.) o en los Nueve
Capitulos sobre el Arte de las Matematicas (hacia el s. X a.C.), siendo la mayoria de
ellos aplicados a problemas practicos, muchos de ellos con un fuerte componente
econdmico (véase Kline, 1992 y Joseph 1996 por ejemplo).

En este sentido, Fedriani et al. (2006) estudiaron las implicaciones econémicas
en la aparicion de los sistemas de numeracién a lo largo de la historia y cémo las
necesidades en este sentido en las distintas culturas fueron llevando a la aparicion de
diferentes conceptos numeéricos y la adquisicion de unos niveles de representacion
numeérica u otras.

Pero no solo los problemas econémicos pueden modelizarse usando el algebra
lineal, sino que multiples problemas de otras ramas también son tratables con este
campo del conocimiento. Asi, en el campo de la informatica, todos los lenguajes de
programacion manejan los datos como ‘arrays’, que no son mas que formas de
interpretar tablas con un determinado namero de filas y columnas (y que
matematicamente son modelizables mediante vectores o matrices, dependiendo de que

el numero de filas y columnas sea mayor que 1). Igualmente, las matrices pueden
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utilizarse como una transformaciéon para codificar y decodificar codigos con
informacion que se envia por un canal, mediante la teoria de cddigos lineales. Mas aun,
las matrices de Hadamard permiten corregir los errores que se cometen al enviar
informacion por una canal y volver a reconstruir dicha informacion, lo cual tiene
importantes aplicaciones para la transmision de imagenes y documentos por Internet.
Otro ejemplo es en geometria con la posibilidad de traducir todos los movimientos en el
espacio n-dimensional como matrices cuadradas invertibles (esto nuevamente tiene
multiples aplicaciones en el tratamiento de imagenes por ordenador).

Debido a la gran variedad de conceptos incluidos en el ambito del Algebra
Lineal, nosotros vamos a centrarnos en este articulo en las nociones relativas al algebra
matricial. En este sentido, veremos como surgen los conceptos de matriz y sus
operaciones esenciales y como dichas nociones son empleadas para diversos problemas
economicos. De este modo, el presente articulo recorre histéricamente el algebra
matricial desde sus comienzos, explicando la evolucion histérica de las mismas en una
primera seccion, para posteriormente explicar diversos contenidos econémicos que se
pueden trabajar usando el algebra matricial. Finalmente, indicamos algunas
conclusiones al respecto del uso del algebra matricial en el estudio de los problemas
economicos tratados tanto desde un punto de vista investigador como docente.

2. HISTORIA

La presente seccion se centra en desarrollar como van apareciendo las nociones relativas
a &lgebra matricial en el ambito del conocimiento matematico. Para ello, primero
iremos viendo cémo fueron apareciendo dichos conceptos dentro del tratamiento
matematico que se llevo a cabo en algunas de las culturas clasicas antiguas (como
pueden ser los alcanzados en la Antigua India y China), Tras ver el conocimiento
matricial alcanzado en dichas civilizaciones, pasaremos a trabajar dichos conceptos en
las denominadas matematicas modernas, observando cémo se fueron formalizando los
conceptos relativos del algebra matricial a lo largo de los siglos, hasta la formalizacion

de todos estos conceptos a finales del s. XIX.
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2.1. Matematicas antiguas

Podemos encontrar algunos ejemplos de cédmo se utilizaron las matrices en las
civilizaciones antiguas, aunque sin utilizar por supuesto el nombre de matriz, antes del
comienzo de nuestra era. De hecho, sera mucho después (hacia mediados del s. XIX)
cuando se formalizara la nocion y se acufara dicho término.

2.1.1. India

En el siglo X encontramos un comentario del matematico arabe Halayudha sobre la obra
de Pingala que fue un matematico indio del actual estado de Kerala. Durante mucho
tiempo se creyd que Pingala vivié en el siglo VIl a.C., pero segun la tradicion hinda
Pingala habria sido el hermano menor de Panini, el gran gramatico indio del s. V a.C.,
por lo que al final se situd a Pingala dos o tres siglos mas tarde.

Pingala presento la primera descripcion conocida de un sistema de numeracion
binario. Describid dicho sistema en relacion con la lista de métricas védicas y las silabas
cortas y largas. Su obra también contiene las ideas basicastdeimaru (sucesion de
Fibonacci) y el meru-jastara (el triangulo de Pascal) y describe la formaciéruiie
matriz (véase Joseph, 1996).

El Algebra de la Antigua India se centraba en las actividades aritméticas y
computacionales mas que en hallar patrones deductivos o procedimientos técnicos.
Disponian de reglas para resolver las ecuaciones lineales, sus sistemas y las ecuaciones
cuadraticas. La primera incognita de una ecuacion se llaimedgnita y las restantes
tenian nombres de colores (negro, azul, amarillo...), siendo usual emplear iniciales de
palabras como simbolos, lo que conllevaba una simbologia poco extensa pero muy
clarificadora. Los problemas y sus soluciones, expresados con estilo quasi-simbdlico,
indicaban los pasos seguidos, aunque careciendo de cualquier tipo de justificacion sobre
el método de resolucién empleado.

Brahmagupta (598 — 665) escribié en el 628 el Brahma-sphuta-siddhanta (La
ciencia perfeccionada de Brahma), cuyo decimoctavo libro se centraba en el Algebra y
en las ecuaciones indeterminadas. El libro de Bhaskara titulado Vijaganita estaba

dedicado a la resolucion de ecuaciones lineales y cuadraticas y a los sistemas de éstas.

XIX Jornadas ASEPUMA — VII Encuentro Internacional 5
Anales de ASEPUMA n° 1@101



Angel F. Tenorio Villalon, Ana M. Martin Caraballo, Concepcion Paralera Morales

2.1.2. China
Aunque sin tener el nombre de matriz, el origen de las matrices es muy antiguo. Asi,
hacia el 650 a. C. un cuadrado magico 3 por 3, se registra en la literatura china.

El Jiu Zhang Suan Shu (Nueve Capitulos sobre el Arte de las Matematicas) es un
texto matematico chino que recopilaba todo el conocimiento matematico en China
desde el s. X a.C. hasta el s. | a.C., aunque la primera versién que se conserva del libro
data del afio 179 d.C. y cuyo autor y fecha exacta de composicion son desconocidas,
siendo teorizada esta en la ultima dinastia Chin o en la primera dinastia Han (s. | a.C.).
En cualquier caso, la estructura del libro se basaba en la presentacion de un enunciado
de problema, seguido de un enunciado con la solucién y finalmente una explicacion del
método de resolucidon empleado (que podia ir desde una regla general hasta una
secuencia de operaciones sin justificacion alguna). Al respecto de las explicaciones
dadas a los métodos, son reconocidos como de gran valor los comentarios realizados
por el matematico y fildsofo matemético Liu Hui (circa 220-circa 280) en el afio 263
d.C. Como hemos indicado antes, esta obra se compone de nueve capitulos en los que
se resume todo el conocimiento matematico chino de esa época en los 246 problemas
que plantea. Concretamente, en el capitulo octavo, titulado Fang Cheng (Método de las
Tablas) encontramos el primer ejemplo conocido del uso de matrices para resolver un
sistema de ecuaciones simultdneas con dos o tres incognitas en los 18 problemas
planteados en este capitulo.

El método de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales planteado es en
esencia el mismo que utilizamos actualmente, cuyo desarrollo le debemos a Gauss
(1777-1855) aunque mil quinientos afios antes los matematicos chinos utilizaron una
variante de uno de los métodos de Gauss. Usando notacion matricial, se partia de un
sistema A - x = b y mediante transformaciones por columnas se llegaba a otro
equivalente D - x = b, con D una matriz triangular superior. Para las transformaciones
por columnas, tuvieron que introducir nUmeros negativos y la regla cheng-fu (mas-
menos) para operar con ellos.

En el capitulo séptimo, titulado Ying Buzu (demasiado y no suficiente), se
plantean 19 problemas que se resuelven utilizando un caso especial de la regla de
Cramer para resolver dos ecuaciones con dos incégnitas. Asi, el concepto de

determinante aparecié por primera vez, dos mil afios antes de su publicacion por el
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matematico japonés Seki Kowa (circa 1639-1708) en su obra “Kai Fukudai no H&”
(cuya traduccion seria “Método de resolucion de problemas cubiertos”) de 1683, diez
afos antes de que lo hiciera el matematico aleman Leibniz (1646-1716) en 1693 aunque
es a este a quien historicamente se le ha atribuido el descubrimiento de los
determinantes.

Posteriormente, ya en la Edad Media, Zhu Shijie (circa 1260-circa 1320) introdujo
diversos métodos algebraicos generales, perfeccionado incluso la simbologia y usando
la exclusion sucesiva de las incégnitas en su obra Siyuan Yujian (El espejo de jade para
los cuatro elementos) en 1303, donde las incégnitas eran simbolizadas por los cuatro
elementos de la cultura china: cielo, tierra, hombre y objeto. Este método consistia en el
uso del tian yuan (que traducido vendria a ser el “método de la incognita celeste”) y que
consiste en el método de resolucion ecuaciones que Horner (1786-1837) describio para
las matematicas occidentales medio siglo después y que comunmente denominamos

Regla de Ruffini.

2.2. Matematicas modernas

Algunos grandes matematicos de los siglos XVIII y XIX ayudaron a desarrollar las
propiedades de los determinantes. Muchos consideran que la teoria de los determinantes
tuvo su origen con el matemético aleman Leibniz (1646-1716), que utilizd los
determinantes (a los que denominaba resultantes) en 1693 para resolver los sistemas de
ecuaciones lineales, aunque fue el matematico japonés Seki Kowa quien empleo
previamente esta misma metodologia una década antes, tal y como se comentd
previamente.

Unos afios después, en 1748, el capitulo Xl del libro “Treatise of Algebra”,
Maclaurin (1698-1746) presenta la solucion habitual de las ecuaciones lineales
simultaneas por eliminacion de incégnitas y en el capitulo Xl describe una solucion
alternativa mediante lo denominados determinantes y que consiste en lo que hoy
denominamos la Regla de Cramer, autor al que Maclaurin atribuyé la regla que
reproducia en su libro, teniendo conocimiento de dicha regla posiblemente desde 1730.
Dos afios después, en 1750, el propio Cramer publicé el método de resolucion que lleva
su nombre en el apéndice de su tratado de geometria titulado “Introduction a I'analyse
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des lignes courbes algébriques” y que ya habia incluido Maclaurin en su tratado. A
partir de entonces los trabajos sobre determinantes, empezaron a aparecer con cierta
regularidad. Asi, en 1764, Bezout dio algunos métodos para calcular determinantes al
igual que hizo Vandermonde en su obra “Mémoire sur I'élimination” de 1772, aunque el
famoso determinante que lleva su nombre aparecié explicitamente solo en la obra
“Mémoire sur la résolution des équations” en 1771. Ese mismo 1772, Laplace
generalizo los trabajos de Bezout, Vandermonde y Cramer, afirmando que los métodos
introducidos por Cramer y Bezout eran impracticables. Todo ello lo hizo en el contexto
de su obra “Recherches sur le calcul integral et sur le systeme du monde”, donde
estudiaba las Orbitas de planetas interiores y discutia la solucion de sistemas de
ecuaciones lineales sin calcularlos pero, usando determinantes (que llamao resultantes al
igual que Leibniz, pero sin saber de esta coincidencia). Fue en un escrito de 1773
cuando Lagrange obtuvo la férmula de desarrollo de un determinante de orden mayor o
igual que 4 para su ingreso en la Academia de Ciencias de Francia.

Ya en el siglo XIX, el término “determinante” fue introducido por primera vez
por Gauss en “Disquisitiones Arithmeticae” (1801) Sin embargo, este concepto de
determinante no era el mismo que conocemos ahora, sino que hacia referencia a una
expresion de discriminante de una forma cuadratica expresada respecto a un
determinado mddulo. En este mismo trabajo, Gauss expresé los coeficientes de sus
formas cuadraticas en ‘arrays’ rectangulares, ademas de describir la multiplicacion de
matrices y la inversa de una matriz en el contexto particular de los ‘arrays’ de
coeficientes de formas cuadraticas. Antes de continuar, querriamos comentar que la
palabra ‘array’ viene a significar una distribucién en forma tabular de datos mediante
filas y columnas, por lo que en Computacion e Informatica este término viene a ser un
sindnimo del término ‘matriz’, pero sin tener en cuenta las connotaciones matematicas
que tiene a nivel de estructura algebraica este ultimo término.

Pero el primer matematico en usar el término “determinante” en el sentido
moderno tal y como lo hacemos en la actualidad fue Cauchy (1789-1857) en su
“Mémoire sur les fonctions qui ne peuvent obtenir que deux valuers égales et de signes
contraires par suite des transpositions opérées entre les variables qu’elles renferment”
publicada en 1812 y que le hizo ser el autor mas prolifico sobre la teoria de los

determinantes en su época. Posteriormente en 1829, publicd su “Sur I'équation a l'aide
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de laquelle on détermine les inégalités séculaires des mouvements des planétes” en el
gue empleaba por primera vez el términmbleau” para referirse a la matriz de
coeficientes asociada a una forma cuadratica eariables, calculando los autovalores

de esta matriz (que era cuadrada y definida), dando los primeros resultados sobre
diagonalizacion de matrices en el contexto de expresar una forma cuadratica como suma
de cuadrados. En ese mismo trabajo, introducia la nocién de matrices similares, aunque
sin darles nombre y mostrando que dos matrices similares eran las que tenian la misma
ecuacion caracteristica (y por ende los mismos autovalores con la misma multiplicidad),
ademds de demostrar que toda matriz simétrica real era diagonalizable.

Jacobi publicé tres tratados sobre determinantes en Crelle’s Journal durante
1841, en los que se formaliza por primera vez de manera algoritmica la definicion de
determinante y permitiendo que los términos en los determinantes fuesen tanto niumeros
como funciones. Estos tres articulos fueron los que le dieron gran relevancia a la nocién
de determinante y la hicieron ampliamente conocida. En ese mismo afio, Cayley publicé
su articulo sobre la geometria de la posicidon con la primera contribucion inglesa a la
teoria de determinantes e introdujo la notacion que empleamos en la actualidad con las
dos lineas verticales en ambos lados de la estructura tabular o ‘array’.

El término ‘determinante’ es cronolégicamente anterior en su aparicion al
término ‘matriz’, que fue acufiado en 1850 por Sylvester, definiéndola como estructura
tabular rectangular de términos del que se podian obtener diversos determinantes como
estructuras tabulares cuadradas almacenadas en su interior. Cayley rapidamente vio el
significado del concepto de matriz tal y como lo habia introducido su buen amigo
Sylvester y en 1855 publicé una nota titulada “Remarques sur la notations de fonctions
algébriques” en la que se introducia, por primera vez la inversa de una matriz y el
producto de dos matrices, ademas de relacionar la estructura matricial con una forma
cuadrética y bilineal. Simultaneamente, en 1853, Hamilton empled el célculo matricial
para el estudio de los cuaterniones obteniendo para estos objetos varios de los resultados
que posteriormente se formalizarian para matrices en la obra de Cayley sobre matrices.

En 1858 Cayley publico su “Memoir on the theory of matrices” en la que no solo
aparece la primera definicién abstracta de matriz, sino el tratamiento de sus operaciones
y los principales resultados sobre estas. En concreto, Cayley definié algebraicamente las

distintas operaciones matriciales: adicion y multiplicacion de matrices, multiplicacién
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por un escalar y matriz inversa. De hecho, daba una construccion explicita de la inversa
de una matriz en términos del determinante. Incluso introducia la notacién matricial
como forma abreviada de escribir un sistema de ecuaciones lineales, representando las
filas las ecuaciones y las columnas las incognitas.

En 1870, la forma candnica de Jordan aparece en “Traité des substitutions et des
équations algébriques” escrita por Jordan. Posteriormente, en 1878, Frobenius escribid
uno de los mas importantes trabajos sobre matrices, titulado “Uber lineare
substitutionen und bilineare formen” sin aun ser consciente de la obra de Cayley que, tal
y como comentamos previamente, si empleé en su memoria de 1896. En este primer
trabajo de 1878, Frobenius trabajaba con coeficientes de formas cuadraticas, aunque no
usaba el término matriz. Sin embargo, probd importantes resultados sobre matrices
canodnicas como representaciones de clases de equivalencia de matrices. En su articulo
menciona los trabajos tanto de Kronecker (1874) como de Weierstrass (1868),
poniéndolos como casos especiales de sus resultados. Pero este escrito de Frébenius en
1878 no se limita solo a estos aspectos, sino que ademas probaba el resultado general de
que toda matriz ha de satisfacer una ecuacion caracteristica e incluia la primera
definicion formal del rango de una matriz (empleado en sus trabajos sobre formas
canonicas) y de las matrices ortogonales.

Fue tras conocer la obra publicada por Cayley en 1858, cuando Frobenius
comenzo a utilizar el término ‘matriz’. Asi ocurre en su articulo de 1896, en el que
incluye una demostracion general del Teorema de Cayley-Hamilton para matrices
cuadradas de cualquier orden (Cayley en 1858 solo demostré el resultado para matrices
cuadradas de orden menor o igual que 3, pero Frébenius le atribuy6 el honor completo
del resultado pese a ser €l quién hizo la demostracion general).

El espacio nulo o nacleo de una matriz cuadrada fue definido por Sylvester en
1884 cuando estudiaba los invariantes en matrices (i.e. propiedades que cumplen las
matrices y que no resultan alteradas bajo cierto tipo de transformaciones, esencialmente,
transformaciones elementales).

Aunque se estima que tanto Weierstrass como Krénecker dispondrian de una
definicion formal y rigurosa de la nocién de determinante desde mediados de la década
de 1860 y que dichas definiciones las utilizaban en sus ensefianzas, no seria hasta las

publicaciones postumas de ambos autores en 1903 que la comunidad matematica
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dispondria de dichas definiciones. Por parte de Weierstrass, su definicion de
determinante como funciébn homogénea, lineal y normada apareceria en la nota “Zur
Determinantentheorie”; mientras que la definicibn de Kronecker se publicé en
“Vorlesungen Uber die Theorie der Determinanten” con las lecciones sobre
determinantes que este impartia. Con ambas publicaciones, la teoria moderna de
determinantes estaba completamente desarrollada, aunque la teoria de matrices
requeriria de un poco mas de tiempo para convertirse en una teoria completamente
aceptada. En cualquier caso, fue con el beneplacito de matematicos como Cayley,
Frobenius, Weierstrass y Kronecker que el uso de los términos ‘matriz’ y ‘determinante’
pasaron a ser de practica comun en la comunidad matematica.

Un importante texto que abriria camino en la cimentacion de las matrices como
objetos a tener en cuenta dentro de las matematicas fue la obra “Introduction to Higher
Algebra” escrita por Bocher en 1907. Posteriormente, Turnbull (1928, 1932) y Aitken
(1939) escribirian tres de los textos mas influyentes en este campo durante la década de
1930, para que finalmente Mirsky, con “An Introduction to Linear Algebra” de 1955,
mostrase la relevancia de la teoria de matrices y la estableciese como uno de los mas

importantes tépicos matematicos para estudiantes de grado.

3. ALGUNOS CONCEPTOS ECONOMICOS QUE UTILICEN
MATRICES

Las aplicaciones que pueden darse a las matrices son multiples y variadas. En este
sentido, pueden utilizarse en calculo numeérico para la resolucion de sistemas de

ecuaciones lineales y de las ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas parciales.
Ademas de su utilidad para el estudio de sistemas de ecuaciones lineales (tanto de
manera teodrica como numérica), las matrices aparecen de forma natural en otros
multiples campos de la ciencia como ya indicamos en la introduccion. En la presente

seccion nos referimos a algunos de los conceptos a los que pueden aplicarse las

matrices.
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3.1. Input-Output

El Andlisis Input-Output fue desarrollado por Leontief en tres articulos esenciales fechados en
1936, 1941 y 1966, valiéndole su desarrollo y aplicacion a problemas economicos ser
galardonado con el Nobel de Economia en 1973, La motivacion que le llevé a usar esta técnica
fue el poder estudiar las interrelaciones existentes entre las diferentes actividades econdmicas y
para ello se valid del algebra matricial para medir la estructura de una economia.

No obstante, hay algunos autores anteriores a Leontief que ya propugnaron algunos de
los puntos principales del Analisis Input-Output. Asi, la estructura basica de las tablas (matrices
[ arrays) input-output fue establecida por Francois Quesnay en su “Tableau Economique” (1758,
1766). Esta obra representaba, grafica y numéricamente, la relacion existente entre compras y
ventas de las industrias en el caso de una economia concreta, empleando una estructura tabular
(‘array’) para representar los datos. Esta estructura resulta ser el germen de las matrices input-
output que hoy dia se usan como herramienta de trabajo en el andlisis input-output.

No es hasta 1874 cuando Leon Walras adapto la obra de Quesnay proveyéndola de una
formulacién tedrica concisa. De hecho, us6 un conjunto de coeficientes de produccion que
relacionaban las cantidades de productos por sectores necesarios para alcanzar la produccion
total de ese producto. Estos coeficientes son, en esencia, los precursores de los coeficientes
tecnoldgicos usados hoy en dia.

El logro principal de Leontief fue que su modelo simplificaba la formulacion tedrica del
modelo de Walras. Para esta simplificacion impuso como hipotesis que los comportamientos
tanto de la tecnologia como del comercio se mantuviesen constantes a lo largo del tiempo. Estas
hipétesis permitian aplicar los datos conocidos en los periodos anteriores y obtener una
prevision del comportamiento futuro. De hecho, el comportamiento futuro de la economia podia
verse como un producto de la denominada matriz técnica de la economia. Por tanto, el
comportamiento de la economia podia traducirse a operaciones matriciales.

Los modelos input-output combinan las compras intermedias (entre industrias) y las
finales (a los usuarios y al gobierno), ademas de las correspondientes ventas intermedias y
finales. Esta técnica es uno de los modelos interindustriales mas populares actualmente. De
hecho, las agencias nacionales de estadisticas construyen tablas input-output de las economias
nacionales y regionales de manera regular.

El Analisis Input-Output goza de una gran aceptacion y de un amplio uso en mdultiples
ramas de la Economia, maxime con los adelantos computacionales que facilitan el manejo de las
tablas input-output y las operaciones con las mismas. Algunos de los ambitos en los que se usa

esta técnica matricial son los siguientes: sistemas de cuentas nacionales, elaboracion de tablas
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input-output, economia medioambiental, andlisis regional y multirregional, analisis input-output
estocastico (imponiendo que los términos de las matrices input-output no son ndmeros, Ssino
variables estadisticas), equilibrio general aplicado, matrices de contabilidad social (SAM),
politica econémica y andlisis de la productividad, la innovacién y el empleo.

El modelo basico de analisis input-output se centra en observar los datos econémicos de
los sectores productivos en una especifica region geogréfica. Cada sector produce unos bienes
(outputs) y consume los producidos por otros (inputs). Por tanto, cada sector productivo debe
considerarse simultaneamente como productor (los bienes se denominan outputs) y como
consumidor (los bienes se denominan inputs). Estos flujos intersectoriales entre sectores
productivos se miden para un periodo de tiempo (hormalmente un afio) en unidades monetarias
y estas mediciones pueden resumirse en una matriz que recibe el nombre de tabla de flujos
intersectoriales. Es la matriz que se construye almacenando toda esta informacion la
herramienta esencial en el andlisis input-output y la que nos generara la informacién necesaria
para conocer el comportamiento de la economia representada en ella.

Mas concretamente, si tenemosectores productivos, situaremos en el término (i,j) de
la matriz anteriormente comentada las ventas del sector i al sector j. De este modo, la fila i de la
matriz de flujos intersectoriales representa la distribucion de ventas del sector i en la economia y
la columna j las compras realizadas por el sector j en la economia. Si ademas de los sectores
productivos consideramos a los consumidores finales (usuarios, gobierno y exportaciones), se
hacen necesarias columnas adicionales para registrar las ventas que hace cada sector a cada uno
de estos colectivos. No se afiaden filas porque estos consumidores finales no producen, sino que
solo consumen. Observa que de este modo tenemos una matriz cuadrada representando las
transacciones entre sectores productivos, que se transforma en una matriz rectangular cuando
afiadimos al estudio los consumidores finales, que suele representarse todos conjuntamente en
una unica columna denominada de demanda final. La matriz de flujos ampliada por el vector
demanda final es lo que se denomina matriz de transacciones.

Si la matriz de flujos intersectoriales la representamos por la matriz;| Z3%]
ddfinida por columnas, a la demanda final por el vector Y y a la produccién de la economia por
el vector X, entonces los términose&XY; son la produccion y demanda final del sector i, por lo
quese podria expresar el modelo input-output mediante la siguiente ecuacién vectorial:

X=Z+...+Z+Y.

La matriz de transacciones solo describe el comportamiento actual de la economia. Para
estudiar los cambios que podrian acontecer en la produccion de cada sector productivo con
respecto de los cambios en la demanda final, se considera una matriz cuadrada A que proviene

de relativizar la matriz de flujos intersectoriales: la matriz de coeficientes técnicos, cuyo
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elemento (i,J) representa el valor del bien comprado por el sector j al sector i por unidad
monetaria en el sector j. Por tanto, la obtencién de las columnas de esta matriz A se obtienen
simplemente reescalando las columnas de la matriz Z de flujos intersectoriales (es decir,
multiplicando vectores por escalares):
AFXi 4
J

La matriz A que acabamos de construir permite obtener informacion sobre la estructura
interna del sistema econdémico, comparar distintos periodos temporales de una misma economia
e incluso comparar distintas economias entre si. EI modelo input-output se traduce con la matriz
de coeficientes técnicos a la siguiente ecuacién matricial (0 equivalentemente sistema de
ecuaciones lineales):

A-X+Y=X
con lo que las relaciones entre el vector de produccion X y el de demanda final Y viene dado
por las expresiones:
Y=(A-ld)- X y X=(A-1d) ™Y,

dondeld representa la matriz identidad de orden n y la potencia -1 de una matriz representa a la
inversa matricial. Las matrices de coeficientes que permiten calcular la inversd @omdjle
gran interés economico y reciben el nombre de matrices productivas. Su interés reside en que
para cualquier demanda final que se considere, se puede considerar una produccion por parte de
los sectores que soporte dicha demanda. Como hemos dicho, esa propiedad econ6mica se
traduce en el estudio de una inversa y equivalentemente en el estudio de los autovalores de la
matriz de coeficientes técnicos. Por tanto, el andlisis input-output permite traducir problemas de
indole econdmico a problemas relativos a la teoria de matrices y, mas ampliamente, al algebra

lineal.

3.2 Teoria de Juegos

La teoria de juegos es una rama de la matematicadgla la economia, sociologia,

biologia y psicologia, que analiza las interacciones entre individuos que toman
decisiones en un marco de incentivos formalizados (juegos). En un juego, varios
agentes buscan maximizar su utilidad eligiendo determinados cursos de accion. La
utilidad final obtenida por cada individuo depende de los cursos de accion escogidos por

el resto de los individuos.
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En el mundo real, tanto en las relaciones econémicas como en las politicas o
sociales, son muy frecuentes las situaciones en las que, al igual que en los juegos, su
resultado depende de la conjuncion de decisiones de diferentes agentes o jugadores. Se
dice de un comportamiento estratégico cuando se adopta teniendo en cuenta la

influencia conjunta sobre el resultado propio y ajeno de las decisiones propias y ajenas.

La técnica para el andlisis de estas situaciones fue puesta a punto por el
matematico John von Neumann que, a comienzos de la década de 1940, trabajé con el
economista Oskar Morgenstern en las aplicaciones econdmicas de esa teoria. El libro
“Theory of Games and Economic Behavior”, publicado conjuntamente por ambos en
1944, fue el primer trabajo que abrié un insospechadamente amplio campo de estudio

en el que actualmente trabajan miles de especialistas de todo el mundo.

La Teoria de Juegos ha alcanzado un alto grado de sofisticacibn matematica y ha
mostrado una gran versatilidad en la resoluciéon de problemas. Muchos campos de la
Economia —equilibrio general, distribucién de costes...— se han visto beneficiados por
las aportaciones de este método de analisis. En el medio siglo transcurrido desde su
primera formulacién el nimero de cientificos dedicados a su desarrollo no ha cesado de
crecer. Y no son solo economistas y matematicos sino sociélogos, politdlogos, biélogos
0 psicologos. Existen también aplicaciones juridicas: asignacion de responsabilidades,

adopcion de decisiones de pleitear o conciliacion, etc.

Un ejemplo muy conocido de la aplicacion de la teoria de juegos a la vida real es
el dilema del prisionero, popularizado por el mateméatico A.W. Tucker, el cual tiene
muchas implicaciones para comprender la naturaleza de la cooperacion humana.

Un juego consiste en un conjunto de jugadores, un conjunto de movimientos (o
estrategias) disponible para esos jugadores y una especificacion de recompensas para

cada combinacion de estrategias.

La forma normal (o forma estratégica) de un juego es una matriz de pagos, que
muestra los jugadores, las estrategias, y las recompensas (ver el ejemplo mas abajo).
Hay dos tipos de jugadores; uno elige la fila y otro la columna. Cada jugador tiene dos
estrategias, que estan especificadas por el nimero de filas y el nimero de columnas. Las

recompensas se especifican en el interior. ElI primer nimero es la recompensa recibida
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por el jugador de las filas (elugador 1 en nuestro ejemplo); el segundo es la
recompensa del jugador de las columnasJ/{gtidor 2 en nuestro ejemplo). Si el
Jjugador 1 elige arriba y efugador 2 elige izquierda entonces sus recompensas son 4 y
3, respectivamente.

El jugador 2 elige izquierdi El jugador 2 elige derecha

El jugador 1 elige arribg 4,3 -1,-1

El jugador 1 elige abajo 0,0 3,4

Cuando un juego se presenta en forma normal, se presupone que todos los
jugadores actuan simultaneamente o, al menos, sin saber la eleccién que toma el otro. Si
los jugadores tienen alguna informacion acerca de las elecciones de otros jugadores el

juego se presenta habitualmente en la forma extensiva.

4. CONCLUSIONES

En el presente articulo hemos expuesto una presentacion del origen de los conceptos de
matriz y de determinante, mostrando las dificultades y como estos conceptos también
aparecieron en algunas civilizaciones orientales antiguas, mostrando ademas que el
tratamiento de dicho conceptos se veia condicionado por la necesidad de resolver
determinados problemas de indole economica. Concretamente, se ha visto como las
nociones matriciales aparecian implicitamente en las matematicas de la Antigua India y
China y eran empleado para la resolucién de problemas practicos (y en nuestro caso de
indole econdmico). Una vez expuesto como las necesidades practicas llevaban en la
antigiiedad a resolver problemas matematicos con herramientas tedricas potentes y
actuales (aunque sin fundamentacion), se pas6 a exponer las distintas etapas en el
surgimiento de las nociones de determinante y matriz (en ese orden de aparicion) se
consolidaban en las mateméaticas occidentales europeas hasta consolidar el algebra
matricial y, por extension, lineal como una herramienta esencial en el conocimiento
matematico del s. XX y XXI.
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Tras esta exposicion histérica hemos pasado a tratar algunos problemas
econémicos que se modelizan usando la teoria de matrices y que son resueltos mediante
operaciones matriciales. Concretamente, hemos expuesto el analisis input-output y la
teoria de juegos como casos de problemas econOmicos cuyo tratamiento esta
fuertemente fundamentado en el manejo de matrices.

Con este articulo esperamos haber mostrado cémo el algebra matricial y lineal
esta fuertemente vinculada a los problemas econdémicos y resulta ser una herramienta

esencial para el tratamiento de problemas en esta disciplina cientifica.
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