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RESUMEN

Este articulo versa sobre como resolver integrales definidas de forma aproximada, de
forma que se pueda hallar el &rea limitada por la gréafica de una funcion f(x) y el eje X en un
intervalo [a, b]. Esto se realizard con cierta facilidad con la hoja de calculo Excel utilizando
métodos de integracién numeérica.

La aproximacion a la solucién se realiza de dos formas distintas: a) mediante la
confeccién de una plantilla en Excel de un método numérico, por ejemplo Regla del Trapecio,
Regla de Simpson, Regla de Boole, etc...; b) mediante la programacién en VBA de un
procedimiento que calcule el método numérico en cuestion. En el primer caso se van a ir
creando una serie de hojas para cada uno de los métodos en estudio, en las cuales se
introduciran las férmulas de los métodos numéricos. En el segundo caso se crea un
procedimiento en VBA para cada método, y a partir de unos datos iniciales calcula de forma

automatica el valor de la solucién aproximado.

ABSTRACT

This article discusses how to solve definite integrals approximately, so you can find the
area bounded by the graph of a function f(x) and the X axis on an interval [a, b]. This will be
done fairly easily with Excel spreadsheet using numerical integration methods.

The approximation to the solution is done in two ways: a) by making a template in
Excel for a numerical method, eg the Trapezium Rule, Simpson's Rule, Rule Boole, etc ...; b) by
the VBA programming procedure that computes a numeric method in question. In the first case,
they will be creating a series of sheets for each of the methods under study, in which the
formulas of numerical methods are introduced. In the second case a procedure in VBA is
created for each method, and from some initial data automatically calculates the value of the
approximate solution.

Palabras claves: Célculo de areas; Método Exhaucién; Regla de Barrow; Integrales
definidas; Excel; VBA; Métodos Numéricos; Newton-Cotes; Regla del Trapecio; Regla de
Simpson; Regla de Boole; Reglas compuestas; Reglas recursivas.

Area tematica: A1 - METODOLOGIA Y DOCENCIA.
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1. INTRODUCCION

Como es ampliamente conocido los origenes del Célculo van unidos a dos
problemas clasicos: el problema de la recta tangente y el problema del area.

La Geometria Euclidea permite hallar las areas de regiones planas, basicamente
el proceso que se sigue es que a partir de la definicion del area del rectangulo se
deducen formulas para las areas de las diversas regiones estudiadas: triangulos,
poligonos y otras regiones relacionadas con ellas.

Hallar el area de otras regiones es algo mas complejo, los griegos desarrollaron
el Método de Exhaucion, mediante el cual fueron capaces de encontrar férmulas para el
area de regiones limitadas por funciones conicas. Arquimedes utilizd esta técnica para
obtener formulas para el area de elipses, el area de una regién limitada por un arco de
parabola, etc...

y ' Este método o técnica consiste

en ir aproximando el valor del &rea de

una region que se encuentra entre los
| valores de una serie de poligonos, unos
____________ inscritos y otros circunscritos a la
/ mencionada region.

El concepto de limite, al igual
que ocurre en el caso de la derivacion,

va a desempefiar un papel fundamental

= en el estudio y resolucion del problema

a=x0 x1 x2 x3 L b=xn i .
/ \ del area mediante las integrales.

Por tanto es la resolucion de integrales, y en particular el calculo de integrales
definidas, la manera de obtener el &rea de la region limitada por la gréafica de una

funcion f(x) y el eje X, en un intervalo dado [a, b].
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Existen diversas técnicas para obtener la primitiva de la funcién, es decir su
expresion analitica, y a continuacion utilizando el Teorema Fundamental del Calculo,
también conocido como la Regla de Barrow, hallar el valor de la integral definida,
obteniendo asi el valor del area de la region buscada.

Por otra parte, se dan casos en que no se necesita obtener explicitamente la
expresion analitica de la primitiva de la funcion, casos en que no es sencillo obtener una
primitiva de la funcién, e inclusos casos en que no se puede calcular la expresién
analitica de la primitiva, como por ejemplo funciones del tipo: sen (x™), cos(x™), con
n > 2; sen(x)/x; cos(x)/x; Vx V1 —x,conn>3ym = 2, etc.

Para solventar toda esta casuistica se hace necesario usar las técnicas de
integracion numérica de forma que se obtengan valores aproximados de las areas que se
quieren calcular.

En el epigrafe 2, se introducen las definiciones de area y de integral definida. En
el epigrafe 3, se analizan los diferentes métodos de integracion numérica y su aplicacion
directa en la hoja de célculo Excel. En el epigrafe 4, se programan en VBA algunos de
los métodos especificados en el epigrafe anterior, de forma que se calculen de forma
automatica los métodos para cualquier funcion. En el epigrafe 5 enunciamos las

conclusiones obtenidas.

2. EL AREA Y LA INTEGRAL DEFINIDA

El problema que se quiere resolver es hallar el area de una region limitada por la
gréafica de una funcién f, continua y no negativa en un intervalo cerrado, por el eje de
abcisas, X,y porlasrectasx =a y x = b.

Para conseguir una aproximacion al area, en primer lugar se divide el intervalo
[a, b] en n subintervalos de amplitud Ax = (b — a)/n, obteniendo de esta forma una
particion equiespaciada del intervalo [a,b], P = {xg,xq, X3 ..., Xp—1, X} tal que
Aa=x) <X <Xy <+ <Xp_q <Xx, =b.

Al ser la funcion continua, el Teorema de los Valores Extremos afirma que
existe un minimo y un maximo en cada uno de los subintervalos obtenidos por la
particion.
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Sean f(m;) y f(M;), los valores minimo y maximo de la funcion en cada
subintervalo i. En cada subintervalo se definen un rectangulo inscrito y otro circunscrito
de anchura Ax y altura f(m;) y f(M;), deduciéndose que

Ax - f(my) < Ax - f(M;) (1)

Se denominan suma inferior y suma superior de Riemann a la suma de los

rectangulos inscritos y circunscritos respectivamente y se tiene que:

n
Suma inferior = Z Ax - f(m;) < Z Ax - f(M;) = Suma superior (2)
i=1 i=1
La amplitud de los subintervalos Ax = x; — x;_; Sera tanto mas pequefia cuanto

n

mayor sea el valor de n, y se puede afirmar que si f es continua y no negativa en el
intervalo [a, b], los limites de las sumas inferior y superior cuando n — oo coinciden.

Por tanto, cuando n — oo, 0 lo que es lo mismo, cuando 4x — 0 se tiene que:

n
Area = Alimoz Ax - f(cp), Xi—1 S ¢ S x; (3)
X—>
i=1

limite que existe siempre para una funcién f continua, lo cual es el caso de estudio.

Es esta idea del area como limite de sumas la que da origen a la definicién de
integral en un intervalo [a, b] o integral definida. Asimismo de este hecho proviene el
simbolo de la integral, que es una S (de suma) alargada.

Dada f una funcion continua definida en el intervalo [a, b], se define la integral

definida entre a y b de la funcion f como:

b n
f f(x)dx = Alim0 E Ax - f(cp), Xi—1 < ¢ < X; 4)
X—
a i=1

Y si la funcidn f es positiva, la integral coincide con el area.
Finalmente el Teorema fundamental de célculo, también denominado Regla de
Barrow, revelo la relacion entre la derivacién y la integracion: operaciones inversas.

Asi, si F es una primitiva de f, es decir, si F’'(x) = f(x), entonces

b
[ feax=Fw) - F@ (5)
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3. INTEGRACION NUMERICA

El objetivo por tanto es aproximar el valor del area, es decir, la integral definida
de la funcién en un intervalo dado, para ello vamos a utilizar técnicas de integracion
numérica que consistiran basicamente en evaluar la funcion en determinados puntos,
puntos que seran los resultantes de hallar un polinomio de interpolacion para la funcion
dada.

Se van a utilizar formulas del siguiente tipo:

n

b
[ reoaxe=3 a reo. ©)
a i=0
que son obtenidas al aproximar la funcion f en el intervalo [a, b] por su polinomio de

interpolacion, B, (x).
Asi, dada una particion P = {x,,xy, X5 ..., X1, X} tal que a =x, <x; <
Xy << Xp_q <X, =b, se denomina férmula de integracion numérica o de

cuadratura a

b
[ reax = i1+ £ 0
donde E[f] es el error de truncamiento y
Qlf1 = ) af () ®)

sera el valor aproximado del area.
A los valores {x,, x1, X, ..., X,_1, X, } Se les denomina nodos de integracion.
El grado de precision de una formula de integracion numérica es el nimero
natural n que verifica:
i.  El error de truncamiento para los polinomios de grado i <n es 0, es
decir, E(P;) = 0.
ii.  Existe un polinomio P, (x) de gradon + 1 tal que E[P,,41] # 0.
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3.1. Formulas de Newton-Cotes

Segun se ha visto las formulas de cuadratura pueden deducirse a partir de la
interpolacion polinomial. Si el primer nodo de integracion que se consideraes a = x, y
el Ultimo es b = x,,, entonces se dice que la formula de cuadratura es cerrada, en otro
caso se dice que la férmula de cuadratura es abierta.

3.1.1. Férmula abierta de 1 punto. Regla del Punto Medio.
El Teorema del Valor Medio para Integrales afirma que si f es continua

en [a, b], existe un nimero c € [a, b], tal que

b
[ redx= - oy ©

a
A partir de (9) se define la Regla del Punto Medio que aproxima el area
mediante un rectangulo de base h = (b — a) y altura el valor de la funcion f en el

punto medio, y cuyo grado de precision es 1:

b a+b
| feadx=n-f(*537)+5@,  telan (10)
a
Si f € C?[a,b], es decir, es continua y tiene primera y segunda derivadas

continuas en [a, b], el error de truncamiento E[£] se expresa, de la forma:

E[§] = gf”(c’), § € [a,b] (11)
Ejemplo 1.- Hallar el area limitada por la funcién f(x) = x, en el intervalo [0,10],
mediante la Regla del Punto Medio.
Solucion.-

Se va a hallar la solucién con la hoja de célculo Excel, primero se halla “h”, en
la celda B5, mediante la formula “=B4-B3”, que resta a de b; y después se halla el
punto medio “m” de a y b en la celda B6, “=(B3+B4)/2”.

Seguidamente se halla el valor de la funcion en el punto m, y como f(x) = x,
la celda B7 tendra la formula“=B6”, una vez obtenido el valor se calcula el area de
acuerdo a (10) en la celda B8 mediante la formula “=B5*B7” que indica que se
multiplica “h” por la funcion evaluada en el punto medio del intervalo. El valor del area

obtenido, igual a 50, coincide con el valor exacto de la integral, y el error cometido es 0.
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Los resultados obtenidos, ver figura 1, coinciden con lo especificado en la

definicion de la Regla del Punto Medio, donde se decia que este método tenia grado 1.

A E
it Regla del Punto Medio
2 f{x)
2 a
4 b
5 h
7]
7
8
9

m
f{m)

Area calculada
f'{x)
10 F1(x)
11 Error

.:..:.Hgm:_nggn:ux

Figura 1. Integral de f(x) = x en el intervalo [0,10] calculada con la Regla del Punto Medio

3.1.2. Férmula cerrada de 2 puntos. Regla del Trapecio.
Otra forma de calcular el area limitada por la funcién f, es aproximar el area por

un trapecio, con h = (b — a). Se define asi la Regla del Trapecio, con grado de

precision 1,
b h
| redx =3¢ @+ o0+ B, ¢ efab] (12)
Si f € C?[a, b], el error de truncamiento E[¢] se expresa, de la forma:
b _ 3
flel =~ ), felab) (13)

Ejemplo 2.- Hallar el area limitada por la funcién f(x) = x, en el intervalo [0,10],
mediante la Regla del Trapecio.
Solucién.-

Se utiliza Excel, se halla “h”, en la celda B5, mediante la formula “=B4-B3”,
que resta a de b; y después se halla el valor de la funcién en los puntos a y b, y como
f(x) = x el valor coincidira con los existentes en B3 y B4, luego la celda B6 contiene
la formula“=B3”, y la celda B7 la formula “=B4”".

Finalmente se calcula el area, de acuerdo a (12), en la celda B8 mediante la
férmula “=(B5/2)*(B6+B7)”.
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Los resultados obtenidos, area igual a 50 y error igual a 0, ver figura 2,

coinciden con lo especificado en la definicion de la Regla del Trapecio, donde se decia

gue este método tenia grado de precision 1.

A B
Regla del Trapecio
flx)
a
b

1
2
3
4
5 h
o
7
&
9

fla)
f(b)
Area calculada
fix)
10 f'(x)
11 Errar

an

Figura 2. Integral de f(x) = x en el intervalo [0,10] calculada con la Regla del Trapecio

s ==
Slec ~I8ls o Bl o x

3.1.3. Férmula abierta de 2 puntos. Regla del Trapecio abierta
Si se divide el intervalo [a, b] en tres partes iguales, h = (b — a)/3, y se toma el
polinomio de interpolacion de f en los puntos intermedios x, = a+ h 'y x; = a + 2h,

se define la Regla del Trapecio abierta, con grado de precisién 1,

b 3h
[ feodx=F @+ ren + 5@, felanl (4
Si f € C?[a, b], el error de truncamiento E[¢] se expresa, de la forma:
3n®
E[¢] = Tf &), ¢&€lab] (15)
XXII Jornadas ASEPUMA - X Encuentro Internacional 8

Anales de ASEPUMA n° 22: NUmero orden 1105



Resolucion de integrales definidas con Excel

3.1.4. Férmula cerrada de 3 puntos. Regla de Simpson

En la Regla del Trapecio, se aproximaba la funcién f por un polinomio de
primer grado, ahora se va a aproximar mediante un polinomio de segundo grado,
tomando como puntos de interpolacion x, = a, x; = (a + b)/2 y x, = b, y por tanto

h = (b — a)/2. Se define asi la Regla de Simpson, con grado de precision 3,

b h
| £eodx =50 + 4£ @)+ F) 4 E@, felabl (0

Si f € C*[a, b], el error de truncamiento E[£] se expresa, de la forma:

hS .
Bl = =55 /@), §€lab] a7

Ejemplo 3.- Hallar el area limitada por la funcién f(x) = x2, en el intervalo [0,10],
mediante la Regla de Simpson.
Solucién.-

Utilizando Excel, se halla “h”, en la celda B5, restando el valor a de b y
dividiendo por 2, es decir “=(B4-B3)/2”. Después se halla el valor de la funcion en los
puntos x,, X; Y X,, mediante las formulas “=(B3+0*B5)"2”, “=(B3+1*B5)"2”, y
“=(B3+2*B5)"2” en las celdas B6, B7 y B8 respectivamente.

Finalmente se calcula el area, de acuerdo a (16), en la celda B9 mediante la
formula “=(B5/3)*(B6+4*B7+B8)”. Los resultados obtenidos, area igual a 333,33 y
error igual a 0, ver figura 3, coinciden con lo especificado en la definicion de la Regla

de Simpson, donde se decia que este método tenia grado de precisién 3.

A B C D
1 Regla de Simpson
2 fix) xn2
3 a 0
4 b 10
5 h 5,0 fix) 2%
& fix0) 0,0 =) 2
7 fix1) 25.0 fix) 0
3 fix2) 100,0 F™(x) 0
9 Area calculada 333,333 Error 0

Figura 3. Integral de f(x) = x2 en el intervalo [0,10] calculada con la Regla de Simpson
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3.1.5. Férmula abierta de 3 puntos. Regla de Simpson abierta
En este caso se divide el intervalo [a, b] en cuatro partes iguales, h = b — a/4,y
se toma el polinomio de interpolacion de f en los puntos intermedios x, = a + h,

x; =a+ 2hyx, = a+ 3h, se define asi la Regla de Simpson abierta, grado 3,

b 4h
| reodx =S @fe0) - f@) +2£ ) + B, elabl (9

Si f € C*[a, b], el error de truncamiento E[£] se expresa, de la forma:

14h5 .
B[l == "), {€lab] (19)

3.1.6. Formula cerrada de 4 puntos. Regla 3/8 de Simpson
Si se divide el intervalo [a, b] en tres partes iguales, h = b — a/3, y se toma el
polinomio de interpolacion de f en los puntos x; = a +ih, i = 0,1,2,3, se define la

Regla 3/8 de Simpson, con grado de precision 3,

b h
[ reoar =F 0G0 + 3G +370e) + o) +E©  (@0)

Si f € C*[a, b], el error de truncamiento E[¢] se expresa, de la forma:

3h5 .
E]l = -55 V@), ¢€lab] 21)

Ejemplo 4.- Hallar el area limitada por la funcién f(x) = x3, en el intervalo [0,10],
mediante la Regla 3/8 de Simpson.
Solucién.-

Utilizando Excel, se halla “h”, en la celda B5, restando el valor a de b y
dividiendo por 3, es decir “=(B4-B3)/3”. Después se halla el valor de la funcién en los
puntos x,, x1, X, y x5, mediante las formulas “=(B3+0*B5)"3”, “=(B3+1*B5)"3”,
“=(B3+2*B5)"3” y “=(B3+3*B5)"3” en las celdas B6, B7, B8 y B9 respectivamente.

Finalmente se calcula el area en la celda B10, de acuerdo a (20), mediante la
formula “=(3*B5/8)*(B6+3*B7+3*B8+B9)”. Los resultados obtenidos, area igual a
2500 y error igual a 0, ver figura 4, coinciden con lo especificado en la definicién de la

Regla 3/8 de Simpson, donde se decia que este método tenia grado de precision 3.
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A B
1 Regla 3/8 de Simpson
2 fix) x"3
3 a 1]
4 b 10
5 h 3,3
6 f(x0) 0,0
7 f(x1) 37,0
3 f(x2) 296,3
9 f(x3) 1000,0
10 | Areacalculada | 2500,000
11 fiix) Ixn2
12 fix) B3
13 F(x) 6
14 ™ (x) 0
15 Error o

Figura 4. Integral de f(x) = x3 en el intervalo [0,10] calculada con la Regla 3/8 de Simpson
3.1.7. Férmula abierta de 4 puntos.
Si se divide el intervalo [a, b] en cinco partes iguales, h = b — a/5, y se toma el
polinomio de interpolacion de f en los puntos intermedios x; = a + ih, con i = 1,

2, 3,4, se define asi la formula abierta de 4 puntos, con grado 3,

b 5h
[ Feodx =23 17 G + F0) + £ + 117 G) + E@) (@D
Si f € C*[a, b], el error de truncamiento E[€] se expresa, de la forma:

95h> .
Ell =T /M@, £elab] (23)

3.1.8. Formula cerrada de 5 puntos. Regla de Boole

Se divide el intervalo [a, b] en cuatro partes iguales, h = b — a/4, y se toma el
polinomio de interpolacion de f en los puntos x; = a + ih, i = 0,1, 2, 3, 4, se define la

Regla de Boole, con grado de precision 5,

b 2h
[ Feodx = 5 (77Cx0) + 32 ) + 12 Ge) + 32 ) + 77 () (5
+HEE©

Si f € C®[a, b], el error de truncamiento E[¢] se expresa, de la forma:

h’
ElE] = —opef0©),  £€[ab) (25)
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Ejemplo 5.- Hallar el area limitada por la funcién f(x) = x>, en el intervalo [0,10],
mediante la Regla de Boole.
Solucion.-

Utilizando Excel, se halla “h”, en la celda B5, restando el valor a de b y
dividiendo por 4, es decir “=(B4-B3)/4”. Después se halla el valor de la funcién en los
puntos X,, X1,X5, X3 ¥ X4, Mediante las formulas “=(B3+0*B5)"5”, “=(B3+1*B5)"5”,
“=(B3+ 2*B5)"5”, “=(B3+3*B5)"5" y “=(B3+4*B5)"5” en las celdas B6, B7, B8, B9y
B10 respectivamente.

Finalmente se calcula el area en la celda B11, de acuerdo a (24), mediante la
formula  “=(2*B5/45)*(7*B6+32*B7+12*B8+32*B9+7*B10)”. Los  resultados
obtenidos, area igual a 166666,667 y error igual a 0, ver figura 5, coinciden con lo
especificado en la definicién de la Regla de Boole, donde se decia que este método tenia

precision de grado n=>5.

A B

1 Regla de Boole

2 fix) x15

3 a 0

4 b 10

5 h 2,5

6 fix0) 0,0

7 fix1) 97,7

g fix2) 3125,0

9 f(x3) 23730,5

10 f(x4) 100000,0

11| Areacalculada | 166666,667
12 f(x) 5xnd

13 fix) 20x"3

14 () 60x"2

15 M (x) 120

16 Y (x) 0

17 1 x) 0

13 Error

Figura 5. Integral de f(x) = x> en el intervalo [0,10] calculada con la Regla de Boole
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3.1.9. Férmula cerrada de 6 puntos.
Si ahora se divide el intervalo [a, b] en cinco partes iguales, h = b — a/5, y se
toma el polinomio de interpolacion de f de grado quinto en los puntos x; = a + ih,

i=0,1,2,3,4,5 se define la féormula,

b S5h
J| P = 355 (197 Gr) + 757 Gr) + 507 () +50F ) (5

+75f (xa) + 19f (x5)) + E(S)

3.1.10. Férmula cerrada de 7 puntos.

Si ahora se divide el intervalo [a, b] en seis partes iguales, h =b —a/6, y se
toma el polinomio de interpolacién de f de grado sexto en los puntos x; = a + ih,
i=0,1,2,3,4,5, 6 se define la formula,

b 6h
fa f(x)dx = 840 (411 (xo) + 2161 (x1) + 27f (x) + 272f (x3) 27)

+27f (xa) + 216f (x5) + 41f (x6)) + E($)

Ejemplo 6.- Hallar el area limitada por la funcién f(x) = x°, en el intervalo [0,10],
mediante la Formula cerrada de 7 puntos.
Solucién.-

Utilizando Excel, se halla “h”, en la celda B5, restando el valor a de b y
dividiendo por 4, es decir “=(B4-B3)/4”. Después se halla el valor de la funcion en los
puntos X, Xq,Xy, X3,X4, Xs Y Xg, Mediante las  férmulas  “=(B3+0*B5)"6”,
“=(B3+1*B5)"6”, “=(B3+2*B5)"6”, “=(B3+3*B5)"6”, “=(B3+4*B5)"6”
“=(B3+5*B5)"6” y “=(B3+6*B5)"6” en las celdas B6, B7, B8, B9, B10, B11 y B12
respectivamente.

Finalmente se calcula el area en la celda B13, de acuerdo a (27), mediante la
formula “=(6*B5/840)*(41*B6+216*B7+27*B8+272*B9+27*B10+216*B11+41*B12)”. Los
resultados obtenidos, area igual a 1428571,429 y error igual a 0, ver figura 6, coinciden

con lo especificado en la definicion de la Formula cerrada de 7 puntos
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T3 A B C D
1  Formula cerrada de 7 puntos
2 fix) X6
3 a 1]
a b 10
5 h 1,7
6 f(x0) 0,0 f'ix) Bx"5
¥ fix1) 21,4 fx) 30x"
3 fix2) 1371,7 x) 120%*3
9 f(x3) 15625,0 ™ (x) 360%42
10 fix4) 87791,5 ' (x) 720x
11 f(x5) 3348980 | f(x) 720
12 f(x6) 1000000,0 | ' (x) 0
13 Areacalculada |1428571,429 Error i}

Figura 6. Integral de f(x) = x° en el intervalo [0,10] calculada con la Férmula cerrada de 7 puntos

3.2. Reglas compuestas

Se puede obtener una mejor aproximaciéon del area buscada haciendo una
particion P = {xy,xy, X5 ..., Xp—1,X,} del intervalo y aplicando la regla

correspondiente, trapecio, Simpson, Boole, a cada subintervalo.

3.2.1. Regla compuesta del Trapecio.
Si se hace una particion P = {xy, x4, X5 ..., Xn_1, X, } del intervalo [a, b], con
h = b — a/n, aplicando a cada subintervalo la Regla del Trapecio se obtiene la Regla

Compuesta del Trapecio:

b h n
| reoax= 72,0/ i) + )+ B =

h
= E(f(xo) +2f () + 2f(x3) + 2f (x3) + -+ 2f (xp—1) + f(xp)) (28)
+E($)

Si f € C?[a, b], el error de truncamiento E[¢] se expresa, de la forma:

_—(b—-a)h?

7 /@ $€lab] (29)

E[¢]
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3.2.2. Regla compuesta de Simpson.
Si se divide el intervalo [a, b] en 2n subintervalos, con h = (b —a)/2n y se

aplica la Regla de Simpson a cada subintervalo se obtiene la Regla compuesta de

Simpson:

b h n

| £00dx =3 (PO + 4 Groea) + FGa) + B () =
h

=3 (f(x0) +4f (x1) + 2f (x3) + -+ 2f (x2n—2) + 4f (X2n—1) (30)

+ f(x2n)) + E(§)
Si f € C*[a, b], el error de truncamiento E[£] se expresa, de la forma:
E[$] = Mf”’)(é”) § €la,b] (31)

Ejemplo 7.- Hallar el area limitada por la funcién f(x) = x*, en el intervalo [0,10],
mediante la Regla Compuesta de Simpson, con 8 subintervalos.
Solucion.-

Utilizando Excel, se halla “h”, en la celda B5, restando el valor a de b y
dividiendo por 8, es decir “=(B4-B3)/8”. Después se halla el valor de la funcién en los
puntos Xq, Xy, Xy, X3, X4, X5, Xg, X7 Y Xg, Mmediante las férmulas “=(B3+0*B5)"4”,
“=(B3+1*B5)"4”, ..., “=(B3+8*B5)"4” en las celdas B6, B7, ..., B12, respectivamente.

Finalmente se calcula el area en la celda B15, de acuerdo a (30), mediante la
formula “=(B5/3)*(B6+4*B7+2*B8+4*B9+2*B10+4*B11+2*B12+4*B13+B14)” y el error
en la celda D15, de acuerdo a (31), mediante la formula “=-(B4-B3)*(B5"4)/180*D14”.
Los resultados obtenidos, area igual a 20003,255 vy error igual a -3,255, ver figura 7,
coinciden con lo especificado en la Regla compuesta de Simpson.

3.2.3. Regla compuesta de Boole.
Si se divide el intervalo [a, b] en 4n subintervalos, con h = (b —a)/4n y se

aplica la Regla de Boole a cada subintervalo se obtiene la Regla compuesta de Boole:

f f@)dx = 452(7f(x4l #) +32f (rai-a) + 12 (xai-2)
+ 32f(x4z D)+ 7f(x4)) + E(©)

(32)
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A B C D
1  Regla compuesta de Simpson
2 fix) x4
3 a 0
4 b 10
b h 1,25
6 f(x0) 0,00
7 fix1) 2,44
8 f(x2) 39,06
g f(x3) 197,75
10 f(x4) 625,00
11 f(x5) 1525,88 f'ix) Ax"3
12 f(x6) 3164,06 f(x) 12x12
13 f(x7) 5861,82 (x) 24x
14 f(x8) 10000,00 | f"(x) 24
15 Area calculada 20003,255 Error -3,255

Figura 7. Integral de f (x) = x* en el intervalo [0,10] calculada con la Regla Compuesta de Simpson

3.3. Reglas recursivas

Tal y como se ha ido comprobando cada vez que se subdivide el intervalo se han
de realizar nuevas evaluaciones de la funcion, duplicando parte del trabajo. Las reglas
recursivas van a basarse en sucesiones de aproximaciones realizadas para una cierta
particiéon, de forma que con pocas evaluaciones nuevas, se obtenga la aproximacion
para una nueva subdivision. Se definen en primer lugar las Reglas del trapecio
sucesivas, para a partir de la sucesion obtenida, obtener mediante combinaciones
lineales la Regla recursiva del trapecio, la Regla recursiva de Simpson, y la Regla
recursiva de Boole.

3.3.1. Reglas del trapecio sucesivas

Si se divide el intervalo [a,b] en 2/ = 2m subintervalos, con J > 1, y con

h = (b —a)/2/, laregla del trapecio de paso h, que notamos por T(f,h)y la regla del

trapecio de paso 2h, que notamos por T (f, 2h) verifican la siguiente relacion:

m
T(f,2h)
T(Fh) ===+ h ) o) (39
i=1
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Si se define a la regla del trapecio en el intervalo [a, b] con paso h = b — a,
como T(0), se puede definir una sucesion de aproximaciones con la regla del trapecio
{T(J)}, de manera que para cada J = 1, se define T(J) = T(f, h), donde T(f, h), es la

regla del trapecio con incremento h = (b — a)/2/.

3.3.2. Regla recursiva del trapecio.

Dada T'(0), segun se ha definido en el punto anterior, es decir

h
T =5 (f(a) + f()) (34)
entonces la sucesion de aproximaciones {T'(J)} dada por la regla del trapecio viene

generada por la férmula recursiva:

TJ-1)
T(J)=————+h ) f(xy;_1),con] =1,2,.. (35)
)

3.3.3. Regla recursiva de Simpson

Sea {T(J)} la sucesion recursiva de aproximaciones obtenidas con la Regla
recursiva del trapecio. SiJ > 1y S(J) es la aproximacion de la regla de Simpson con 2/
subintervalos de [a, b], entonces S(J) y las aproximaciones obtenidas con la regla del
trapecio T(J — 1) y T(J) verifican la relacion:

ATH-TJ -1 c

3 on]=1,2,.. (36)

NOE

3.3.4. Regla recursiva de Boole

Sea {S(J)} la sucesion recursiva de aproximaciones obtenidas con la Regla
recursiva de Simpson. Si J > 2 y B(J) es la aproximacion de la regla de Boole con 2/
subintervalos de [a, b], entonces B(J) y las aproximaciones obtenidas con la regla de
Simpson S(J — 1) y S(J) verifican la relacion:

165()) — S — 1)
15 €

B(J) = onJ=23,.. (37)
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Ejemplo 8.- Hallar el area limitada por la funcién f(x) = x*, en el intervalo [0,10],
mediante las Reglas Recursiva del Trapecio, de Simpson y de Boole, y J=3.
Solucién.-

Utilizando Excel, se hallan “h,.. h3”, en las celdas B5..B8, restando el valor a
de b y dividiendo por 2°..23, es decir “=(B4-B3)/270” ... “=(B4-B3)/2"3”. Después se
halla el valor de la funcion en los puntos x,, X;, X5, X3, X4, X5, Xg, X7 Y Xg, Mediante las
férmulas “=(B3+0*B8)"4”, “=(B3+1*B8)"4”, ..., “=(B3+8*B8)"4” en las celdas B10,
B11, ..., B17, respectivamente.

Seguidamente se calculan las {T'(J)} mediante la Regla Recursiva del Trapecio
en las celdas D4..D7, de acuerdo a (34) y (35), con las formulas “=B5/2*(B9+B17)”,
“D4/2+B6*B13”, “=D5/2+B7*(B11+ B15)” y “=D6/2+B8*(B10+B12+B14+ B16)”.
Una vez se tienen las {T'(J)} , se hallan las {S(J)} mediante la Regla Recursiva de
Simpson, de acuerdo a (36), con las formulas “=(4*D5-D4)/3”, “=(4*D6-D5)/3”, y
“=(4*D7-D6)/3”. Finalmente y a partir de las {S(J)} se calculan las {B(J)} mediante la
Regla Recursiva de Boole, de acuerdo a (37), con las formulas “=(16*D11-D10)/15” y
“=(16*D12-D11)/15”.

A B c D

it Regla recursiva
2 ﬂj"l x;zl Trapecio
4 b 10 T(O) 5S0000,000
5 ho 10 T(1) 28125,000
7] hi 5 Ti2) 22070,313
7 h2 2,5 Ti3) 20520,020
8 h3 1,25 :

Simpson
3 f(x0) 0,00
10 fix1) 2,44 5(1) 20833,333
11 fix2) 39,06 5(2) 20052,083
12 f(x3) 197,75 5(3) 20003,255
13 xd 625,00
14 gxsj 1525,88 Pl
15 f(x6) 3164,06 B(2) 20000,000
16 fix7) 5861,82 B(3) 20000,000
17 fi(=8) 10000,00 | Area calculada 20000,000

Figura 8. Integral de f (x) = x* en el intervalo [0,10] calculada con las Reglas recursivas
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4. SOLUCION DE INTEGRALES DEFINIDAS CON VISUAL BASIC

En esta seccion se van a implementar mediante VBA (Visual Basic for
Applications) algunos de los métodos vistos en la seccion anterior de forma que se
puedan calcular las integrales de cualquier funcion de forma automatica, sin mas que
definir la funcién, y los limites de integracion.

Para cada uno de los métodos se especifica un procedimiento Sub, el cual va a
leer la funcidn a integrar que estd en la celda B1 y los limites de integracion que se
encuentran en las celdas B2 y B3, a partir de ahi halla h y los puntos x; donde se evalla
la funcién. Para poder evaluar las funciones especificadas de forma automatica
mediante la funcién “Evaluate”, se ha de asignar el nombre “x” en la hoja de célculo, lo
cual se hace en la celda B2. Este valor se ird actualizando con cada uno de los x;
calculados a partir de a y h. Una vez hallado cada uno de los x, se evalla la funcion y
el valor obtenido se guarda en el array fx, y finalmente se calcula el &rea de acuerdo a
las distintas reglas y férmulas especificadas anteriormente. Se muestran a continuacion

los cédigos para alguno de los procedimientos:

Sub Regla Trapecio()
" Halla el area limitada por una funcidn, el eje X y las rectas
y=a, y=b, utilizando la Regla del trapecio.
" (c) F° Javier Palencia, 10-1V-2014
" Datos de entrada: funcidén y limites de integracion
" Datos de salida: valor aproximado de la integral
"Se asigna la funcidén y los limites de integracioén

f = Range(*'B1").Formula
a = Range(''B2') .Value
b = Range(*'B3'") .Value

"Calculamos h

h=b-a

"Se calculan los valores sobre los que evaluar la funcidn
Cells(2, 2).value = a

"Evaluamos la funcidn en a

fa = Evaluate(f & "+x*0'")

Cells(2, 2).value = b

"Evaluamos la funciodn en b

fb = Evaluate(f & "+x*0")

"Calculamos el area mediante la Regla del Trapecio
area = (h /7 2) * (fa + Tth)

"Escribimos el resultado en la hoja

Cells(6, 2) = area
Cells(2, 2) = a
End Sub
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Sub Regla_Simpson()
" Halla el area limitada por una funcidn, el eje X y las rectas
" y=a, y=b, utilizando la Regla de Simpson.
" (¢) F° Javier Palencia, 10-1V-2014
" Datos de entrada: funcidén y limites de integracioén
" Datos de salida: valor aproximado de la integral
" Declaramos el array para guardar las evaluaciones
fx = Array(0, 0, 0)
"Se asigna la funcién y los limites de integracion

f = Range(*'B1").Formula
a = Range(''B2'") .Value
b = Range(''B3'") .Value

"Calculamos h
h=(b-a)/72
"Evaluamos la funcién en xk
For 1 = 0 To 2
Cells(2, 2).value = a + 1 * h
x(i) = Evaluate(f & "+x*0")
Next i
"Calculamos el area mediante la Regla de Simpson
area = (h /7 3) * (fx(0) + 4 * fx(1) + x(2))
"Escribimos el resultado en la hoja
Cells(8, 2) = area Cells(2, 2) = a
End Sub

Sub Regla_Boole()
" Halla el area limitada por una funcidn, el eje X y las rectas
" y=a, y=b, utilizando la Regla de Boole.
" (¢) F° Javier Palencia, 10-1V-2014
" Datos de entrada: funcidén y limites de integracioén
" Datos de salida: valor aproximado de la integral
"Declaramos el array donde se van guardando las evaluaciones
fx = Array(0, 0, 0, 0, 0)
"Se asigna la funcién y los limites de integracioén
f = Range(*'B1').Formula
a = Range(''B2'") .Value
b = Range(''B3'") .Value
"Calculamos h
h=(b-2a)/74
"Evaluamos la funcidén en xk
For i = 0 To 4
Cells(2, 2).value = a + 1 * h
x(i) = Evaluate(f & "+x*0")
Next i
"Calculamos el area mediante la Regla de Boole
area = (2*h/45)*(7*fx(0)+32*Fx(1)+12*Fx(2) +32*Fx(3)+7*Fx(4))
"Escribimos el resultado en la hoja
Cells(12, 2) = area
Cells(2, 2) = a
End Sub
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Ejemplo 9.- Hallar el area limitada por la funcion f(x) = x (x2, x3,x%, x°, x°) en el
intervalo [0,10] con los distintos métodos vistos.
Solucion.-

Se asigna cada uno de los procedimientos enunciados anteriormente a un boton,
de forma que haciendo clic sobre ellos se calcule de forma automatica la integral para la
funcién especificada. Los resultados obtenidos se muestran en la figura 9.

Aplicando cada método, de la forma explicada en ejemplos anteriores, a la
funcion indicada se obtienen los resultados de la figura 9, en los cuales se han

sombreado los valores exactos para cada integral.

A B G D E F G
1 Funcién x*M x*2 x*3 x4 X*5 X6
2 a 0 0 0 0 0 0
3 b 10 10 10 10 10 10
a Método Area calculada
5 Regla del Punto Medio 50,00 250,00 1250,00 6250,00 31250,00 156250,00
8 Regladel Trapecio 50,00 500,00 5000,00 50000,00 500000,00 5000000,00
7 Regladel Trapecio abierta 50,00 277,78 1666,67 10493,83 67901,23 445816,19
8 Reglade Simpson 50,00 333,33 2500,00 20833,33 187500,00 1770833,33
9 Regla de Simpson abierta 50,00 333,33 2500,00 19270,83 148437,50 1136067,71
10 Regla3/8 de Simpson 920,00 333,33 2500,00 20370,37 175925,93 1584362,14
11 Formula abierta4 puntos 50,00 333,33 2500,00 19493,33 154000,00 1222933,33
12 Reglade Boole 50,00 333,33 2500,00 20000,00 166666,67 1432291,67
13 Formula cerrada 6 puntos 50,00 333,33 2500,00 20000,00 166666,67 1430666,67
14 Formula cerrada 7 puntos 50,00 333,33 2500,00 20000,00 166666,67 1428571,43

Figura 9. Los métodos aplicados a funciones de grado 1 a 6

5. CONCLUSIONES

Se ha podido comprobar que mediante la hoja de calculo Excel es
extremadamente sencillo encontrar soluciones numéricas aproximadas al area limitada
por una funcion f(x) y el eje de abcisas en un intervalo dado [a, b]. El grado de
exactitud de las aproximaciones obtenidas viene dado por los distintos métodos
numéricos que se han utilizado. lgualmente se ha mostrado que con una sencilla
implementacion en VBA, se pueden hallar también excelentes aproximaciones a las

soluciones de las integrales planteadas.
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La programacion se ha realizado de la forma maés simple posible de forma que se
pueda replicar facilmente el programa para cualquier método.
Finalmente se ha optado por generar programas que no dependan de la funcion a

integrar, sino que se adapten a cualquier funcién, tenga o no una primitiva explicita.
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