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Resumen

Se presenta un estudio sobre la manera en la que resultan importan-
tes los recursos lingüísticos y extralingüísticos para el surgimiento de re-
sultados matemáticos fundamentales en un curso de Cálculo. Se diseña
un ambiente didáctico mediado por el software SimCalc, en el que se
abordan consecuencias gráficas del Teorema Fundamental del Cálculo,
interpretadas en el contexto del movimiento rectilíneo. Se emplea un
método mixto de investigación para realizar un análisis de habla y gestos
que evidencia el proceso de apropiación por parte de los estudiantes. Se
diseña y aplica un instrumento de evaluación para valorar la transferen-
cia de dicha apropiación.
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Multimodal Production of Signs in the
Apropriation of Relations Between a

Function and its Derivative

Abstract

A study is presented on the way in which linguistic and extra-lin-
guistic resources are important for the emergence of fundamental mathe-
matical results on a Calculus course. An educational environment is de-
signed mediated by the SimCalc software, which addresses graphical re-
sults of the Fundamental Theorem of Calculus through the context of li-
near motion. A mixed research method is used to develop an analysis of
speech and gestures to show the process of appropriation by the students.
An assessment instrument is designed and implemented in order to eva-
luate the transfer of such appropriation.

Keywords: Multimodal production of signs, gestures, Calculus, mixed
method, mediation.

1. INTRODUCCIÓN

Durante décadas las instituciones educativas han incorporado in-
fraestructura tecnológica en sus aulas con la intención específica de apo-
yar el proceso de enseñanza aprendizaje. Ello ha motivado el surgimien-
to de diversas investigaciones, generalmente tratando de determinar si la
incorporación de la tecnología tiene un efecto positivo en el aprendizaje.
Sin embargo, mientras que se han dedicado constantes esfuerzos en
identificar y medir los logros de los alumnos en términos de rendimiento,
la práctica común ha sido replicar con mejores herramientas tecnológi-
cas aquello que se hacía sin ellas.

La presente investigación expone un estudio que indaga sobre la in-
tegración didáctica de un recurso tecnológico, creado explícitamente para
el aprendizaje de resultados matemáticos fundamentales sobre el Cálculo.
Su inclusión y efecto en el aula de matemáticas, se analiza bajo la perspec-
tiva de que las herramientas tecnológicas proveen de nuevas formas de
simbolizar, y con ello, de representar al conocimiento matemático. Las
tecnologías educativas impactan y modifican el ambiente didáctico, pues
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transforman sustancialmente el tipo de interacción que los estudiantes y
profesor tienen con el contenido matemático en consideración.

1.1. El habla y los gestos en la actividad matemática

Las modificaciones sugeridas por la intervención de la tecnología
digital en el aula de matemáticas, deben incorporar en su análisis las for-
mas en las que la apropiación de significados matemáticos son eviden-
ciados. Una tendencia en la investigación actual señala relevante mirar
aquellas formas de expresión que emplean los estudiantes para manifes-
tar la apropiación del contenido matemático. El presente estudio atiende
la necesidad de indagar el rol que juegan los gestos en el proceso de apro-
piación de las nociones de interés, y aprovechar esta ventana a las ideas
de los estudiantes que muchas veces no se observa manifiesta en la co-
municación verbal.

De acuerdo con Arzarello (2006), se ha descubierto que los gestos
están fuertemente ligados al habla, sustentando que debería considerarse
al gesto y al habla como un solo proceso mental subyacente. Para Gol-
din-Meadow (1999), los gestos pueden servir como una herramienta de
investigación, ofreciendo luz sobre los pensamientos no verbalizados de
los hablantes. Puesto que los gestos residen en herramientas representa-
cionales distintas del habla, y no están dictadas por los mismos estánda-
res de forma, tienen el potencial de ofrecer una visión diferente del pen-
samiento del hablante.

1.2. Un acercamiento significativo al Cálculo mediado por
tecnología educativa

La manera en la que se concibe la práctica matemática influye so-
bre su enseñanza. En particular, la enseñanza aprendizaje de nociones y
resultados fundamentales del Cálculo han estado vinculados a la ejerci-
tación del cálculo de derivadas e integrales desde un punto de vista alge-
braico. Tradicionalmente, una manera de dotar de significado a estos
conceptos, se realiza mediante la representación geométrica (curva) de
una función. La pendiente de la recta tangente en un punto específico de
la curva y el área bajo la curva entre dos rectas verticales dadas son, res-
pectivamente, las interpretaciones geométricas para la derivada y la inte-
gral. Estas interpretaciones son independientes entre sí, y se abordan en
cursos diferentes.
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Sin embargo, una vez que llega el momento de explicar el Teorema
Fundamental del Cálculo, se recurre a la representación algebraica para
establecer la conexión entre los conceptos, poniendo de manifiesto el
efecto algebraico inverso al derivar e integrar una expresión. Resulta fá-
cil establecer esta relación bidireccional en la representación algebraica
y ejercitar con los estudiantes el cálculo de derivadas e integrales. Pero
con esta mecánica algebraica se ha dejado de lado la interpretación geo-
métrica que fue presentada en los libros y que motivó la aparición de es-
tos conceptos de manera independiente, sin relación clara entre ellos.

Atendiendo esta problemática, Salinas, Alanís y Pulido (2011)
abordan y proponen un acercamiento a la enseñanza del Cálculo donde
las nociones de derivada e integral aparezcan simultáneamente como lo
plantea el Teorema Fundamental del Cálculo. El propósito de esta pro-
puesta, ha sido dotar de significado real a nociones fundamentales de
esta área de las matemáticas en su enseñanza y aprendizaje. De esta ma-
nera, se ha ofrecido a los estudiantes apoyar su pensamiento en una prác-
tica útil en cualquier contexto real. Se trata de la práctica de predicción
del valor de una magnitud que está cambiando. Con ella surge la necesi-
dad de construir objetos matemáticos (funciones, ecuaciones, gráficas,
etc.) para dar respuesta a preguntas plateadas en contextos reales.

Es así que la práctica docente y de investigación relacionada con la
enseñanza-aprendizaje del Cálculo, planteó la relevancia por integrar,
didáctica y curricularmente, un recurso tecnológico compatible con el
nuevo acercamiento en el presente trabajo. SimCalc MathWorlds© (de
aquí en delante SimCalc) es un software transformativo en términos de
su potencial para modificar no sólo el cómo enseñar o aprender matemá-
ticas, sino el qué de las matemáticas puede ser aprendido (Noss et al.,
2009). A través del escenario de movimiento rectilíneo y con apoyo de
una simulación, SimCalc ofrece una imagen global de las nociones de
derivada, interpretada como la velocidad, y de antiderivada (o integral),
interpretada como la posición.

La Figura 1 muestra una interfaz gráfica de SimCalc, en ella se ob-
servan dos personajes moviéndose en sentidos opuestos sobre una línea
recta en un mundo de dibujo animado. Abajo aparecen dos gráficas diná-
micamente vinculadas; a la izquierda una gráfica de velocidad para cada
personaje y a la derecha sus correspondientes gráficas de posición.
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La idea fundamental que motivó la creación de SimCalc fue fo-
mentar y enriquecer las matemáticas del Álgebra y Cálculo, y simultá-
neamente dar a los estudiantes acceso a conceptos críticamente impor-
tantes con un acercamiento temprano (D’Ambrosio, 2013). De acuerdo
con Burke, Hegedus y Robidoux (2013), el equipo de diseño de SimCalc
(incluyendo investigadores, desarrolladores de software y profesores)
buscó no sólo mejorar el currículum escolar existente, sino también
transformarlo con actividades que no serían posibles sin el uso de la tec-
nología. Uno de los elementos centrales en el diseño de la interfaz de
SimCalc reside en su infraestructura de representación, misma que per-
mite observar diferentes perspectivas de una función a través de distintos
registros de representación (gráfico, algebraico, tabular) dinámicamente
vinculados, de tal forma que los cambios realizados en una función son
reflejados en todas sus representaciones.

2. FUNDAMENTOS TEÓRICOS

El sustento teórico de este estudio se apoya en la teoría sociocultural
de Vygotsky, particularmente en la relación mutuamente formadora entre
usuario y herramienta (estudiante y software), enfatizando el rol del am-
biente en el que la herramienta está siendo usada (aula de matemáticas). De
acuerdo con Vygotsky (1978), los sujetos se valen de los recursos del entor-
no (herramientas) para extender la operación de la memoria más allá de las
dimensiones biológicas e incorporan estímulos externos o autogenerados
denominados signos. De tal manera que acciones relativamente simples
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como atar un nudo o marcar señales en un palo, modifican la estructura
interna de la memoria al ser empleadas para ayudar a recordar.

Vygotsky llamó función psicológica superior a la combinación de
una herramienta y un signo en la actividad psicológica de las personas, y
al proceso de reconstrucción interna de una operación externa le llamó
internalización. Es así que un proceso inicialmente interpersonal se
vuelve intrapersonal o dicho de otra forma, esto implica una reconstruc-
ción de las funciones del desarrollo cultural, primero a nivel social (in-
terpsicológico) para dar paso al nivel individual (intrapsicológico). En
este contexto, Pozo (2006) entiende los instrumentos mediadores como
aquellos instrumentos que transforman la realidad en lugar de imitarla.
Agrega que la función de éstos, reside en modificar las condiciones del
ambiente activamente en lugar de adaptarse a ellas pasivamente.

No obstante, uno de los conceptos de la teoría de Vygotsky que ha
sido ampliamente analizado y causa de debates profundos es precisa-
mente la noción de internalización, atendiendo principalmente a la con-
fusa dualidad de lo interno y lo externo. Wertsch (1998) y

Rogoff (1993), coinciden en que el problema de hacer explícito el
proceso de internalización resultaría útil sólo en el caso en el que se prio-
rice el funcionamiento interno individual, delegando toda responsabili-
dad a lo interno de llevar algo a través de una barrera. Rogoff, por su
parte, afirma que los sujetos se apropian de algunos aspectos de la activi-
dad en la que ellos están implicados activamente y por tanto, lo que se
practica en la interacción social no está en el exterior de una barrera y no
hay necesidad de recurrir a un proceso separado de internalización.

Es así que la noción de apropiación resulta relevante para describir
el proceso mediante el cual los estudiantes en interacción con SimCalc y
el ambiente, potencialmente construyen significados matemáticos du-
rante la actividad propuesta. Hegedus y Moreno – Armella (2010) reco-
nocen en este proceso, un acuerdo con las partes constituyentes de la gé-

nesis instrumental (Vérillon & Rabardel, 1995), y pugnan por adecuar la
noción de co-acción dentro de la nueva perspectiva, mediante una no-
ción simétrica, que enfatice la importancia del rol del ambiente en el cual
la herramienta está siendo usada y atienda el proceso dialéctico entre
usuario, herramienta y ambiente. La noción de co-acción describe cómo
el usuario de un ambiente dinámico guía las acciones sobre el ambiente y
a su vez es guiado por el ambiente como una actividad fluida.
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Para Moreno – Armella y Hegedus (2009) los estudiantes no espe-
ran pasivamente a ser definidos por el ambiente de un aprendizaje situa-
do, sino que a través de la co-acción pueden ascender en una actividad
matemática bien estructurada. Sin embargo, se debe precisar que aunque
el medio puede potencialmente provocar el surgimiento de significados,
el medio per se no es suficiente para cumplir con este propósito. Es la ac-
ción y la observación sobre aquello que varía o que es invariante en las
exploraciones con el medio lo que crea la efectividad de la co-acción en-
tre el aprendiz y el ambiente. Por su parte, Noss y Hoyles (2004) acuñan
el término prueba situada para describir el resultado de una exploración
sistemática realizada dentro de un ambiente computacional con la finali-
dad de probar relaciones matemáticas.

Las ideas antes expuestas discuten la perspectiva bajo la cual se es-
tudia la interacción dinámica y bidireccional entre el usuario y el medio.
Ahora bien, a través de la noción de producción multimodal de signos, se
presenta a continuación la manera en la que los estudiantes evidencian
esa apropiación de resultados matemáticos fundamentales en un medio
con estas características,

Arzarello, Paola, Robutti y Sabena (2008) explican que los diferen-
tes recursos lingüísticos y extralingüísticos que emplean los estudiantes,
con las acciones y producciones que apoyan, son importantes para el sur-
gimiento de las ideas matemáticas, y de hecho son útiles para tender un
puente entre la experiencia del mundo y las matemáticas más formales.
De acuerdo con estos investigadores, el paradigma de la multimodali-

dad sostiene que el sistema sensorio - motor del cerebro es multimodal
en lugar de modular. Esto implica que el lenguaje usa varias modalidades
relacionadas mutuamente, como la vista, la audición, el tacto, las accio-
nes motoras, etc.

Así, el profesor puede usar los gestos como herramientas de comu-
nicación de forma consciente; mientras que los gestos pueden jugar este
rol también para los estudiantes, incluso de manera menos consciente.
Los gestos permiten formas alternativas para representar y organizar in-
formación que los estudiantes no son capaces de expresar en formas pu-
ramente formales o verbales. Estos recursos permiten al profesor lograr
una comunicación más accesible para los estudiantes y análogamente
permiten a los estudiantes arribar al lenguaje del profesor, y a través de
ello aproximarse al significado institucional. Sin embargo, la función de
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los gestos no es sólo ayudar a acceder al problema, sino crear situaciones
del discurso cuyo contenido sea accesible para todos en el grupo.

3. MÉTODO

3.1. Marco Contextual

La investigación que aquí se describe, tiene lugar en una Universi-
dad privada del norte de México. Se opta por invitar como participantes a
estudiantes que cursan la materia de Matemáticas I para ingeniería (pri-
mer curso de Cálculo), puesto que esta asignatura forma parte de los cur-
sos de rediseño en la institución, y en ella se cubren los temas que son de
interés para este estudio. En la investigación participan tres grupos de es-
tudiantes, obteniendo así un total de 65 participantes. Las condiciones
del aula que alberga la investigación, son favorables en términos de la
presencia de diversos recursos tecnológicos, que facilitan el desarrollo
de la planeación e implementación de actividades. La Figura 2 muestra
una imagen del aula.

3.2. Método mixto de investigación

En el estudio se recurre a un método mixto de investigación. Por
una parte, se emplea una fase cualitativa para evidenciar los procesos de
apropiación por los estudiantes cuando interactúan con el software, así
como observar la trayectoria hacia el establecimiento de generalizacio-
nes respecto al contenido matemático en juego. Por otra parte, la fase
cuantitativa del estudio, contempla el diseño, elaboración, aplicación y
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análisis de un instrumento de evaluación. Dicho instrumento se emplea
con el propósito de valorar el reconocimiento y aplicación de las relacio-
nes gráficas en otros contextos reales, distintos al contexto de movimien-
to que originalmente el software provee.

3.2.1. Fase cualitativa: Implementación de la secuencia
didáctica con SimCalc

La fase cualitativa del estudio se lleva a cabo en el contexto del
aula. En ella, el hilo que guía las acciones es el desarrollo de una secuen-
cia didáctica en la que se emplea el software SimCalc. Se trata del diseño
de un conjunto de actividades dentro del ambiente de SimCalc, en el que
se cubren temas relativos al análisis cualitativo de funciones de segundo

grado y su relación con funciones lineales, esto desde el acercamiento
propuesto por Salinas et al. (2012). Durante esta fase, se realiza una ob-
servación participante y se recurre a diversas fuentes de información que
permiten evidenciar los procesos de apropiación por los estudiantes
cuando interactúan con el software.

Al ir ascendiendo a través de una exploración guiada en el ambien-
te de SimCalc, se pretende que los estudiantes avancen desde la mera ex-
ploración, hacia el surgimiento de conjeturas, la confrontación de hipó-
tesis y el establecimiento de relaciones gráficas entre las dos magnitudes
presentes en el movimiento en línea recta: la posición y la velocidad. Las
intenciones de los estudiantes pueden interpretarse como un proceso ite-
rativo donde la actividad mediada por el ambiente de SimCalc funciona
como una herramienta que apoya el proceso de simbolización de dichos
resultados matemáticos.

Se pide a los estudiantes reunirse por parejas y trabajar con sus lap-
tops en la actividad propuesta. Puesto que se tiene interés por estudiar y
analizar las interacciones entre estudiantes y el ambiente del software, se
considera una fuente esencial de información la videograbación que los
propios estudiantes realicen de las pantallas de sus computadoras portá-
tiles. Simultáneamente, se les solicita generar video grabaciones a través
de las cámaras web de sus computadoras, para posteriormente realizar
un análisis del habla y de la gestualidad en interacción (Fernández-Cár-
denas, 2013). Se entrega a cada pareja de estudiantes, una hoja de trabajo
con la intención de apoyar el establecimiento de los resultados matemá-
ticos que van generando.
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Durante la actividad, se promueve que los estudiantes concreten
relaciones cualitativas entre función y derivada (en cuanto a signo,
comportamiento de crecimiento o decrecimiento y tipo de concavi-
dad) con el apoyo de SimCalc. La hoja de trabajo (ver Figura 3); cons-
ta de seis recuadros que contienen las palabras que deben ser relacio-
nadas adecuadamente (positiva, negativa, creciente, decreciente,
cóncava hacia arriba y cóncava hacia abajo). Las palabras refieren a
características de la gráfica de velocidad que implican o son implica-
das por características de la gráfica de posición. De esta forma, se pre-
sentan dos columnas que contienen líneas y flechas entre ellas repre-
sentando una doble implicación. Cada par de líneas con la flecha entre
ellas representa un enunciado que debe ser construido con ayuda de
las palabras de los recuadros debajo. No se explicita si deben usarse
todas las palabras ni si éstas pueden repetirse, y es importante aclarar
que un gráfico satisface varias de las palabras a la vez.

Las palabras creciente y decreciente deben ser usadas dos veces,
tanto para caracterizar el comportamiento de la gráfica de velocidad,
como para la gráfica de posición. Por otra parte, el signo (positivo / nega-
tivo) no es una característica relevante para la gráfica de posición en el
establecimiento de estas relaciones, dado que no es una condición nece-
saria ni suficiente para caracterizar el comportamiento o signo de la grá-
fica de velocidad. Similarmente, el tipo de concavidad no puede ser aso-
ciado al comportamiento de la gráfica de velocidad (ciertamente porque
una recta no posee concavidad). De esta manera, hay que coordinar dos
tipos de información en la gráfica de velocidad (signo y comportamien-
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to) que corresponden con dos tipos de información en la gráfica de posi-
ción (comportamiento y concavidad) respectivamente. Las relaciones
cualitativas de interés entre la gráfica de velocidad (derivada) y la gráfica
de posición (función) pueden resumirse en la Tabla 1.

Los participantes registran cada parte del proceso del estableci-
miento de estos resultados matemáticos a través de la video grabación de
sus pantallas y de la cámara web de sus laptops. Una vez que cada pareja
de estudiantes finaliza su actividad y la grabación de la misma, se le apo-
ya para que genere un vínculo de acceso al video y sea colocado en un es-
pacio previamente creado en una plataforma académica. Durante la acti-
vidad, docente e investigador se desplazan por el aula monitoreando el
avance de los estudiantes y apoyando en contratiempos técnicos. Even-
tualmente se documenta la actividad que realizan los estudiantes a través
de video grabaciones que se realizan en el aula.

El proceso de apropiación de relaciones cualitativas entre la gráfica
de velocidad y la de posición, será evidenciado por el establecimiento de
relaciones que se documentan en la hoja de trabajo. Sin embargo, dicho
proceso de apropiación será analizado a detalle a través de las transcrip-
ciones de los videos generados por los estudiantes, haciendo uso del aná-
lisis del habla y de la gestualidad en interacción.

3.2.2. Fase cuantitativa: Diseño y aplicación del instrumento
de evaluación

Un par de sesiones posteriores a la implementación de la actividad
mediada por SimCalc, se aplica el instrumento de evaluación. Dicho ins-
trumento se diseña y valida previamente para ser aplicado en la misma
fecha a los tres grupos escolares que participan en el estudio. Se controla
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Tabla 1. Relaciones cualitativas entre la gráfica de velocidad
y la gráfica de posición.

Velocidad (derivada) Posición (función) Se abreviará

Positiva Creciente Relación I

Negativa Decreciente Relación II

Creciente Cóncavo hacia arriba Relación III

Decreciente Cóncavo hacia abajo Relación IV



que cada estudiante responda el instrumento de forma individual en el
tiempo regular de una sesión de clase.

A través de la aplicación de dicho instrumento, se busca valorar el
impacto de la secuencia didáctica en los estudiantes. Para ello, se anali-
zan las respuestas dadas a los reactivos que plantean situaciones gráficas
o en contexto en las que se requiere de la aplicación de las relaciones cua-
litativas entre el gráfico de una magnitud y el gráfico de su razón de cam-
bio. Por otra parte, mediante este recurso se pretende valorar la transfe-
rencia de dichas relaciones gráficas cuando el contexto en el que se pre-
senta la situación no es el mismo contexto que el software proveyó, esto
es, el del movimiento que realiza un objeto sobre una línea recta.

4. ANÁLISIS

4.1. Cualitativo: Análisis del habla y de la gestualidad
en interacción

En esta fase se realiza un análisis de la producción multimodal de
signos, de tal manera que ello permita observar trayectorias que emplean
los participantes hacia el establecimiento de las generalizaciones mate-
máticas que están en juego. El material que provee cada equipo consiste
de un video producido con su propia computadora y accesible a través de
un vínculo generado por el software de producción. En ese video se gra-
ba la pantalla de su computadora con las acciones hechas en el software
SimCalc a través del cursor, además de las caras y movimientos de los es-
tudiantes mientras accionan el software y comentan sobre sus acciones.
La producción de este material por cada equipo de participantes es la
fuente principal para el análisis, es por ello que se decide analizar los 28
videos finalmente generados.

Se revisa, clasifica y codifica los videos cuya duración total de graba-
ción es de 3 horas 23 minutos y 4 segundos. La clasificación realizada a este
material permitió conformar los dominios y categorías de análisis. Poste-
riormente, se realiza una segunda revisión del material, teniendo en cuenta
las categorías identificadas previamente y se eligen aquellos videos que re-
sultan más reveladores e ilustrativos para efectos del objetivo del estudio.

A continuación se presenta un fragmento de la transcripción y aná-
lisis para uno de los videos seleccionados (se codificaron 103 turnos en
total para esta transcripción), en él se analiza y discute la presencia de las
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categorías identificadas. La transcripción corresponde al video generado
por Érik y Fer durante la realización de la actividad. En el fragmento se-
leccionado en particular, los estudiantes se encuentran discutiendo sobre
una relación de comportamiento en la gráfica de velocidad y tipo de con-
cavidad en la gráfica de posición (relaciones III y IV de la Tabla 1).

En la transcripción, se enumeran los turnos y se alternan imágenes
ilustrativas a momentos particulares de la interacción. Para cada imagen
se muestra la interfaz gráfica de SimCalc, arriba se observa el personaje
y el escenario de la recta en la que se mueve (la simulación), abajo las
gráficas de velocidad (a la izquierda) y de posición (a la derecha) y en la
esquina superior derecha, se aprecia la imagen obtenida a través de la cá-
mara web. Las convenciones a seguir para la transcripción son como se
enlista enseguida:

// pausa

[…] omisión de turnos

(acción corporal o gestual en itálicas y paréntesis)

4.1.1. Transcripción

71. Fer ahora hace que la velocidad tome valores negativos y cam-

bia secuencialmente el comportamiento de la gráfica de creciente a de-

creciente en esa zona, SimCalc muestra dinámicamente una gráfica de

posición decreciente que cambia de ser cóncava hacia arriba a cóncava

hacia abajo (Figura 4).

72. Fer: Mira ahí es cóncava hacia arriba y acá es cóncava hacia
abajo (ambos miran atentamente la pantalla).
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73. Érik: O sea ¿cuándo es decreciente es cóncava hacia abajo y
cuando es creciente es cóncava hacia arriba? //

74. Fer: De negativo.

75. Érik: ¿Cómo?

[…]

78. Fer: Es una cóncava. Cóncava hacia abajo porque va así (Fer

dibuja en el aire con su mano una curva como en forma de “n” para re-

presentar una concavidad hacia abajo, (Figura 5).

79. Érik: Entonces decreciente, velocidad decreciente es una cón-
cava hacia abajo.

80. Fer: Velocidad decreciente negativa es cóncava hacia abajo.

81. Érik: Pero nada más podemos usar una raya, ¿y de positiva?

[…]

88. Fer ahora modifica la gráfica de velocidad para mostrar una

gráfica decreciente en la zona positiva, SimCalc presenta una gráfica

creciente y cóncava hacia abajo (Figura 6).

89. Érik: Sigue siendo cóncava hacia abajo //

90. Fer: Cóncava hacia abajo, pero en los positivos.

91. Érik: Entonces decreciente siempre va a ser cóncava hacia aba-
jo (voltea a ver a Fer como esperando una respuesta, Figura 7) //

4.1.2. Análisis de la transcripción

En la asignación de roles, se acuerda implícitamente que Fer mani-
pule directamente el ambiente del software mientras Érik escribe las re-
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Figura 5. Gesto dibujado en el aire por Fer en el turno 78.



laciones encontradas. La identificación del establecimiento de relacio-
nes cualitativas gráficas se indica como en la Tabla 1. En esta transcrip-
ción puede identificarse la presencia de las categorías de análisis: condi-

ción general, negociación, gestos, co-acción, prueba situada, búsqueda

de invariantes y orientación indagatoria. Por condición general, enten-
deremos las situaciones en las que se discute la validez de las relaciones
en lo general, es decir, mayormente interviene la búsqueda de invarian-
tes y se discuten contraejemplos posibles. Mientras que definimos acti-

tud indagatoria como una orientación hacia la actividad caracterizada
por ser mayormente activa, iniciadora, por buscar saber más, explorar
nuevas alternativas.

En el turno 71, Fer traslada la gráfica de velocidad de manera que
tome valores negativos y una vez ahí modifica secuencialmente el com-
portamiento de creciente a decreciente. El ambiente de SimCalc muestra
dinámicamente gráficas de posición decrecientes que cambian de ser cón-
cavas hacia arriba a cóncavas hacia abajo. El resultado de dicha co-acción,
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Figura 7. Mirada de Érik esperando una respuesta de Fer en el
turno 91.

Figura 6. Co-acción del turno 88.



permite mostrar la variación de la concavidad en la gráfica de posición
dada la variación del crecimiento y decrecimiento en la gráfica de veloci-
dad, cuando ésta se mantiene negativa. Es así que en el turno 72 Fer su-
giere una prueba situada mientras continuan alterando el ambiente de
SimCalc: “Mira ahí es cóncava hacia arriba y acá es cóncava hacia abajo”.

En ese momento ambos estudiantes miran atentamente la pantalla
dando forma a una nueva conjetura, entonces Érik retoma la propuesta
de Fer y plantea en el turno 73: “¿O sea, cuando [la gráfica de velocidad]
es decreciente, [la gráfica de posición] es cóncava hacia abajo y cuando
[la gráfica de velocidad] es creciente, [la gráfica de posición] es cóncava
hacia arriba?”. En el posicionamiento secuencial del turno 74, Fer preci-
sa: “De negativo”, pues ciertamente hasta entonces la presunta relación
se ha generado por una co-acción en la que la velocidad sólo toma valo-
res negativos.

En el turno 75, Érik pide a Fer explicar lo que quiso decir. El turno
78 muestra el empleo de un gesto por parte de Fer (dibujo en el aire con la
mano), para describir las características de la gráfica de posición. Esta
acción corporal es la manera de simbolizar una curva que le permite res-
ponder a Érik el cuestionamiento del turno 75. De hecho, el gesto produ-
cido no sólo le permite argumentar sino además externalizar una repre-
sentación mental (“Cóncava hacia abajo porque va así”).

Los pares adyacentes 79 a 81 corresponden a una importante nego-
ciación por parte del equipo en la que se discute una condición general so-
bre la relación IV. Érik reitera en el turno 79 el establecimiento general de
la relación: “Entonces decreciente, velocidad decreciente es una cóncava
hacia abajo”. Pero, en el posicionamiento secuencial del turno 80, Fer en-
fatiza el hecho de que la relación ha sido explorada para el caso de veloci-
dad negativa: “Velocidad decreciente negativa es cóncava hacia abajo”.

Esto es, en el turno 71 Fer varió el comportamiento de la gráfica de
velocidad de creciente a decreciente pero sólo en la parte negativa, obte-
niendo gráficas de posición decrecientes que variaron de ser cóncavas
hacia arriba a cóncavas hacia abajo. Érik apela al hecho de establecer una
condición general, suponiendo que la relación debe mantenerse cuando
la gráfica de velocidad es positiva. En el turno 81 Érik argumenta: “Pero
sólo podemos usar una raya, ¿y de positiva?”, mostrando un actitud in-

dagatoria. Érik se refiere a la raya del arreglo de la hoja de trabajo, ver
Fig. 3. La frase de Érik motiva una nueva co-acción que invita a variar el
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comportamiento de la gráfica de velocidad en la parte positiva, de mane-
ra análoga a lo que Fer realizó en la parte negativa del eje vertical, y de
esta forma establecer una relación comportamiento – concavidad en lo
general (en este caso, decrecimiento en la velocidad – concavidad hacia
abajo en la posición).

Fer entonces recrea una gráfica de velocidad positiva decreciente
(turno 88), al tiempo que se genera una gráfica de posición creciente y
cóncava hacia abajo. En el turno 89, Érik identifica la condición inva-

riante en la gráfica de posición: “Sigue siendo cóncava hacia abajo”. En
el posicionamiento secuencial del turno 90, Fer precisa: “Cóncava hacia
abajo, pero en los positivos”. En esta frase, Fer expone la validez de la
co-acción en la zona positiva, como lo hiciera análogamente en los tur-
nos 74 y 80 para el caso de velocidad negativa. Érik retoma la negocia-

ción que busca establecer la generalidad de la relación y plantea: “Enton-
ces decreciente [la gráfica de velocidad], siempre va a ser cóncava hacia
abajo [la gráfica de posición]”. Con este enunciado, Érik busca unificar
los casos en los que se ha explorado la relación IV reconociendo como
invariante la concavidad hacia abajo en la gráfica de posición pese a la
variación en el signo de la velocidad, siempre y cuando ésta última se
mantenga decreciente. En el turno 91, Érik voltea a ver a Fer en espera de
respuesta. Mediante este gesto por parte de Érik, se pretende un acuerdo
de aprobación que además ofrece a Fer un procedimiento general para
realizar una nueva exploración sistemática.

En la última línea de la transcripción (turno 91), Fer se apropia de la
estrategia empleada por Érik, luego de que éste último lo voltea a ver a la es-
pera de la confirmación de una cualidad general para la gráfica de posición.
Esto es, una vez que Fer participa en un procedimiento general para el esta-
blecimiento de la relación IV dirigido por Érik, este último plantea una es-
trategia de generalización al tiempo que mira la reacción de su compañero.

4.2. Cuantitativo: Análisis del instrumento de evaluación

Algunos de los reactivos que conforman el instrumento están inspira-
dos en el diseño de ítems aplicados en instrumentos de evaluación de gran
escala para la evaluación del aprendizaje de Álgebra en el proyecto Scaling
Up de SimCalc (Hegedus, Moreno-Armella, Dalton, Brookstein, & Tapper,
2013; Shechtman, Haertel, Roschelle, Knudsen, & Singleton, 2013). La
concepción de reactivos toma forma a través del diseño de situaciones en
contexto que se representan gráficamente, con la idea de integrar en el ins-
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trumento una variedad de situaciones que den muestra del reconoci-
miento y aplicación de relaciones cualitativas entre el gráfico de la mag-
nitud y el gráfico de su razón de cambio en varios contextos.

El instrumento de evaluación se aplica en papel, con un formato de
múltiple respuesta de cinco opciones. Este tipo de formato admite más
de una respuesta correcta para una pregunta planteada. Aunque se tiene
más de una alternativa correcta para cada reactivo, las alternativas son
independientes entre sí; es decir, elegir una opción en particular no con-
diciona la elección de alguna otra de las opciones.

Se opta por asignar un puntaje parcial (20%) a cada una de las cinco al-
ternativas de un reactivo en particular, cuando se elige una alternativa co-
rrecta y cuando no se elige una alternativa incorrecta; mientras que no se
asigna puntaje cuando se escogen alternativas incorrectas o no se escogen
alternativas correctas. La Tabla 2 muestra el puntaje asignado cada vez que
se decide seleccionar o no una opción para un reactivo en particular.

El instrumento consta de 14 ítems, cada un de los cuales se asocia a
un tipo de contexto: Contexto de Movimiento (CM), Otros Contextos
(OC) y Sin Contexto (SC). Los contextos adicionales considerados son:
la variación del área de un terreno rectangular de perímetro fijo, el cam-
bio en el nivel de agua en un tanque, el cambio en la temperatura de cierto
material y la variación en el costo de producción de cierto artículo. Los
reactivos del tipo SC presentan gráficas de función y correspondiente
derivada (parábolas y rectas) sin un significado real asociado. Se deter-
mina el grado de confiabilidad del instrumento empleando el coeficiente
alfa de Cronbach (Vogt, 2007), obteniendo un puntaje de 0.7514 (un pun-
taje mayor a 0.70 en una escala de 0 a 1 es considerado como aceptable).
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Tabla 2. Puntaje asignado al tipo de opción seleccionada para un
reactivo en particular.

Puntaje asignado a la elección de cada opción

¿Se selecciona?

Tipo de opción Sí No

Correcta 0.20 0.00

Incorrecta 0.00 0.20



La Figura 8 muestra los promedios obtenidos para cada tipo de
contexto considerando a los participantes en su totalidad. Estos resulta-
dos ayudan a determinar si el tipo de contexto en el que se presenta un
reactivo en particular influye sobre la manera en la que los estudiantes lo
responden. Este hecho es relevante porque los resultados matemáticos
de interés fueron presentadas a los estudiantes a través del contexto del
movimiento rectilíneo, mientras que en el instrumento de evaluación se
presentan magnitudes que están cambiando en una variedad de contex-
tos reales. A pesar de que el contexto en el que se presenta la situación
descrita en ciertos reactivos es distinto, el tipo de información necesaria
para darles respuesta es esencialmente equivalente.

Como puede observarse en la imagen, el promedio para la categoría
contexto de movimiento es ligeramente mayor que el promedio para la cate-
goría sin contexto; mientras que es evidentemente mayor que el promedio
de la categoría otros contextos (76.88, 76.00 y 71.31 respectivamente). El
análisis comparativo realizado a estas diferencias muestra que el promedio
de la clasificación OC es significativamente menor que los promedios obte-
nidos para las categorías CM y SC. Por otra parte, el análisis de la diferencia
entre las categorías CM y SC no resulta significativo.

Esta última información resulta importante en varios sentidos. Por
una parte, puesto que el contexto de movimiento era un escenario fami-
liar para los estudiantes no es casual que el promedio en esta categoría
fuera mayor que en las otras. Por otra parte, el hecho de que los resulta-
dos de las categorías CM y SC sean equivalentes sugiere que las relacio-
nes que los estudiantes establecieron en el contexto de movimiento fue-
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Figura 8. Promedios por tipo de contexto considerando los grupos
de participantes.



ron reconocidas y aplicadas al responder los reactivos descontextualiza-
dos en el instrumento de evaluación. El contexto de movimiento que
ofrece SimCalc parece proveerles de las relaciones entre la gráfica de ve-
locidad y la gráfica de posición que pueden aplicar en reactivos que no
hacen alusión a un contexto real, aún y cuando pudiera haberse antici-
pado que estos últimos exigen un grado de abstracción mayor.

Finalmente, la diferencia entre los promedios en las categorías CM
y OC es importante. Esto sugiere que los contextos reales (distintos al
contexto de movimiento) que describían situaciones en las que una cierta
magnitud está cambiando, influyeron en el reconocimiento y aplicación
de las relaciones cualitativas gráficas de las que se apropiaron en el con-
texto real del movimiento. Es decir, en la categoría OC no hay evidencia
de la transferencia de las relaciones que pudieron haberse apropiado los
estudiantes en la categoría CM como se sugiere para el caso de las cate-
gorías CM y SC (Herbert & Pierce, 2008).

5. RESULTADOS

5.1. Fase cualitativa

En términos generales, el análisis de la transcripción muestra que el
lenguaje es usado como un andamiaje que apoya a resolver la actividad
matemática planteada. El análisis realizado a la producción multimodal
de signos, ayuda a explicar la forma en la que los sistemas simbólicos son
empleados para enfrentar una actividad de tipo matemática, no sólo en su
estructura como disciplina científica sino también desde el punto de vis-
ta de su apropiación (Arzarello, 2006). De esta manera, al observar a los
estudiantes resolver un actividad trabajando en grupo, sus gestos, mira-
das y lenguaje corporal revelan recursos semióticos cruciales.

El análisis desarrollado en esta fase evidenció que la co-acción es
un elemento esencial empleado para realizar pruebas situadas en el am-
biente, a través de identificar una exploración sistemática que conlleva
cierta intencionalidad. Esto implica que para que la retroalimentación di-
námica que ofrece SimCalc cumpla su propósito, es crucial una orienta-

ción indagatoria hacia la actividad. El conocimiento matemático de in-
terés está inmerso en el ambiente de SimCalc, pero es ahí donde los estu-
diantes deben buscar, discutir y reconstruir significados a través de la
co-acción. Es así que las características de SimCalc y el fenómeno de
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co-acción que en él tiene lugar juegan un rol valioso dentro de las con-
versaciones didácticas analizadas.

Esto en parte, puede ser explicado por el hecho de que las computa-
doras poseen una naturaleza dual, pudiendo ser vistas como máquinas
(objetos) y a su vez pudiendo actuar como si fueran personas (sujetos)
(Wegerif, 2004). De esta manera, se observa que al trabajar frente a una
computadora, un grupo de estudiantes tienen una nueva opción: colocar-
se a un lado de la pantalla de la computadora y discutir su respuesta jun-
tos. Esta opción está disponible porque la computadora es una máquina,
y por tanto colocarla en segundo plano y hacerla esperar hasta llegar a un
acuerdo de respuesta, es una forma que normalmente no sería apropiado
con un compañero.

El análisis de la transcripción de Érik y Fer evidencia que gracias a la
posibilidad de la interacción por pares es posible construir oportunidades de
apropiación de ideas matemáticas a través de un medio esencialmente dis-
tinto (como ocurriera en los turnos 73-74, 79 y 91). Con el análisis de la inte-
racción de este equipo, se muestra especialmente cómo cada participante
tiene algo qué decir en momentos cruciales de la resolución de la tarea. Un
aspecto relevante presente en la actividad, es la forma en la que los estudian-
tes hablan y discuten resultados matemáticos sin ser explícitamente presen-
tados por el profesor. Respecto a éste último, su rol se transforma; de ser el
único y legítimo poseedor del conocimiento, ahora es un facilitador del co-
nocimiento, un diseñador de experiencias de aprendizaje significativas y el
responsable de legitimar los resultados que los estudiantes construyen y
descubren en la actividad situada.

5.2. Fase cuantitativa

Los resultados de la fase cuantitativa del estudio, mostraron que los
estudiantes pudieron transferir las relaciones matemáticas abordadas en
el contexto de movimiento en situaciones sin un contexto real asociado
(en un terreno puramente matemático), aunque no ocurrió de la misma
manera con situaciones en otros contextos reales. Esto es importante
porque pese a que las relaciones abordadas en el contexto del movimien-
to no fueron transferidas de la misma manera a otros contextos, se sugie-
re su reconocimiento y aplicación en situaciones ajenas a un significado
real asociado (con un nivel mayor de abstracción).
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6. CONCLUSIÓN GENERAL

En esta investigación se muestra el aula de matemáticas como un
ambiente de participación activo y colaborativo estimulado por el soft-
ware. Este ambiente didáctico fue un espacio de interacción propicio
para evidenciar la construcción de resultados matemáticos por parte de
los estudiantes a través de una producción multimodal de signos, parti-
cularmente el habla y los gestos. En este proceso se revaloró un nuevo rol
del profesor. La apropiación de ideas importantes del Cálculo fue propi-
ciada a través de la mediación del recurso tecnológico de SimCalc. En la
actualidad, la tecnología digital puede valorarse con fines didácticos; a
través de ella es posible promover una cultura matemática importante
para los estudiantes.
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