DETERMINACION DE LOS PARES PITAGO.
RICOS (=, B) CORRESPONDIENTES A
NUMEROS DE LA FORMA

z——4k+1 a.. + Bn.

’.l

MANUEL VazQuez

A continuacion damos, sin demostracién, un procedimiento que hemos
encontrado, y que estimamos verdaderamente curioso, para obtener direc-
tamente la diferencia ay,—B, y la suma ap+8, (n=1, 2, 3, ...) de todos los
pares pitagéricos correspondientes a un nimero dado g=dk+1.

Formemos, para ello, las diferencias sucesivas :

A —0=4k
ky— V=&
by —2=4k,

hasta llegar a un k, negativo. Pueden ocurrir tres casos :

L° Que ninguno de los k, anteriores a k, sea un nimero triangular,
esto es, comprendido en la sucesién 0, 1, 3, 6, 10, ... que empieza por t,=0
y en la que constantemente es 7, ,=# +n--1. En cste caso no hay par pi-
tagérico : el nimero dado no admlto la forma o'+ﬂ' Sea, por ejemplo, el
ndmero s=21=4k+1, Se tiene k=5, Y las sucesivas diferencias serén :

5-—_—0==k.;=5; _5-—-'1 =k &'l: “.—-Q-Ih,-g'; Q——i_a;k.a—-—'l'a“ >
Ninguno de los k, positivos es nimero triangular. Por tanto,
21 * " + B

2. Que el nimero de los ky triangulares sea par. En este caso ordena-
remos en sucesién creciente los indices de dichos k&, trhnguhm. y sea la
sucesién obtenida: AL Sy AP

a,bo it [
Tendremos :
q—pBh=2a+1 q—}.ai&-}—l. “;;;—bﬂ-!c‘-}-vl‘..‘.‘..'
G +h=ntl 4=+ g Eh=2s41.....
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y asi sucesivamente, conjugando siempre los {ndices equidistantes de los
extremos de la sucesién. El numero dado admite tantas expresiones de la

forma o'+ B cuantos sean los pares de indices que componen la suce-
sién [1].

Ejemplo: sea s=65=4k+1. Tenemos k=16, y las diferencias sucesivas :
Ay =16—0=16; #,=16—1=15; k=16 —2=13; 4 =13—3=10;
h=10—4=6 Ak=6—b=1; k=1—6=—b=4.

Los {ndices correspondientes a los ky triangulares son :

1, 8, 4,5,

que escritos en este mismo orden, constituyen la sucesion [1].
Tendrémos, pues,

o—B=2 141=8 a+ph~=2 5+1=11

a—Bp=2 -34+1=T7 m+Hh=2 4+41= 9.

Por tanto,
60 = ﬂ=+ 5’[—:'-2"}‘4321:"*_ §:=8' ‘}“ 12,

3.° ‘Que el nimero de los k, triangulares séa impar. Entonces la suce-
sién [1] presenta la forma

8,0, ...0.., i » 2}
i 15y
~ AStciense, como en el caso anterior, a con u, b con t, etc., quedarido el
término céntral i. Si asociamos éste consigo mismio, resulta -
e Sk =2 l=a 4y, obes § =0

.‘EI namero admite, por tanto, la forma z= o, aparte de las ap®+ B’ co-
rrespondientes a los 2n indices restantes, Se trata, pues, de un z cuadrado.

Apliquemos lo expuesto al numero g=25=4k+1. Siendo k=6, ten-
dremos : '

60k =6 G—1=k=5 B6—-3=h=3
gl g W Y, VYR £ REY .
La sucesién [2] serd en este caso:
0, 2, 8.

Y,.en virtud de todo lo precedente, resulta :

85 = o 4B =t p B = 00 0 B0
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Finalmente, en el caso particular en que la sucesion [2] quede reducida
al término i, el nimero dado es cuadrado, y s6lo existe un par pitagérico,
una de cuyas componentes es nula. Puede servir como ejemplo el nimeéro 9.

N. del A.—La demostracién puede servir de ejercicio.

Otra.—Podria parecer, a primera vista, que el procedimiento que aca-
Bamos de detallar no ofrece ventaja alguna sobre el directo, consistente en
ir restando de s sucesivamente los cuadrados 0, 1, 4, 9, etc., con lo que,
cada vez que la diferencia fuese un cuadrado, tendriamos un par pitagérico.
Mas vamos a demostrar que no es asi.

Sea I, el mayor nimero triangular menor que k. Podremos escribir :

z2—1 n(n+1) 15

=k>ln= 2

El nameto h qué cuenta los ntimeros triangulares menores que k (ex-
cluyendo t,=0) es evidentemnenté hi=n. ]

Multipliquemos por 4 la expresién [3] y afiadamios 1 a los diversos miem-
bros. Resulta :

s=4k41>28(n41)+1 [4]

Para s—, el tercer miembro de [4] es del orden de magnitud de 2n*.
Luego el ‘orden del nimero h, que cuenta los cuadrados menores que s (ex-
cluyendo el 0?) serd ny/2,

Por tanto :

-

lim b= lim

s kgm0 1|/ 2 V—2—.

Y la misma relacién subsiste entre los nimeros triangulares y los cua-
drados respectivamente comprendidos en cada una de los dos mitades de

k y sus homdélogas de .
Asf, pues, el nimero de operaciones que nuestro procedimiento exige

es siempre menor que en el procedimiento directo, ya que si en éste pode-
. - = z
mos limitarnos a explorar uno de los dos intervalos (0, —2), (;, z), en

aquél podemos obtener sélo las diferencias ay—fy,, o s6lo las sumas an+fn,

y combinando aqudllas o éstas con la ecuacién ¢ = a:+ ﬁ:, determinar, para

_cada valor de n, una solucién, :

Ahora®bien, pof un razonamiento andlogo al que acabamos de emplear
se demuestra que ¢l nimero de nimeros triangulares comprendidos entre

y k estd con ¢l de los comprendidos entre 0 \; en la relaciél1l'§;lmn.4l4,

por lo que la méaxima ventaja del algor'tmo que nos ocupa se obtiene de-
terminando las sumas a,+f,: v para ello conviene operar del siguiente
modo :

Dispéngase de una tabla de numeros triangulares, sefialados con sus
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mchces re-apoctwos Sea ty-el menor numero trmngu.la,r igual .0 mayor que

{ y formemos las suceswas dxferenmas o o - -

ket =k,
T ke )= ki ? g b e Al
ORI e ¢ S o (R ot v

hasta llegar a un k, negativo. C'ada vez que el segundo miembro de una
de las igualdades | 5] sea un numero triangular, si al duplo del respectivo
indice se agrega la unidad, tmdremos ura suma o+ B, Aplicando este al-
goritmo asi abreviado al ndmero 65, por ejemplo, se ver4 que bastan dos
sustracciones para la determinacién de sus dos pares pltagéncos mxentras
que con el algoritmo completo fu(.ron precisas, seis. vaar L 276 d:ch(m
nameros de sustracciones estdn ya en la relac'én de 7 a 24,




