= 56—

17.% en el alfabeto griego (teniendo en cuenta que en el sexto puesto ha
de incluirse la letra ). Simbdlicamente se puede, pues, escribir

== 8 (méd. 7), porque es, 17=8 (mod. 9).

Por consiguiente, si en la igualdad i:7=7:18 se sustituye i por (9),
Yy m por (8), se deduce, como anteriormente

7. (8) =18 . (9),

Y pasando los ntimeros al sistema binario, resulta ¢l anagrama de Gauss.

EJERCICIOS RESUELTOS

152. En la ecuacién x'—3 (m+4) x?+ (m+1)2=0, determinar un valor
entero para m que haga que sus cuatro raices estén en progresion aritmética.

SoLucioN.—Por ser nulo el coeficiente de & la suma de las raices tie-
he que ser nula, por lo que seran de la forma —3h, —h, h, 3h. Por consi-
guiente, la ecuacién dada tiene que ser idéntica a la

(*+34) (v 4+ 4) (v — 4) (*—384) =0, x‘—lO/t’.\"3+9/1‘=0;

es decir,

3(m+4)=10/2 B+ L o 10

(m+1)2 =94 m -1 8
lo cual da lugar a las dos ecuaciones
9»1-!—36:101/1—}-]0, 9m+36=-—10m—1();

la primera tiene la rafz entera 1m1=26; la segunda no tiene rafz entera ; por

consiguiente, la solucién del problema es m =26, siendo las rafces de la ecua-
cion —9, —3, 3, 9.

Jose M.* ArrepONDO

159.  Se considera un sistema de wvectores cuyas coordenadas pliickeria-
nas son X, Y, 7, L, M, N. Hallar el lugar de los puntos O tales que el sno-
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‘mento resultante O'G’ esté en un plano dado, y determinar la envolvente de
este vector.

— — —

SOLUCION.—Sean #, j, 4 tres vectores unitarios situados sobre tres ejes
trirrectangulares,
La resultante general del sistema de vectores es :

R=Xi+ Yj+4 Zk.
El momento resultante con relacién al origen es :
OG="1Li+ Mj+4 Nk.
Por el teorema del cambio del origen de momentos sabemos que :

O'G' =0G—00\ R==(L—yZ+ Ye) i + (M4x7— X) j 4 (V=2 Y43 X) £ (1)

siendo x y z las coordenadas de O’.
Sea n (x, v, z,) un punto cualquiera del plano dado ; su ecuacién seré :

Ax—a)+ B(y—r)+C(s=-5)=0 (

Por estar (" en él serd perpendicular zG” a la normal a dicho plano. Luego
el producto escalar :

(Ai+Bi+Ch.2C=(Ai+B]+CH. (O + OC)
serd nulo; es decir,
Aw—n+ L+ Y52V +B(v—v+ MW+ Zx—X35)+C(s—5,-+-N+ ‘\’}.l— Y)=0,

vy teniendo en cuenta la ecuacion (2) obtenemos :

A B C|
|
AL+BM+CN+|X Y 7z =0] '
A B @)
B E ~ | ‘
Ax—x)+B(y—x)+C(z—5)=0
como recta lugar de O’
La ecuacion de la recta soporte del vector O'G" es
g—x = n=J C—s (4)

Ly Zt Vs, MysZ—Ks N—xYi4yX

Deduciendo de (3) « e y en funcién lineal de s y sustituyéqdolas en la pri-
mera de las ecuaciones (4) obtenemos una ecuacién en £, 7, s, cuya envolven-
te es una ecuacién de 2.° grado en &, 7.



R

—

Por lo tanto, la envolvente ' ¢’ es una conica situada en el plano con-
siderado.

- Hacar

172.  Dadas en el plano tres cénicas P1s Yoy g3 que lienen los dos pun-
tos comunes reales o imaginarios A y B, hallar una cuarta cénica ¢, que
pase por los puntos A y B y que las cuerdas comunes distintas de la AB,

%2 ¥ ¢35 pasen respectivamente por puntos prefijados P, P, y P,.

P. Drocu

SoLucioN.—Imaginemos una cuadrica ® y un punto de ella O, desde el
cual las cénicas ¢,, P25 ¥3, Y 94 Si existe, sean proyecciones estereogréficas

; - ® - * g
desde O de sendas cénicas ®11 991951 9,y sean m,, my, m, m, sus planos res-

pectivos, para lo que bastar elegir @ y O de modo que el plano tangente a
® en O pase por la recta AB y la involucién de tangentes conjugadas en O
sea cortada por la recta AB en la definidora del par de puntos reales o con-
jugados A-B. Por las condiciones del enunciado, las rectas m,xm y OP;
(i=1, 2, 8) han de ser incidentes, luego el plano r, estard determinado por
los tres puntos OP, x r,. Reciprocamente ¢l plano determinado por estos
tres puntos da una conica 2. de © que se proyecta desde O segun la g,
pedida. Las construcciones a que el problema da lugar, todas de la geo-
metria proyectiva elemental, no presentan dificultad alguna, simplificdndo-
dose notablemente en el caso de ser Ay B reales y por tanto ® reglada de
generatrices 04 y OB,

P. Darriz

Otra solucién,

Si los puntos 4 y B son imaginarios, hagamos una transformacién homo-
gréfica tal que los puntos ciclicos sean los homélogos de A y B; las cuatro
conicas 9, ¢,.9,, %, se transformardn en circunferencias, C,, Cy Cyy Cy. Los
puntos P,, P, Py, en Q,, O, Q, respectivamente, El problema queda redu-
cido a encontrar una circunferencia C, que corte a otras tres segun cuerdas
que pasen por tres puntos fijos. Sean Oy, Ry el centro y el radio de Cj El pun-
to O, tierie la misma potencia respecto C, y Ci. Por lo tanto

00! —# =0,0!— &)
0y Vi~ k=07 03— A3
restando miembro a miembro :

0,01 —0,0; = #;

luego O, est4 en una recta perpendicular a Q, Q, y que puede hallarse con
facilidad gréficamente. Haciendo lo mismo con C, y Cy obtenemos otra rec-
ta. La interseccién con la anterior da el punto O,. Una vez hallado O,, R, se
determina sabiendo que '

R}=~070}+ 0,0+ R, i=16202.
Hacar
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244. De todos los niumeros que se pueden formar con las nueve cifras
significativas empleandolas todas sin repelir ninguna, averiguar cudnlos
son divisibles por 11 ; vy, de ésios, determinar cudl es el menor, cudl es el
mayor y cudnto vale la suma de todos ellos.

SorucioN.—Los 9! numeros que se pueden formar con las nueve ci-
fras, sin ninguna repeticién, se pueden agrupar de forma que los de cada
grupo tengan las mismas cuatro cifras en los lugares pares, aunque en
distinto orden, teniendo como consecuencia las otms cinco en los lugares.
impares.

El nimero de estos grupos es

9XBXTXE _ e

habiendo en cada grupo P,. P,=4! 5!=2880 numeros, tales que cuando uno
de ellos es indivisible por 11 lo son los 2880 del grupo, ya que la suma de
sus cifras de lugar impar y de lugar par, tienen, respectivamente, el mis-
mo valor, .

Si designamos por i la suma de las cifras de lugar impar y por p las

de lugar par, tiene que ser i—p=11. Pero como cuatro cifas significativas.
distintas suman a lo sumo 35, en cuyo caso las otras cuatro suman 10, la
mayor diferencia i—p vale 25.

Andlogamente, como cinco cifras significativas distintas suman por lo
menos 15, en cuyo caso las otras cuatro suman 30, el valor minimo de
i—p es —15.

Siendo siempre i+p=45 y teniendo que scr i y p numeros enteros po-
sitivos y tales que su diferencia sea un multiplo de 11 comprendido entre
—15 y +25 tenemos que resolver los sistemas :

itp=45 i+p=45 (1]
i—p=22\ i—-)zllg
i+p=48 t+/‘¢ 2]
i—p=0 i—

y aceptar las soluciones enteras y positivas.
Los tnicos sistemas que dan soluciones aceptables son el [1] y el [2],
cuyas soluciones son :

[}

i w8 £=17]
p=117{ p=28

' Tenemos, pues, que descomponer los nimeros 17 y 28 en cuatro su-
mandos de una sola cifra, de manera que todos sean distintos, y éstos se--
ré4n las cifras que ocupen los lugares pares en cualquier orden. Por cada
descomposicién tendremos 2880 multiplos de 11,
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17 se descompone de las nueve maneras siguientes :

94+5+24+1=17
944+3841=17
83+46+2+1=17
8+5+34+1=17
8444 3+2=17(@)
7+6+8-+1=17
T+564+4-+4+1=17
7+54+842=17
6+4+5+4+42=17 (%)

98 se descompone de las dos formas siguientes

9+8+7+4=28
98164 5=08

. Estos once grupos dan lugar a
2880 < 11 = 31680

multiplos de 11

De todos los numeros formados con las nueve cifras, sin repetir, el me-
nor de todos es el que las tiene en el orden natural. Por consiguiente, para
formar el menor de los que son multiplos de once, tomamos como prime-
ras cifras los numeros 1, 2 , 3 y 4 en orden natural. Los grupos anterio-
res que contienen el 2 y el 4 son el (a) y el (b); el (a) no sirve por conte-
ner un 3 que ya estd tomado; el (b) tiene como cifra menor (aparte del
2 y del 4) el 5 que serd la que ocupe el 6.° lugar teniendo que ocupar, como
consecuencia, el lugar octavo el nimero 6; las otras cifras que quedan las
ponemos en los lugares impares de menor a mayor.

El multiplo pedido es, por lo tanto:

123475869,
El mayor, por un razonamiento anilogo, es el
9876562413 .

Para formar la suma de todos los multiplos pedidos, supongamos los
31680 sumandos colocados en disposicion de sumarlos y calculamos la suma
de las columnas que ocupan el lugar par y luego las de lugar impar.

De los once grupos de cuatro cifras, que pueden ocupar los lugares
pares, entra el 1 en 6 grupos; como cada grupo tiene 2880 multiplos de
2880

11, ¢l nimero 1 ocupa el mismo lugar en =720 maltiplos, de cada

grupo. Luego en total, en toda columna de lugar par hay :
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6 < 720 == 4320 nimeros | quesuman 4320
5 X 720 = 3600 » 2 » 7200
5 < 720 = 3600 » 3 » 10800
5 > 720 = 3600 » 4 » 14400
6 < 720 = 4320 » b » 21600
4 > 720 = 2880 > 6 » 17280
4 X 720 = 2880 » 71 » 20160
5 > 720 = 3600 » 8 » 28800
4 X 720 = 2880 » 9 » 25920
Los 31680 sumandos de las columnas pares suman 150480

Para sumar las columnas de lugar impar tendremos en cuenta que
como son 11 los grupos formados, si un ntmero entra en m grupos de lu-
gar par, entrard en 1l—m grupos de lugar impar; y como cada grupo

de cifras que entran en lugar impar tiene cinco, entrar4 cada una en

gsﬁﬁz 576 mutiples de cada grupo.

Por consiguiente, en cada columna de lugar impar hay

b % 576 = 2880 numeros 1 que suman 2880
6 > 576 = 3456 » 2 » 6912
6 < 576 = 3456 » 3 » 10368
6 > 576 = 3456 » 4 » 13824
5 > 576 = 2880 » 5 » 14400
7 X 576 = 4032 » 6 » 24192
7 X b76 = 4032 » 7 » 28224
6 > 576 = 3456 » 8 » 27648
7 X 576 = 4032 » 9 » 36288
Los 31680 sumandos de las columnas impares suman 164736
Luego la suma total es:
164736
150480
164736
150480
164736
150480
164736
150480
164736
18159999983136

Jose M.* ARREDONDO-
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25. Una superficie conica de revolucion, de wvérlice A es cortada por
dos planos = y . El plano = es perpendicular al eje, el o no. En el plano
meridiano perpendicular a o, este plano y las generatrices de la superficie
<bnica, definen un tridngulo de lados a, b y c el plano = y las generatrices
un tridngulo isésceles de lados 2r, 1 v 1 (1>b, 1>c).

1.° Hallar el volumen y las dreas lateral y total del tronco de cono (de

bases no paralelas) limitado por el cono y los planos o y =.

2. Supuestos b=5 cms., c=10 cms., a =53 cms., 1=12 cms. dibu-
jar el desarrollo lateral de dicho tronco.

SorucioN.—El volumen del tronco lo hallamos como diferencia entre el
volumen del cono total y el del cono deficiente :

1 — 1 a —
= —— 772 . —_——— R ]./,
I g *f A =t ol 4

i l_-__.l

e

v "'1“““:1‘[/ Mﬁ:—c—)— , siendo =‘a_j—b——}—r

be : 9 !
;7=y,s———_,.z=,]/bc—(r~b)<»—c),
: be
. T DL S
HI+0OH=G +OH=OG=—2 = DM,
01=VHT —OF o

7—“—H=ﬁ—6Ti=5F=—%E—=fTv,

HI' — OH® =DM X TN=cbsenta, OI=bcuena=Yp—5)(p—0),
2
b=—1pG=a (- D(—9;
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de donde

Pic—G—n(—a

V= (p—b) (s )[
= (f — —c R
3 . br}"bc

- rm].

Un elemento del drea lateral del tronco es igual al 4rea de su proyec-
«cién sobre el plano =z, dividida por el coseno que la normal a la superficie
forma con el ¢je del cono. Este coseno es el mismo para todos los clemen-
tos de superficie, siendo, por consiguiente, el 4rea lateral del cono igual a
la de su proyeccién dividida por cos y. El drea de la proyeccién es la dife-
rencia entre la del circulo de didmetro BC y la de la elipse URPV,

L 2= (P—0)

Area del circulo = =7? = .

be
{/’Q—= = co;ﬁ, co-ﬁ=un(a+5)=acnacoss+cosasens,
sen o = l/ (ﬁ—b)(p—C) y Ccogl= MN’
be
S R . e —
R T (= N [/ =Ly
ac 2 ac

sen & len2con2—- i PP —a)(p—b)(p— o),
T T T R

cosE = cos — gonfi=" M Lot

2 ac

sustituyendo tenemos :

conpm YL=BEL= (ics 5t tomiyir+ah

et

aclbe

de donde
_Vo=-np—0a
2¢ Vb ¢

QR =0I, calculado anteriormente .
Luego el 4rea de la elipse URPV es:

(p—B(p—o)
U 3 sr————————————————
okl ol 2chc‘

como el 4ngulo y es complementario del « es

cos-r=|ena=l/(/’—b)(ﬁ—f)

[2(? -D+(p—a)(p+a)

[2(2—5) + (p—a)(p+0)]

be

de donde el 4rea lateral del tronco es:

fep2=00G—0 (p—b)(p oy

[_ﬁ___p(p—n+<p—o)<pig?
¢ 2e¢

b
+(p—a)()+¢)]] (_}T—b)(c}”—'-‘fﬁ) iy



— 684 —

inse ¢ - el Ares
y suméndole el area del circulo base y la de la elipse DIE obtenemos el drea

total del tronco

2 plp=b)+(p—a)(pto) iy (p—b) (p—c) _*_L[('p—,b)(’—_p»-—c)]

I'be 2¢ be 2

2.2 Las figuras adjuntas indican la manera de proceder y el resultado
pedido en la segunda parte del enunciado.
Jose M. ARREDONDO
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247. Dado un punto A y una recta a que no pasa por A, se consideran los
tridngulos que tienen por vértice el punto A y dos puntos B y C variables si-
tuados en la recta a, siendo constante el dngulo o correspondiente al vér-
tice A. Se pide determinar el lugar de los centros de las circunferencias cir-
cunscritas a los tridangulos A B C, la envolvente de estas circunferencias y
las de las alturas correspondientes a los vértices B y C.

SorucioN.—Llamando O al centro del circulo circunscrito y D al pie de
la perpendicular bajada desde O a (a) se tiene:

o4 R 1

= — 1

oD /t’cu;; cosa

Por lo tanto, ¢l punto O pertenece a una hipérbola que tiene como foco 4,

como directriz (a) y como excentricidad e= . Si unimos D con el otro

COS ¢
foco A de la hipérbola cortard esta recta en M a la circunferencia circuns-
crita en virtud de la propiedad fundamental de la hipérbola, se tiene :

A0—A0=2a=const. [A’'M+ R|—R=A4"M=2a.

Por lo tanto, el punto M pertenece al circulo director relativo al foco A’ en-
volvente de todas las circunferencias circunscritas a A BC. Si llamamos C” el
P

pie de la altura relativa a C, se tiene que i =cosa y <[C'4 C=a; como

C describe (a), el punto C” describir4 la recta homotética de la de (@) con ra-
z6n de homotecia cos 2 y girada en el sentido €'’ un 4ngulo «; de aquf se
deduce que la envolvente de CC’ es una parébola que tiene como foco 4 y
como tangente en el vértice la recta lugar geométrico de C'.

La envolvente de la altura BB’ es la pardbola simétrica de la anterior
respecto a la altura AA’.

E. FELTRER

261. Dado el sistema de ecuaciones

rtayRaz= - 2408

y—ya?=3 |32yt '

cuya resultante en x es R=0 se pide:

1. Reducir R a ecuacién de cuarto grado con el coeficiente del primer
término igual a la unidad, sin término en x* y que carezca de la raiz x=—1.

2.0 Substituir en esta ecuacién el coeficiente del término de primer gra-
do en x por m y el término independiente por n. Suponiendo que el punto
(m, n) puede ocupar todas las posiciones en el plano, limitar en este plano
las regiones correspondientes a la distinta naluraleza de las raices de la ecua-
cion : reales (desiguales e iguales) e imaginarias.

(E. E. pE AGR., 1935).
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SorLucioN.—1.° Las ecuaciones dadas pueden escribirse asi :

Rt —ax)yr—x+2=0

a2yt L(at—1)y+3=01|"

y en este sistema de ecuaciones de segundo grado en y la resultante de Be-

zout es:
R=[@x— ) (x* = D] [= € — ) @2 — D]~ [ 22— ) 3 — 2 — ) a2 =0,
que desarrollada es:

247 — 1448 — 245 42804 — 243 — 1447424 =0.

Esta ecuacion tiene la rafz x=0 y la raiz doblex=—1, elimindndolas por.
divisién por x (v—1)? queda reducida a ¥'—9 %416 4 —Y v 1=0; para

] 9
que desaparezea el término en x* basta poner v =ua"+ 4 , con lo cual, des-

pués de hacer operaciones y de quitar el acento a la &/, queda en la forma:

r 995 875
at — Aly PE L P Ll =0,
8 8 256
que es la pedida:
15
252 ot — ) 2 mx+n=0.

(=

Llamemos t a la incignita:

/4_1;3 24-mit+n=0 (1
si hacemos
115
=1 — 012 ) x=am |
8 2]; o (31
%=t T ’

la ecuacién (1) se puede poner en la forma o f-ux+4y=0, que nos dice que la
tangente a la curva (2) (en coordenadas tangenciales) pasa por el punto (3).
Por consiguiente, para un cierto par de valores de m y n, las raices de (1)
vienen dadas por los valores de t, que corresponden a las tangentes a la cur-
va (2) trazadas por ¢l punto (m, n).
Para obtener la curva (2) en coordenadas puntuales paramétricas resol-
vemos el sistema formado por el haz tangencial

14——1%"3«12+.«‘t+y=0,



g =

y su derivada respecto a t,

“3'—“2'311—*—-\‘:0;

es decir, la curva (2) cs

x=——t—4p

115 )

V=3 - —

115 ,

Esta curva es de la forma de la figura adjunta, y segin el nimero de
tangentes que desde cada punto se le pueden trazar, queda dividido el pla-
no en las siguientes regiones: En el rayado vertical hay cuatro rafces ima-

ginarias ; en el horizontal, cuatro reales y distintas y en el inclinado dos rea-
les distintas y dos imaginarias conjugadas, Sobre la curva, en el trozo
A B C D E F A, hay dos rafces iguales y dos reales distintas. En el pun-
to A hay dos raices dobles y en €y E cuatro rafces reales iguales: en los
trozos AM y AN hay dos ra‘ces reales iguales y otras dos imaginarias con-
jugadas,

Nota.—La figura es un croquis; no est4 a escala por las dificultades
del dibujo.
Jose M.* ARREDONDO

989. En un sistema cartesiano rectangular el vector a de médulo 10
tiene por recta de posicion la definida por el punto A (0, 0,~2) y los pard-
metros directores

- 3Vs 3 1

: V'IOT"VTG'V‘T(T’

halldndose el origen de a en A,
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Supéngase lanzado el veclor a modo de flecha, segun su linea de acctdn
y sentido positivo hasta chocar con la superficie de ecuacion

a4y —2:—20=0 (9).

Considerada ésta como impenetrable, al chocar el vector a desliza en con-
tacto con ella, conservdndose paralelo a si mismo, en el plano conteniendo
el eje Z y definido por la posicién inicial del vector y en sentido positivo de
dicho eje coordenado, hasta aquella posicién en que forma con la normal
@ la superficie (S) un dngulo de 27° 54’. Inmovilizado en esta posicion, té-
mense momentos de él respecto de los puntos de la curva (c) de ecuaciones

xy—4=0

3—4=0 ©

y hdllese la curva lugar geométrico de la proyeccion del extremo del vector
momento sobre el plano XY, representdndola, ademds, grdficamente, y ana-
lisando la relacién que la liga a la (c).

El valor aproximado de tg 27° 54’ que debe tomarse es
(E. E. ING. Acr., ocr. 1935)
SoLucioN.—Supongamos que el punto de c.hoque sea
P[3Y38 A, 8%, 2)+taq],

en el que A y 2 son pardmetros a determinar ; expresando que P esta sobre
(S) se tiene:

182 — 2% — (2 + 10) = 0 )

Expresando que la normal y el vector a forman un 4ngulo de 27° 54/,
se tiene:

cos (279,54’ = ., parémetros directores de a, [3 /3, 3, 2]
V 870 < » de la normal, [6)/ 31, 61, —2]

R
V310 V10@6k+1)

Elevando al cuadrado y simplificando ;
4R —-3I\—7=0

_%7+Y%01  $71a651 - t1
NI el S N

44
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Tomando el valor h=+1, puesto que resulta el punto de choque en la
direccién positiva de Z, sustituyendo este valor en (1), resulta z=0, de donde :

P[3V3, 8, 8.

Las coordenadas del origen del vector son :

DAl R )
a~o=31/3—_§_=;‘2/ (
3 3 :
"’=3’—""—:“—
- 9 p) E
Zp=8—1=7

Hallado ¢l momento de a respecto a A (p., —i-, 4) situado en ().

n
L M N
- 4
g L=——+43
31;3 —q 132—-—7: T—4 i T
3)s 3 M=yp+3)38.
- =

Llamando X e Y a las coordenadas del extremo del vector momento :

.X=p.——3———é—
{0

= 4
Y=p+38)8 + —
n

Eliminando el pardmetro p obtenemos la ecuacién del lugar.

X'—Y'+6X+6)sy—2=0"
Hipérbola — equildtera




Centro (— 3, 3]3). ‘
Ecuacién reducida a su centrn: Xé—Y2—16=0.

¢l " //
N\ l y

| /;ni \\\ X

Esta hipérbola es la homotética de la (c) razén de la homotecia 4/ 2 girada

un éngulo (+45° y trasladada (—3, 8])'3, —4) cada uno de sus puntos.
FELTRER

287, Construir las curvas: »

Ly

=2 =24y,

>L7y L

e

s

’

SorLucioNn.—Sea C° la curva:
€

Lx Ly
e +e¢—— =2xy;
Ly Ly
representando '
e=1
¢'=21

Efectuemos el cambio de variables :
X=Lax ¥i=Ly,
.
la curva C ; s transforma entonces en la

. I e
F: = "‘NX . -—20X+Y=O.
XY

7

Para pasarlos a paramétricas nos conviene llamar # al cociente

v fa-

cilmente se deduce :
i el 2 =ex(1+t)
2t
'8 )
X 10 g bt Bl o gty eten
14-¢ 2¢ 1+ 21




Trazado de las curvas:

1 -1 A ‘ :
Cada una de las C;, C_, es simétrica respecto a la primera bisectriz
) 1 : . iy .
y—x=0; la curva C_ es simétrica de la C, , también respecto de la
y—x=0, correspondiendo los puntos simétricos a los valores inversos de .

Derivando las expresiones X=X (t) e Y=Y (I) obtenemos:

A 7 _ f—-{»-l e 12 —¢ _1 e--lwsﬂ
O T t df4e 2
g —UENE 4D
W e )
2 4ee)
] u 1t —c ef-¢e 22
= = (41 Li-— .
(+n’ 1'1'3+e( )+ 2/
o N a1
! 2+ et

Damos valores a ¢ ¥ ¢':

10 &=2¢ =1, ¢/ >0. Tracemos al arco 0<i<l

2
AR S ol
T

decrece desde + 0 u 0, siendo cada uno de los factores positivo decreciente

"
Y =— =
TV
] o 4 1
e A—1 142
’ I b = — (¢ 1 L )
u' 0 T L 241 Lt 2¢
“ (e s e RN i ) ke o Lt 1)
A L 1) g

wy se anula para 7; = V'/ f—2
u se anula para un valor Unico entre 0yl,

1 —a?
a4 0,17, X(@= _l T 4 0,94,
Y (a) # 0,16, & (a) 4 2,56, v (2) 4 1,17.

Se puede construir ya la curva atendiendo al siguiente cuadro :



¢ 0 a 1
X [+0 N\ 094 N\ 0
y [+0 N\ 2,56 N\ 1
v |1 /1T N 1
Y 0 /0,16 N\, 0
7‘7'71‘ + 0 —
:
||
L -
::n
. = CE
T = %

Para precisar la tangente en A (1, 1) se observa qgue :

dy rYd y T XY
—e S e == g =l
dy  eNa X @X

En el punto (1, 1)

y—1 er—l ¥
R V-»-=f-—-’l.
i w—1- &Ky X

Luego la tangente en 4 es 04,
2° Sean, ahora, 1 =¢' = —1{, ¢ << 0, tracemos el arco — 1 « ¢ < 0.

P B o Viow oohbepp 1078
N TR I+¢  —35;"
R I s 142
R () A1 g -2+’
t | -1 0
T oo D B—dnn—1)

t 8§ == ’

5|0 /7 T L ey
SO N i)
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’ u 7?2 —1 142
= .ou= S ) D e
T Uty 2 ()t -y
D4y
' L(2 4 1) :

', no se anula para ningin valor comprendido entre 0 y —1. z no se anula
para ningun valor entre —1 y 0,

', se anula para t, = —|J5 —2.
|1 ty 0
u" 0 — 0 + -

|0 N min. /S +v

u se anula para un solo valor # entre —1 y 0.

1—
-031, X@= 0,82,
B 4 ® T + 0
Y () 4 — 0.2,
Aty B 0
X S
X|0o » 082 / +o
e |1 en R8T o b0
vy |1\, 018 1
y|o \—03% / 0
vl - 0 .+
'
1
of
221} --==mefe
e =
: i o
e X
En el punto 4 (-1, —1), se tiene:
F T i il 3 RSO

a—1 | Y
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luego la tangente en A es perpendicular a 04

1 11—

80 1= +1, =1, X= T N Y= X7
1+4+¢ 2/
0<t<cl y t<—1
~ 2 —
X = g . g 241 —-Ll 1
M | R ) 1t —1) 2¢
R V.t I
‘ pE—12(¢+1) o+
2~ - — g —
BN T e
t—1 2¢ t(e—1)2(+1)
s’ es nulo para t; = - ]_:—-TJTTT;): entre 0 y 1; con los datos apuntados

podremos establecer ¢l cuadro de valores :

- el 0 ly 1
- ‘ : v;._w o - — .
. |____,__ i -
3 }’—w / 4o +» /S oméx. N\, —=
‘ <o
s se anula para un solo valor y inferior a —1,
. QN
14 =8, ' X()= T4 —0,22,
YO ++ 0L, @ #08 ()43
u’y se anula para un solo valor 8 entre 0 y 1
a2 &
HEOM, X O)= L 1,05,
Y (@) 40,16, () 4F 2,85, v(2)=1,16.
Resumiendo :
P [ {
S Lo N S (1. 7L O N R () I
X, -0 + | —
X[ 0 N—02 o0 /o 1+o \ 1,06\ 0 \ -
& N0 1 / t® +o 1\ 2,85 Ny TR
B B el I 1 A 57708 N 1 X
Yy 't?_\ 0\-——@ 8 (086N, 0 \\!—w
Yl. ek + (1] 0 —
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S

En el punto A4 (—1, —1) se cumple :

mwt=—U+Vﬂ,f:}H—U+Vﬁy
e et
x—1

Las tangentes a los dos arcos son, pues, perpendiculares,

Y

UB K

ek |

el 1

o| o8 289 x

En el punto 0 (t=1) la tangente tiene por coeficiente angular

lim -2 = lim cY“x,
x
¢ — —1
y—x=2=1,3=F ~g L.y,
A4 1 2¢ £

luego la tangente es OA
f J. Garieco Diaz

291. Siendo a y b reales, demasirar que la ecuacion 2'7L yaztb=0
tiene 2p o 2p—1 raices a la derecha del eje Y segin que b sea positivo
o negalivo.

SoLucioN.—El numero de rafces, de la ecuacién

de coeficientes reales, contenidas en el semiplano x>0 es

n e @ () ;

re=———
A 2. 24 "oly)

siendo
9 () =a s — a "t a " — :

¥ (J)=“oyn"'“z}'n-,+a4;v"_’ e G hoe
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4p—1 . e dans
En el caso propuesto es ¢, (v)=—b, o (y) = v'?"'—ay; es decir,

,._.,“_ll:lm!_E” .
= > 9 —t ‘v”’_l—a.\'

Calculemos el exceso directamente, por la definicién, El denominador de

la fraccion a = —\;»p{l_/, . puede escribirse en la forma y (y4p—2—qa),
: W
Supongamos primero que es b>0
Si a>0, el denominador tiene tres raices reales que son y=0, v=-in,
Op—-_ﬁ_

siendo |a| = Va . Cuando y pasa por la rafz y=0 la fraccién u pasa
de —» @ -} , y cuando pasa y por las rafces v = = a , pasa la frac-
cién de + @ a — o ; por consiguiente, su exceso es —1.

Si es a<<0 el denominador de u es de la forma v (v*P~% 4-a) con la vinica
rafz real y=0 pasando de + ® a — o la fraccién u cuando y pasa por
ella. El exceso es por tanto —1,

Si fuese b<<0 se ve de igual manera que cualquiera que sea el signo de a
el exceso es +1. Por lo tanto, para :

b>0 el nimero de raices a la derecha del eje y es

,~=_4£:..1_+_1..=2/9,

¥ para b<<0 el nimero de rafces a la derecha del eje y es

4p—1 1

Pt m=t s ) ~——=2p—- 3

2 2

Jose M.* ARREDONDO

322, ;Existe un punto tal que sus proyecciones sobre las generalrices
de un mismo sistema de un paraboloide, estén alineados?

SoLucion.—Sea el paraboloide hiperbélico :

y 3 1 y 3 9
G e ﬁ‘;-—;‘)
t1).s (2)
Lol aveil, I .
b ¢ b ¢ !

Sea P (a, B, y) el punto buscado, si el sistema escogido es (1) una de las
generatrices del sistema (2) serd la recta sobré la cual estén alineados to-



g
dos los pies de las perpendiculares trazadas por /; las coordenadas de
este pie son:

fo M WAKme o a—Kme

2 K 2 K 2 K

Expresando que es el punto de corte de las generatrices del sistema (1)
con el plano ortogonal a las mismas trazado por P:

L

b c
T e efee @)=,

se tiene:

1 m b A+ Kmb ¢c (01— Km)c
2 K (21\’ a)+2l 2 K W"p]“f‘zv[” 2K 'V'_TJ:O’

o sca quitando denominadores y ordenando :

[(B+c)m—2@7—bB)) K —[*—2a—c] K4 m=0.

Como ¢s un polinomio idénticamente nulo en K, igualando a cero los
coeficientes se tiene:

P +ym—2@cy—5F=0,
2 —2q— =0,
m =0
por la tanto, llamando X, V, Z a la coordenadas del lugar, éste es:

Reota{cz-—b) =1
B—-2X—2=0

La segunda ecuacién es el plano de Monge.
E. FELTRER

O1TRA SOLUCION.—Sean g; las generatrices del sistema considerado, = pla-
no director de este sistema, X un punto que suponemos es solucion de la
cuestién, X’ su proyeccién ortogonal sobre 7. Si una recta I, necesariamente
generatriz del otro sistema, es lugar de puntos G; pies de las perpendicula-
res por X a las generatrices g las proyecciones ortogonales G’y sobre m de
los puntos Gy serdn puntos de una recta I’ podaria de X’ respecto de la pa-
rabola ¢ que envuelve las proyecciones g sobre = de las generatrices. Pero
la podaria se reduce a una recta sélo cuando el punto X' es foco de una
parébola ¢, siendo entonces la podaria ' la tangente en el vértice de ¢, lue-
go sblo pueden ser soluciones los puntos X situados en la recta perpendi-
cular al plano director trazada por el faco de la parébola de contorno. Re-
ciprocamente, todo punto X de esta recta 7 es solucién de la cuestion, pues
el plano ortogonal a = trazado por la tangente I’ en el vértice de la parébo-
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la ¢, contiene una generatriz I del paraboloide que corta a las g en puntos
4Gy, que unidos con uno X de r dan rectas ortogonales a las g, por ser
X'G’y ortogonal a g y las g y g1 son paralelas.

P. Drocu

326.  Un capitalista presta una cierta cantidad para reintegrar en cuo-
las anuales cada una de las cuales es la p—sima parte del capital, mds sus
intereses simples totales en los p anos al tanto por ciento i. Cada cuota re-
cibida la coloca en las mismas condiciones, v asi indefinidamente. Calcular
el capital acumulado al cabo de n aios y el tanto por ciento efectivo que
obtiene de renta. Estudiar la variacion de ésla en funcién de p.

Sorucion.—Cada cuota anual vale :

c pi
R I e St [
p(+ 100)‘

la suma total de todas las anualidades m4s sus intereses es:

N T L s
4= » (1+ 100)["+ 200 'J'

it i s S——

-sﬂ-“l‘

—1
o ©

El tanto por ciento efectivo, supuesto el capital colocado a interés simple :

nY
v Bemapl L el
i
«de donde:
100

Yo (A —¢).
cn




—

Estudiando la variacién de Y en funcién de P, llamando m a la cantidad
Jeterminada,

190 (n—1) + '(”——l)] =7,

n 2
= MU D
1004
Que representa una hipérbola equildtera.
E FELTRER

X

397. Dadas las curvas y—x—be" , considérese la figura limitada por las
dos ordenadas correspondientes a las abcisas X y x+h la curva, y el eje X.
¢ Para qué valor de x serd mdxima el drea de esta figura? (h es un valor
constante.

SoLtcion.—El 4rea llamando z a la variable de integracion es

Ah x T L b
A ==f ‘s-—-—be‘)dz: de donde: A'=z - be® =/1+b4“(1—-e‘)= 8
x . x «
O sea,
L3 % X 2
ﬁzé(l'—l)e“; de donde: F.T—‘—T*——q
: 1
b (a"—-l)
- /l. ol
Yuego » =/ ————— se trata de un maximo, pues
7
ot (e"‘ - 1)
x4 7 ) x h
A”=-——!}-’ c“d:.—————l—e“(r'——])
af" o x a

s evidentemente negativa

JosE M.* ARREDONDO

Otras soluciones de los Sres. Feltrer, Miguel A. Hacar, ]. Garcla Rives
v A. G. M.

1
n(n 412

@
329. Sumar la serie 3
1

SOLUCION.
it 1 - 1
n(n + 1)? n(n-+1) (n+1)?
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]
La serie X —————— es absolutamente convergente y lo mismo la
L n(n+1)
% 1 22
Sl = ljlluego
1 (1) 6
© L) 2
L P
y n(n+12 o a(n+1) 1 (1) | 6

Nora.—La serie up= ——
n(n—+41)
Elementos de Andlisis Algebraico, de Rey Pastor, num. 350.

es una serie hipergeométrica. Véase

Jose M.* ARREDONDO

331. Se considera un poligono convexo y luego, el del mismo niimero
de lados, obtenido del precedente al unir los puntos medios de sus lados ;
aplicando sucesivammente este proceso, se obliene una sucesion de poligonos.
Demostrar que esta sucesion tiende a un punto.

SorucioN.—Supongamos que los vértices del poligono convexo considera-
do son los puntos 4,, A,,... Ay, afijos de los nimeros complejos : a,, dy... @,
respectivamente.

B,, B, B,,. B, son los vértices del primer poh'gono‘ obtenido, siendo-
los afijos de los complejos

a, -+ a a, a a,+a
/’lz_‘}; : ’ b‘.!:—m“-; A 1""'ibn= "2 ~

Anélogamente, los vértices del poligono siguiente serdan C,, C,, C,.. Cu,
que representardn los afijos de los complejos ¢, ¢,, ¢;... ¢y, tales que

_ Ao,
[ = ——,
2
Vamos a demostrar que dicha sucesién tiende a un punto: el centro
de distancias medias de los n vértices del poligono primitivo.
Tenemos :

a, + as a, -+ a b by
VL e SR RO L T o=t 20t Ay
2 2 2 Bl
o sustituyendo los exponentes por indices :
Al ap
17 22 o
Asimismo obtenemos :
a? (1 + a)?
- ind

g =
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- Admitiendo que esta ley es cierta al cabo de p—1 operaciones, demostra-

remos que también lo es para la p.
Con efecto: al ser

P apP~! (1 +af !

s e B L = 5
v op 1

se verificard que:

At a(l + a)f

1 9 - (1)
y anédlogamente :
T
29‘ )
y as{ sucesivamente.
Desarrollando (1)
; a1+c;a,+c", [ + :: R
1 ’
op
y teniendo en cuenta que si llamamos
An+“=A1, An+’=;‘1,no---
serd también
ant1 = % LNPERURER "
a1+ + a4 dey ettt + P AR b s
§ 2= - ’
op

Para calcular los paréntesis, seguiremos el procedimiento cldsico, desarro-
llando (1+x)?. Asf

(1-+—x)"§|+c},x+c;xa+ T

y sustituyamos aqui & por una rafz cualquiera de la ecuacién binomia :

=1, es decir, vd'x=eo|_?_k.—=—+;un_?;if_.

’ ‘ n : n
gk
1+x= 2°0l-~—'(co:——-—~+hon.-£-§—)=.2co.!___, i

n "
y por consig'uiente:
: ! . b lpkz d }
(l+x)"-—2’ool’—-——-e i1 T : :

»

Excepto para K=0, el factor de w ﬁende a 0 cuando p crece indefinida-
: 6
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mente. ‘Ahora bien: si sustituimos x por todas las raices de la ccuacidn
binomia x"=1 y sumamos todos los resultados obtenidos, tendremos :

n(l+ep + =3 (140,
1+ ep + ,-;"v ..... S+ a)
n_. 2I3AAH —7V72p =

Pero por lo que hemos dicho antes, excepto el término del 2. miembro
que corresponde a K=0 y que es igual a la unidad, los demads tienden o
cero cuando p a infinito, y por lo tanto

1+5+ i+ o 1

lim - op p

p=—+x

como andlogamente se demuestra para las demds sumas resulta que el

. . L. mtat..ta, .
ndmero I tiene, pues, por limite ——— e decir, ¢l cen-

tro de distancias medias del conjunto de los vértices del poligono dado.
GALLEGO-Di1az

Madrid, marzo 1937,

Otras soluciones de los seiores Arredondo, IlTacar y Garcla Rives,

374, Estudiar la serie

. 1 1 1 1 1

—mte e e e e e L L
P Ty Ty T e T T e Ty Tt '
en la cual a cada grupo de k términos positivos sigue olro de k+1 negativos,
¥ a'cada grupo de términes -negativos sigue ofro de positivos con el snis-
mo nimero de sumandos.

SorvctoN.—Consideremos las sumas de p sumandos

1 1 1 1
el e e R
=D =P (p=1pF2 7=
a1, 14 1 1
o) mm e e e sy L o
R R PP -1
evidentcmqn;e ,
i . 0 >‘°"p 29541 05415 !
ademds ) )
’ f 1 5 p . i ] e
fp<tom Ly s = b
TR T ER T PT A+ 2t
De aqui Sl
BbEn e Lt e 1 a’p.—; " /—l-——-——l—-—

v
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La suma de los p (p+1)—1 primeros términos de la serie considerada, se
pu.-gl« expresar por

1 11 1 R
.9,,, e o S o s e | e A o N  forpip) o f i e — A ——
RS Th A AR B 3-) (4»-'*"5-)-(2-3 S s)+
1 1 1 1 |
T L . Pyt T
(3= "0 + 1 (P(l"—‘) d @ - 1‘)+
1 1 .
~} (f.——{— ..... -+ ):—.1—3' +ay—ay+97 o, — gt
" pp+N—1 : Y ol

Sea n un nimero entero superior a p (p +1)—1; por consiguiente exis-
te un k tal que k2<n<(k+1)* siendo k>p. La serie considerada seré
convergente si |Sa—S'y| es tan pequena como. se quiera, tomando p sufi-
cientemente grande, cualquiera que sca n>p (p+1)—L ‘

n puede ser menor 0 mayor que & (/4 +1). Consideremos los dos casos?

a) pEnskE+1); d=n—rkRZk.

I< ntonces, ¢

PR Wb Vo o=t *,(._L A L ..'...">).’<(15— J——)+
e agal L diic i AE TR T rrot

R _1_;_!;)+«,L__*;,1+1_;g;;.._;'2,
pHL 243 -2k b-1 R+l 2 p+1 APLY R

cualquiera que sea 7.

o) GeED<n<@tr;  d=a—dEHD<E
k£ ntonces, . - ; ' :
g 0 R NN DI ey L e b r
g SRR VIR PRV
1 i PRI L ool R i)
! - — "'+.....+———-—————-+————=—v—+—-—4————<-~‘
r+1 P8 -1 A+l | A4 p . ptt & p
Lucgo en cualquier caso s
2
|8, = Sppsn— | <57
? ;
cualquicra que sea n>p?+p—1. La seric de que se trata es convergente. .
Su suma es por defecto y con un error menor que 1‘05
S5 0,58355. 0
R, MERINO

e § A



