Revista Integracion
Escuela de Matematicas
Universidad Industrial de Santander
Vol. 31, No. 2, 2013, pag. 147-152

Estimativos L? para una clase de operadores
pseudodiferenciales definidos en el toro

DUVvAN CARDONA*

Universidad del Valle, Departamento de Matematicas, A.A 25360, Cali, Colombia.

Resumen. En este trabajo se establecen estimativos L? para operadores pseu-
dodiferenciales definidos en el toro. Los operadores considerados surgen del
estudio de operadores entre grupos abelianos localmente compactos.
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L?-Estimates for a class of pseudo-differential operators
defined on the torus

Abstract. In this work we establish L? estimates from pseudo-differential op-
erators defined on the torus. Such operators arise from the study of operators
on locally compact abelian groups.
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1. Introduccién

La teoria de operadores sobre grupos abelianos localmente compactos es de reciente in-
téres debido a sus aplicaciones a problemas diferenciales periodicos, (es decir, ecuaciones
diferenciales que relacionan funciones periodicas) y se ha desarrollado ampliamente du-
rante los dltimos 10 anos. La cuantizaciéon de operadores definidos en el toro unidimen-
sional se atribuye a Mikhail S. Agranovich (véase [1]). En trabajos recientes, M. Ruzhan-
sky y V. Turunen, han definido operadores pseudo-diferenciales en el toro n—dimensional
T™ (véase [6], y [7]) v han desarrollado un calculo simbolico de tales operadores desde
un marco general orientado al calculo de diferencias finitas. M.W. Wong y S. Molaja-
jloo han establecido estimativos LP para operadores pseudodiferenciales definidos en S*,
(véase [5]). La teoria de operadores pseudodiferenciales en R™ con simbolos en las clases
de Hormander S)"5(R"™ x R™) es una conocida herramienta para estudiar problemas de
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ecuaciones en derivadas parciales (véase [8]). M. Ruzhansky y V. Turunen definen opera-
dores con simbolos toroidales en las clases 7' (T" x Z") (véase [6]); la idea de considerar
simbolos definidos en T™ x Z™ se debe a que el grupo dual del toro n—dimensional
puede ser identificado con Z™. Hacia los afios 70, A. Calderén y R. Vaillancourt ([3]) de-
mostraron la continuidad L? de operadores con simbolos en la clase 5’21 s(R™ xR™), luego,
L. Hérmander y C. Fefferman comprobaron la continuidad de tales operadores sobre LP
con 1 < p < oo, (véase [2]). En cuanto a operadores toroidales con simbolos en las clases
de Hormander S7%(T" x Z"), J. Delgado ha dado un acento definitivo al demostrar la
continuidad LP, 1 < p < oo, para m < 0 y continuidad L? para el caso m = 0, (véase
[4]). En este trabajo se construye una prueba alternativa del resultado establecido por J.
Delgado [4] sobre la continuidad L? de operadores con simbolos en SO s(T" x Z™); para
esto, se emplea un método que permite extraer informacion de la transformada de Fourier
del simbolo y utilizar la finitud de la medida de Lebesgue sobre el toro. A diferencia de
operadores en R", la medida de Lebesgue de R™ no es finita; esto no fue problema para L.
Hormander y C. Fefferman, pues el método que emplearon consiste de estimativos sobre
el niicleo aplicando la teoria de operadores integrales singulares de Calderén-Zigmund.

2. Preliminares

Una funcién ¢ definida en Z™ con valores complejos pertenece a la clase de Schwartz
S(Z"), si para todo entero positivo N existe Cy > 0 tal que |¢(€)] < Cn (€)™ para
todo & € Z", donde (¢) = (1 + |¢]?)Y/2. La transformada de Fourier de una funcion
f € C°°(T") viene dada por

~

for = [ et cez )

La transformada de Fourier es una biyeccion continua de C°°(T™) sobre S(Z™). Una
funcion f sobre la clase de Schwartz S(Z™) puede reconstruirse a partir de la transformada
de Fourier por medio de la formula de inversion, la cual establece que

fla) =" ™ f(g), zeT™ 2)

¢ezn

Dado s € R, se define el espacio de Sobolev de orden s, H*(T™) como el conjunto de
funciones f definidas en T" tales que (£)*f € L?*(Z"). Cada H*(T™) es un espacio de
Hilbert dotado del producto interno (f, h) g=(rny = ((€)** f, h) L2(zn).-

La nocién de derivada de funciones definidas en Z™ esta ligada al operador de diferencias
Ag. Asi, para una funcion ¢ sobre Z" y j =1,...,n, A¢, es el operador definido por

Ag; d(§) = (€ +€5) — B(8),

donde (e;)1<j<n es la base canénica usual de R". Si o; € N, entonces Ag' es la a;-ésima
autocomposicion. Para v € N”, se define Ag = AZ!--- Ag".

Se introduce a continuacion la clase de simbolos toroidales definidos en T™ x Z™.
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Definicién 2.1. Sea 0 < p,d < 1. Se define la clase toroidal de simbolos S)"s(T" x Z")
como el conjunto de funciones o(z, ) tales que

|05 (2,€)| < Cag(€)mrleI+old! (3)
para todo x € T™, y £ € Z™. Aqui o = A?@fa.

Sea o € Sf% (T™ x Z™); el operador pseudodiferencial asociado a o esta definido por

~

Op(o)(f)(x) = > ™ a(x,)f(€). (4)

gezn

M. Ruzhansky y V. Turunen han establecido las siguientes expansiones asintéticas para
el operador adjunto y la composicion de operadores toroidales (véase [6, 7]).

Teorema 2.2 (Operador adjunto). Sea 0 < § < p < 1. Si Op(c) es un operador toroidal
con stmbolo en o € S)s(T™ x Z"), entonces, el operador adjunto de Op(c), Op*(o), es

un operador pseudo-diferencial en ;”5('}1‘" X Z"), y su simbolo tiene expansion asintdtica,

() ~ Y %A?Dg”a(x,ﬁ). (5)

y>0 '

Teorema 2.3 (Composicién). Sea 0 < 6 < p < 1. La composicion Op(t) o Op(c) de
dos operadores pseudodiferenciales con simbolos T € Sll)yé(T" XZ") yo € ;’fa('ﬂ‘" X Z™)

es un operador pseudodiferencial, y su simbolo toroidal ¥(x,€&) € SLH™

0.6 tiene expansion
)
asintotica,

b@.&) ~ Y~ Ar(2,€) - DDo(a,€). (6)

Seo 1

3. Estimativos L?

En [4] J. Delgado establece la continuidad L — BMO de operadores pseudodiferenciales
con simbolos en las clases ;’:‘5(']?” X Z"™), m < 0, y por interpolacion real concluye
la continuidad LP, 1 < p < oco. En esta seccién demostraremos tal resultado en L2
empleando un método diferente; dicho método consiste en extraer informacion de la
transformada de Fourier del simbolo. Como se observara, cuando se tiene continuidad L?
para simbolos en las clases ngé con m suficientemente negativo, se obtiene rapidamente
el mismo resultado en las clases 527 s; un detalle interesante prima en la continuidad de
tales clases, pues no presenta las dificultades del resultado analogo en R™, para el cual
la teoria de operadores integrales singulares de Calderén-Zigmund desempena un papel
decisivo. A favor se tienen un hecho bastante simple: el toro es un espacio de medida
finita, considerando sobre él la medida de Lebesgue.

Presentamos a continuaciéon un elegante estimativo debido a M. Ruzhansky y V. Turunen.

Teorema 3.1. Sea m € R. Todo operador pseudodiferencial con simbolo toroidal en Sg,
se extiende a un operador acotado de H*(T™) sobre H*~™(T"), para todo s € R.

Vol. 31, No. 2, 2013]



150 DuvAN CARDONA

Demostracion. Consultar la Proposicion 4.4.5 de [6]. 4

Imponiendo condiciones sobre m < 0, demostramos a continuaciéon que todo operador
con sfmbolo en S} es continuo sobre L2(T™).

Teorema 3.2. Sean 0 <5 <p<1,q€N,g>n/2ym < —5-2q. Sea o € S's(T" x Z").
Entonces el operador pseudodiferencial Op(o) es continuo de L*(T™) en L*(T™).

Demostracion. Témese q > % entero positivo. Dendtese L, al operador de Laplace en

T™ (es decir, el operador con simbolo asociado o(§) = —472[£|?). Por un célculo directo
se puede establecer que el operador de Laplace satisface la igualdad
1 _ .
(I _ _2ﬁm)€z27rmz — <Z>261271-zz7 (7)
4

para todo z € Z". Aplicando la ecuacion (7) y haciendo integracion por partes se obtiene:
G(n =& = (n— &7 (n—€*5(n - &)
=(n—& 7 n—¢)* / e B o (2, &) da

— (=& [t gpre 9ot o

= =97 [ (1= pLaye o (n s

42

(=g | [ OO Lo (n, s

<-97 [ |- L0 )|de
<(n-— €>72q/ Co(Q)mT02dy
< Cyln— §>_2q-
De otro lado, empleando la Proposicion 4.4.5 de [6],
10p(@)ulfaeny = 3 Op(o)uln)?
nezm™
2
< | 2 Bl -g o)l
nezn \é€zn
2
< X -9 e
nez™ \E€Zm
=C3 - ()72« Jal)” (n)
nezr
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Por tanto, usando la desigualdad de Young,

10p(0)ull2(rny < Cll(m) ™| L1 2oy 8] L2 2y
= CQH<77>_2qHL1(Zn)||u||L2('J1‘n)- v

Teorema 3.3. Sean 0 < § < p <1 ym < 0. Sea o un simbolo en S;’?(;(T" X Z™). Entonces
el operador pseudodiferencial Op(c) es continuo de L*(T™) en L*(T").

Demostracion. Claramente,
0p(o)ullp2(rn) = (Op*(0) o Op(o)u, u) .

Es suficiente demostrar que existe k& € N tal que T% = (Op*(c) o Op(c))* es continuo
de L*(T™) sobre L*(T™). Debido al Teorema 2.3, T* tiene simbolo en S7'; asi, para k
suficientemente grande la continuidad se sigue del Teorema 3.2. ]

Para extender el Teorema 3.3 al caso m = 0 se requiere del siguiente lema, cuya de-
mostracion puede consultarse en [4].

Lema 3.4. Sean a(zx,§) € 5275 y ¢ > 0 tales que a(x, &) > c. Entonces, o(z,¢) = a(x,&)'/?
es un simbolo toroidal en S276.

Observacion 3.5. La demostracion del siguiente teorema es analoga a la establecida en
el marco euclidiano de operadores en R™ (véase [8]).

Teorema 3.6. Sea 0 < 0 < p < 1. Todo operador con simbolo en Sgﬁé(T" X Z™) es
continuo sobre L?(R™).

Demostracion. Considere el operador T' = Op(7) = Op*(c) 0 Op(o). Por el Teorema 2.3,
T tiene simbolo en 5’215; se sigue de esto que el simbolo de T, 7(z,&) es una funcion
acotada. Hagamos

|T(.’I],§)| S M — b7

con b > 0. Se tiene entonces que
M —Re7(z,£) >b> 0.
Del Lema 3.4 se sigue que
a(x,€) = (M —7(2,£))"/? € 50 5;

ademas,

Op*(a) o Op(a) = M — Op(7) + Op(r),

donde r(x,§) € Sp_((;p =9 es un simbolo que proviene de la expansion asintotica. Aplicando
el Teorema 3.3 con m = —(p — J), se tiene

Mjul|72 = Op(o)(w)||72 = [|Op(a)ullF2 — (Op(r)u, u)
> —Clul| e

Por tanto,
10p(a)ulzz < (M + C)ful|7- 9
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