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Laregion de interés bioldgico para las soluciones del sistéjnaiéne dada por
el siguiente conjunto:
n R, (0]
= (X,y)2 RZ:O X K,y 0,t|'|1m e o +a(x())d 2(0,1)
3)
En la siguiente proposicion se prueba que el sistdinesta bien planteado en el
sentido que soluciones con condiciones iniciales grermanecen alli para todo
t O

Proposicién 2.1 El conjunto  de nido en @) es positivamente invariante para
las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales ordinddias (

Demostracion 2.2 A partir de la primera ecuacion dd) se obtiene la desigual-

dad
dx X

— x 1 — ;

dt K
cuya solucion satisfade2 x(t) K. Por otro lado, la solucion de la segunda
ecuacion del) es

y(t) = y(0)e RS( +o(x( )d -

lo cual implica qudimy;;  y(t) existe siy solo si
R
ime ol *9x(Md 2 (Q:1):
ti1 o

existe. Finalmente, se veri ca facilmente que el campo vectorial de nidoPor (
sobre@ no apunta hacia el exterior de. Por lo tanto, cualquier solucion de
(1) que inicie en permanecera alli paratodo 0.

3 Soluciones de equilibrio

Los estados de equilibrio del sistenig éstan dados por las soluciones del si-
guiente sistema algebraico

x 1 % a(x)y

y + gy = 0: (4)
Reemplazandg(x) de nido en (2) en el sistema4) se obtiene
X oy
x 1 K 1+ x 0
X
y Yiex OO )
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A partir de (L1) se tiene que la matriz jacobiadaevaluada ey es

1 0

J(P)= " 4

(12)

Obsérvese que los valores propios @8 estan dados pory =1y » =
lo cual implica quePy = (0; 0) es inestable, mas aun, es un punto de silla. El
resultado anterior se resume en la siguiente proposicion.

Proposicién 4.1 El equilibrio trivial Py es inestable.

Ahora, se determinara la estabilidad del equilidfio Para este n, ob-
sérvese que la matriz evaluada ef?; esta dado por

0 . 1
1 K
IP)=@ K aF (13)
K +1

cuyos valores propios son

3= 1y 4=
Por lo tanto 4 < 0siy solo si
K
: 14
K+1 (14)
El resultado anterior se resume en la siguiente proposicion.

Proposicién 4.2 Si se satisfaceld) el equilibrio trivial P; es local y asintoti-
camente estable en.

Finalmente, se determinaran las condiciones para las cuales el equlibrio
de nido en (Q) es estable en. Obsérvese que paxaé 0 yy 6 0 la ecuaciones
de equilibrio ) se reducen a

1

X

K 1+ X
+ X = o (15)
1+x

Reemplazandol§) en (11)y simpli cando la matriz Jacobiana se reescribe

como 0 1
y 1 X

X -
J(P)=% (l+>§/)2 K 1+x§: (16)
L+ x)? 0
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donde

2B B

Wy Y Y TR

Puesto que todos los términos son positivos, concluimod,§0edefinido en
(27) es negativo, por tanto la bifurcacién de Hopf es supercriticaotifmtado,
cuando

el equilibrioP5 se reescribe como
P21 = (K,0) = P;y.

En este caso la matriz jacobiana se reduce a

J(P2,1) = ( _01 _81 )

cuyos valores propios sdhy —1, lo cual implica queP; se transforma en el
equilibrio no hiperbdlicd®2 ; = P;. En la Figurd Il se presenta un diagrama de
bifurcacién de las soluciones de equilibrio, en el cual se observBqu®- son
inestables cuando < o, queP; es el tnico nodo cuando € (g, o), Mien-
tras queP; es el tnico nodo cuandm > a;. Ahora, dado que los equilibrios
Po, P1 y P2 son inestables cuando < ag, entonces a partir del Teorema de
Poincaré-Bendixon se concluye la existencia de un ciclo limite estable cuando
a < 0. Lo anterior implica que ea = o se presenta una bifurcaién de Hopf
supercritica decreciente: es decir, el equililitioestable se bifurca en un ciclo
limite estable cuanda = ay a medida que el parametmodecrece. Finalmente,
en la region(ag, ai) el equilibrioP5 es el Unico equilibrio estable y ademas no
existen Orbitas cerradas en, en consecudngias globalmente estable en esta
regién. De manera similar, se verifica que en la reg(@n ~o) el equilibrioP;

es globalmente estable.

5 Simulaciones numéricas

En esta seccion se presentan algunas simulaciones numéricas y gréidas-q
tran el crecimiento de la poblacion de bovinos alimentadosRamicum max-
imun (uno de los pastos mas frecuentes y cultivados en la subregién del Bajo
Cauca Antioguefia [3]) por un tiempo inferior o igual a 24 horas por dia.

El Panicum maximutambién conocido como pasto guinea, pajarita o india
son plantas perennes que forman macollas, pueden alcanzar hasta 8lin de
tura. Los tallos son erectos y ascendentes con un vena central piscraunSu
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Diagrama de bifurcacidn de los equilibrios
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Fig. 1: Diagrama de bifurcacion: Comportamiento de las soluciaieesquilibrio vs el
parametra.

inflorescencia se presenta en forma de panoja abierta de 12 a 40 cngide lon
tud. Las raices son fibrosas, largas y nudosas y ocasionalmente tenmeasg,

esto confiere cierta tolerancia a la sequia. Necesitan suelos de media & alta fe
tilidad, bien drenados con pH de 5 a 8 y no tolera suelos inundables, alturas
entre 0 y 1500 m.s.n.m y precipitacion entre 1000 mm y 3500 mm por afio.
Crece muy bien en temperaturas altas, aunque tienen menor tolerancia a la se-
guia que loBrachiarias[19]. Soportan un pastoreo intensivo pero solo con el
mantenimiento de la fertilidad del suelo y responde bien a fertilizacién. Gene-
ralmente recomiendan retirar los animales de la pastura cuando ésta al@ance 2
cm de altural[11]. En la Tabld 2 se presentan los valores de los paramitros
lizados en las simulaciones numéricas. Ademas, se considera que eltparame
a sufre pequefas variaciones de un tiempo aproximadamente igual a 24 hora
(o € [0.9994720,0.999479]) y la capacidad de cardd del pasto guinea esta
medida en tonelada por hectarea de materia seca (pasto deshidratado) [3]

Tabla 2: Valores para los parametrésy 3 del modelol[(1L).

Parametros Definicion Valor Referencias

K Cap. de carga del p. guinea 3.787 [3, 11]

B Tasa de trans. de p. guinea 443 gr/dia [3, 11]
a=dy | Tiempo de alimentacion 0.99947201 Estimado
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Las graficas de la Figufa 2 fueron realizadas con diferentes valeeseath
ellas se puede observar la aparicién de las érbitas periddicas coaandm,, el
comportamiento de la espiral débil cuaraie= o y la solucién de equilibrio de
coexistencia cuando > d lo cual concuerda con los resultados teoricos.

o =0A3TIN, £ =165,y =5 ol SEBETII, K- 1650, ;500
) : o
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Fig. 2: Pequefias variaciones sobre el parametro de bifurcagién0.99947201.

La gréafica que aparece en la Fighta 3 se realizé con lo datos de laTabla 2,
esta grafica muestra una espiral débil, lo cual implica que ambas poblaciones
buscan alcanzar su valor de coexistencia de una forma muy lenta.

Cuando los bovinos son dejados en su zona de pastoreo por un tiempo mayo
qued, (a = 0.999479), se genera un foco atractor (espiral) como se muestra en
la Figurd 4, indicando que con dicho tiempo de alimentacion las poblaciones de
bovinos y graminea tienden a alcanzar su valor de coexistencia en un tiempo
menor que en el anterior caso, es decir, la graminea permanecerantmysta
solo soportard una poblacién constante de bovinos.

Rev.Mate.Teor.ApliqISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 23(2): 4896, July 2016



502 J. ROMERO- E. IBARGUEN - A. PULGARIN - D. CORDERO- I. CASTANO
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Fig. 3: Espiral Débil: Alimentacién con pasto guinea por un tiengp (24 horas
aprox.).

Finalmente, en la Figurd 5 se genera un foco repulsor con ciclo limite es-
table (6rbita), indicando que cuando los bovinos son dejados en suleala
mentacién por un tiempo menor qag (a = 0.9994720), las dos especies co-
existen de manera periddica, lo cual garantiza un balance entre la granidsea
bovinos en el sentido que una vez los bovinos consumen la suficiente geamin
o la graminea alcanza la minima altura que le garantice regenerarse, elks busc
otra fuente de alimentacion hasta que la graminea alcance su altura maximay asi
se repita el proceso nuevamente.

6 Conclusiones

En este articulo se formula un modelo matematico simple sobre la interaccién
planta-herbivoro, en el cual el contacto entre la graminea (planta) gveld
(herbivoro) es analizado mediante un modelo tipo presa-predador eash
puesta funcional de Holling tipo Il (una de las mas frecuentes en la natajyale

El andlisis cualitativo revela la existencia de tres soluciones de equilibrio, el
equilibrio trivial Py = (0, 0), el equilibrio con solo gramined; = (K,0) y
el equlibrio de coexistencia entre graminea y bovikgs= (a/(1 — a),[1 —
(1 + 1/K)a]/(1 — a?)). Consideranda como el parametro de bifurcacion se
verifico la existencia de una bifurcacion de Hopf supercritica en el eqaia
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Fig. 4: Espiral: Alimentacién con pasto guinea por un tiempo mayerc,.
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Fig. 5: Orbita: Alimentacién con pasto guinea por un tiempo meneragy
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