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Resumen

Este documento presenta los concep-
tos fundamentales de un sistema de
re-escritura de una especificacion
ecuacional, junto con el desarrollo
paso a paso de las reglas de re-escri-
tura de la estructura de grupo, para
dos casos especiales.

1. Especificacion ecuacional
Definicion 1.1. Una especificacion
ecuacional es un par ( Z, E), donde X
es la signatura, que consiste en un con-
junto contable e infinito de variables y
un conjunto no vacio de funciones
E G, .. de aridad n, con n £ 0. Si la
aridad es cero, se dice que la funcién
es una constante. E es un conjunto de
ecuaciones s = t, entre los términos s y
t. El conjunto T (X) son los términos
generados de Z, y es el conjunto mas
pequeiio, tal que x € T (X) para cada
variable x € Ly sit, ...t T(Z) en-
tonces F(t, ..., t ) T(Z), para Fe X
de aridad n.

Definicion 1.2. Una sustitucion G es
una funcion, de T(Z) en T(X), de tal
manera que o(F(t, ..., t)) = F(o(t),

, 0(t )) para cada funcién F con
aridad ny con t, ..., t en T(Z). Se
nota t° en lugar de o(t).

Definicion 1.3. Sea (Z, E) una ggpeci-
ficacion ecuacional. Si una ecuacion
s =t entre términos s y t de T(Z) es
derivable de las ecuaciones de E, se
nota que una (£, E) [-s=t, 0,s =t

La derivabilidad estda determinada por
el siguiente sistema de inferencia:

1.Z,E) |-s=t,sis=te E.

2.5i (% E) '— s = t entonces
Z, E) |— s° = t° , para cada sustitu-
cién ©.

3.Si (% E)|-s=t, .. El-S
-F(s,, ....,S) =
F(t, ..., T), para cada funcién F € Z,
de aridad n.

4., E)-t=t
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5851 Bt =t,E B)|-
entonces (X, E) [ -t -t

1

6. Si (B, B)l—s =
C BE)|-t=s.

t entonces

Definicion 1.4. Sea X una signatura.
Una X—algebra A es un conjunto B,
junto con las funciones F*: B — B para
cada funciéon F € X | de aridad n.

Definicion 1.5. Una X-dlgebra A es un
modelo de un conjunto de ecuaciones
E, entre los términos de T (X), si para
cada ecuacion s = t de E es valida en
A, se nota A |= E.

El siguiente teorema de Birkhoff ga-
rantiza la completez del sistema [1].

Teorema 1.6. Sea (X, E) una especifi-
cacion ecuacional. Para todos los tér-
minos s y ten T(Z), se tiene que (2, E)
|—s=tsiysolosi(Z.E)|=s=l.

2. Re-escritura

Definicion 2.1.  Un sistema de re-
escritura R sobre una signatura X, es
un conjunto finito de reglas de
re-escritura de la forma t — r, tal que
t,r € T(Z) y Var(r) < Var(t).

Una regla t — r se aplica a un término
p de X, si un subtérmino s de p, puede
ser asociado a t con alguna sustitucion
o de términos en X, es decirs =t°. La
regla es aplicada mediante el reempla-
zo del subtérmino s en p con el corres-
pondiente término r° de la regla. Se
nota t —.r, o, t — r, para indicar que
el término t de X se re-escribe en el
término r de X, por la aplicacion de
alguna regla de R. Una derivacion es
una sucesion de re-escrituras,
si t— ... — r que se hace en cero o mas
pasos. Se dice que r es derivable de t.
Si ninguna regla es aplicable a t, se
dice que t es irreducible. Cuando un
término irreducible r es derivable de t,
se dice que r es una forma normal de

{2].

Definicion 2.2. Sean oo > By y— 9
son dos reglas de re-escritura, tales que
o se unifica con un subtérmino de 7.
Esto es que existe un contexto C[], un
término t, C[t] e T(X) y = umg (o, t)
tal que ¥ = C[t] y t° = o°
El término ¥ = C[t]° puede ser redu-
cido en dos posibles caminos.
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C[t]° = C[B]° y ¥ — &° El par <
C[B]° , &° > es llamado un par critico
obtenido por la superposicion de o0 —
[ sobre Y — &.

Definicion 2.3. Un par critico <s, t>
se dice que es convergente, si s y t se
reducen a un término comdun.

3. Aplicacion de la Re-
escritura a la estructura de
grupos

Una especificacion ecuacional de la
estructura de grupos es el par (£, E)
donde X contiene los simbolos de fun-
ciones : 0, -, + y E un conjunto de
ecuaciones [5].

Ejemplo 1.

Sea E con las ecuaciones: 0 + x = X,
(x)+x=0,x+y)+z=X+(y +2).
Con base a la definicién 2.1, las re-
glas de re-escritura con la siguiente
orientacion. r;: 0 + x — 0, r,: (-X) + X
—=:0,.r.: (x+y)+z X + (y + z), apli-
cando la definicién 2.2 reiteradamen-
te entre las tres reglas y las nuevas ge-
neradas por los pares criticos no con-
vergentes, se tienen los siguientes he-
chos.

Al suponer r, sobre r,

(0 + X)+z
el A,
X+Z O0+(x+2)
ir
X+z

Al superponer r, sobre r,

(-X+X)+12
L I,
0+z -Xx+(x+12)
rI

z

par critico <z, -z + (X + z)> no
convergente, se afiade la regla
I, X + (X +z) >z

Al superponer r, sobre r,

(x+y)+z2)+WwW

r} r?
x+(y+2)+w x+y)+(z+w)
r L
x+((yﬁjz)+w) X+(y+(z+w))

r‘{

X+ (y+(z+Ww))



Al superponer r, sobre r,
—0+(0+x)
rll Ir f
-0+ x X

par critico <—0 + X, x> no convergen-
te, se afiade lareglar: -0 + X — x.

Al superponer r, sobre r,
-(-X)+(-X+X)
r,d lr

E(—x) +0 @ x

par critico <-(-x) + 0, x> no conver-
gente,se afiade lareglar,: -(-X) + 0 —x.

Al superponer r, sobre 1,
—-(xX+y)+((x+Yy)+2)
[, e,
-(x+y)+ X+ (y+2) z
par critico <-(X +y) + (X + (y + 2)), 2>
no convergente, se trata al final.

Al superponer r, sobre r,
-(-X) + (-x + (x + 2))

r, 1 98
-(-X) + z X+2Z

par critico <-(-X) + z, X + z> no con-
vergente, se aflade la regla
(X)+z—> % +2Z

Al superponer r, sobre r,
(Xx+(X+2)+WwW
ot I
Z+ W X+ ((xX+2)+wW)
r'&
X+ X+ (z+w))
r
4
Z+ W

Al superponer r, sobre r,

-0+0
r,d lr
zs 6°
Al superponer r, sobre 1,
-0+ (0 +x)
el
X 0+x
Ir,
X

Al superponer r_ sobre r,
(-0+y)+z
T r

y+z —O+(£'+z)
i

y +Z

Al superponer r_ sobre r,

—S:O)+(-O+x£
—(-(r)j)+x xr

r7
0+x
T

1
X

4

Al superponer r, sobre r,
(-(x)+0) +z
I r,
X +Z (-x)+ (0 +2)
I.I
-(-X) + z

par critico <x + z, -(-X) + z> conver-
gente, por r..

Luego r, se transforma por r, en
-(-x) + 0 x + 0, se tiene un par critico
x + 0, x no convergente, se anade la
reglar: x+0 x.

Al superponer r, sobre r,

-0+0
il L,
0 -0

par critico <0, -0> no convergente, se
afiade la reglar,: -0 — 0.

Luego r_ se derivader,y der,.

Al superponer r, sobre r,

$(+0)+z
r L,
x+z x+(0+z)
r]
X+2Z

Al superponer r, sobre r,

—x +(x+0)
el L,
-X + X 0
r,
0
Al superponer r, sobre r,
-(-x)+0
el L
-(-x) x+0
ir,
X

par critico <-(-X), X> no convergente,
se afiade lareglar ;: -(-X) — X.

Por tanto r, se infiere de r .

Al superponer r  sobre r,
—(—x)+(—xl
rll) rl
x+(x) O

par critico <x + (-x), 0> no convergen-
te, se afiade lareglar : X + (-x) = 0.

Al superponer r  sobre r,
-(-x) + (-x+2z)
rll) r-1
X+(-x+2) z

par critico <x + (-Xx + z), z>
no convergente, se afade la regla
3D & o (x+2z) >z

Al superponer r, sobre r |
x+y)+(-(x+Yy))
r, d
X+ (y+(-(xX+y) 0
par critico <x + (y + (-(x + ¥))), 0>
no convergente, se aflade la regla
I, X+ (Y +(Hx2Y)) = 0.

Al superponer 1 sobre r,
X+ (-x)) +z

el i,
0+z X+((-xX) + z
e

z

par critico <z, X + (-X + z)> conver-
gente por r,.

Al superponer r, sobre 1,
xX+y)+(-(x+y)+2)
el r,
X+(y+(-(x+y)+2) z

par critico <x + (y + (-(X +y) +2)), z>
no convergente, se trata al final.

Al superponer r , sobre 1,
(-x) + (X + (y +(-(x + ¥))))

Iy T
-x+0 y+(-(x+Yy))
e,

-X

par critico <—x, y + (-(x + y))>
no convergente, se aflade la regla
r;y+(-x+y)--x



De r, y r,, se infiere r, asi:
X+(y+(-(x+y) = x+(-x)>0.

Al superponer r,, sobre r,
W+ +(x+y)
r, £,

-y + (-x) -(x+y)

par critico <-y + (-x), -(X + y)> no
convergente, se afade la regla
[y +(-X) > -(X+y).

De r, y r, se infiere r , asi:
y+((xX+y)—=y+(y+(-x) - -x.
El par critico obtenido de superponer r, so-
brer, se deriva
-X+y)+x+(y+2)
r15
-y +(-(x) + (x+(y +2)
rl]
Y+ (-Xx+ (X +(y+12)))
Iy
-y +(y+2)
Iy
z

El par critico obtenido de superponer r, so-
brer , se deriva
X+(y+(-xX+y)+2)
rIS
XLy ((-i +(-x)) +2))
r”ﬁ

X + (y+ (:B' +(-Xx +2)))
i

X+ (-X +2)
rl:
z

Un sistema de re-escritura R de la es-
tructura dada es:
x+0—>0

(X)) +x >0,
(X+y)+zox+(y+2)
X+ (X+2z2)—>2z
Xx+0-—>ox

:-0-50

o ~(-X) = x

X+ (x)>0
I3:x+(-x+z)—>z

et Y (-x) = -(xX +Yy).

L I T T T T . |
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Ejemplo 2.

Sea E con las ecuaciones: 0 + X = X, X
+(-x)=0,(x+y)+z=x+(y +2), con
base a la definicién 2.1, las reglas de

re-escritura con la siguiente orienta-
cion.r: 0+x =0, r:x+ (-x) =0,
r;(x+y)+z—x+(y+z)y aplican-
do la definicién 2.2 reiteradamente,
similar al ejemplo anterior, se tiene
que:

Al superponer r, sobre r,

0+ (-0)
el L
-0 0

par critico <-0, 0> no convergente, se
anade la reglar;: -0 — 0.

Al superponer r, sobre r,

O+x)+z
rl lr,
X+2Z 0+(x+2)

I-I
X+2z

Al superponer r, sobre r,
xX+(-x)) +z

el L,
O0+z X +(-x+2) :
ed
7

par critico <z, x + (-x + z)>
no convergente, se afiade la regla
X+ (-x+2z) >z

Al superponer r, sobre r,
x+y)+(-(x+y))
rl r

3 2

X + (y +(-(x+Yy)) 0

par critico <x + (y + (-(x +y))), 0> no
convergente, se afade la regla
X+ ((y+(G-x+y)),—0.

Al superponer r, sobre r,
(x+y)+2z)+w

L,
(x+(y+z))+w X+y)+Hz+w)
r, d |y

3 3

X+(y+2)+W)  X+(y+Hz+w))
r,

X+(y+(z+w))

Al superponer r, sobre r,

O+(-0+z)A
el Lr,
0+z y/
rJ
0+z
rd

z

Al superponer r, sobre r,
X+ (-X + (-(-x)))

rd L,

2 5

x+0 —(-X)

par critico <x + 0, -(-x)> no conver-
gente, se afade la regla r.: -(-x) x +0

Al superponer r, sobre r_
X+y)+(-(x+y)+2)
r.d ie
X+(y+(-(X+y)+12) z

par critico <x + (y + (-(s + z)), z> no
convergente, se trata mas adelante.

Al superponer r. sobre r.
%% X+ CED + D)
i, i
X +2 —(-x) +z
Ly
x+0)+z
r

x+(0+z)
L,

X+2z

Al superponer r, sobre r,
(X+(-x+2)+wW
I; r

- | 3
Z+ W X +((-X +2)+ W)

I

X +(-X +(z + W))
I

Z+W

Al superponer r, sobre r,
X+ (-x + (-(x + (-x))))
rﬁ rh
-(x + (-x)) 0
r,
-0
r, 4
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Al superponer r, sobre r,
X+ 0+ (-(x+0)))
rI r(\
X+ (-x+0) 0
e, 4

0

Al superponer r, sobre r,
0+ (y+(-(0+y))
r i i 3
y+(-(0+y)) 0
rl
y+(-y)
r,d
0

Al superponer r, sobre r,
x+@y+(- (X+y))))+z
r(\ r‘
0+2z X +((y +(-(X + y)+ 2)
r
I Z

par critico <z, X +((y +(-(X + y)))+ 2)>
no convergente, se trata mas adelante.

Al superponer r, sobre r,

—X + (-(-x))

r, T,
x+x+0) O

par critico <—x + (x + 0), 0> no gon-

vergente, se trata a continuacion.

Al superponer r. sobre r_
—X +(-(-x)+ zﬁ '
I, I
X+ ((x+0)+2) z
r'(

X+ (x+(0+2)

i

1
X+ (X+2)

par critico <—x + (X + z), z>
no convergente, se anade la regla
r;: -X + (X +z) — z, lo cual hace con-
vergente el par critico obtenido al su-
perponer r., sobre r,

Al superponer r, sobre r,

(-(-x) + y) + z
ok £,
(x+0)+y)+z —(-xX)+(y +2)
rzi L.

(x +(0 + I)H z (x+0)+y+2)
r
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(xX+y)+z (x +(0 +(y + 2))
r, Ir,
X+(y+2) X+ (y+2)

o~

Al superponer r, sobre r,
-0 +(0 +2)
r, o
0+z z
r-t
0+z
el
z

Al superponer r, sobre r,
—x+(x+(x+(x))
I, T,
-x+0 —X

par critico <-x + 0, -x>
con convergente, se afiade la regla
9: -x+0 - —x.

Al superponer r, sobre r,
—(x+y)+ (x+y)+2)
I, d I;
-x+y)+(x+(y+2) z

par critico <—(X +y) + (X + z)), z> no
convergente, se trata mas adelante.

Al superponer r, sobre r,
X+ X+ (y +(-(x+y))

rh rX
-x+0 y+ (-(x+Yy))
e d

par critico <—x, y + (-(X + y))>
no convergente, se aflade la regla
Loiyad(s X +Yy)) ——X.

De r  y r, se infiere r, asi:
x+(y+( (x+y)))%x+( -x) = 0.
Der v r, se infiere el par critico obte-
nido de superponer r, sobre r,, asi:

X+ ({(y+(-(x+y) ))+z)—>x+( x+z)—>z

par critico <—y + (-X), (X + y)> no con-
vergente, se anade la regla
r,:-(x+y)—o-y+(x).

De r, y r, se infiere r asi:
y + (- (x+y))—>y+( y + (-x)) = —X.

El par critico obtenido de superponer
r, sobre r, se deriva
X+(y+( -X+Y)+72)
r,
X+ (y+((-y + (-x)) + 2))
r
X+ (y+ (-y + (—)2 +2)))
Lr,
X+ (-X+2)
r5
z

El par critico obtenido de r, y r, se de-
riva —x+y)+ X+ (y+12)
r
-y + (X)) + (X + (y +2))
Lr,
y+(-x+ X+ (y+2))
Ir,
-y +(y+2)
r

8
z

Un sistema de re-escritura R de la es-
tructura dada es:

:0+x—>0

SX+(x)—>0,
xX+y)+z-o>x+(y+2)

:-0-0

X+ (x+2z2)>2z

t(x)>x+0

X+ (X+2)>z

c-x+0->—x

o (X +y) 2=y + (-X).

o J wn L’-‘ ‘,»:.1 r ;3.

o e e Tl e e

Al superponer r, sobre r, Sea E con las ecuaciones: x + 0 =X, (-
-y +(y+ (-(x+Yy)) X)+x=0,X+y)+z=X+(y + 2),
iz lr, hacer un desarrollo similar a los ante-
-y + (-x) -(x+Y) riores.
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