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Resumen

La probabilidad y la estadistica son una de las ramas de las matematicas con mas
aplicaciones, y cuyos conceptos son mas dificiles de asimilar. Mientras en otras
ramas, como las ciencias naturales, la experimentacion suele ser una herramienta
para desarrollar la intuicion de los estudiantes. En el estudio de la probabilidad este
desarrollo es mas dificil. En este articulo mostramos como las técnicas Monte
Carlo y la realizacion de experimentos por ordenador con numeros
pseudoaleatorios, puede ser muy util en la asimilacion de estas materias. Estas
técnicas son muy usadas en investigacion cientifica, pero su ensefianza suele estar
relegada a cursos especificos de educacion superior. Mediante la simulaciéon por
ordenador se puede también facilitar mucho este tipo de ensefianza también en
niveles educativos mas elementales. Con el uso de esta tecnologia, el docente
puede crear aplicaciones para que el alumnado adquiera mejor las competencias en
estos temas, ademas, estos pueden realizar sus propios experimentos y visualizar el
calculo de magnitudes como la varianza, la media o la funcion de distribucion en
funcion del numero de eventos. Finalmente, el uso de nuevas tecnologias como
javascript y html es discutido y evaluado.
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1. Introduccion

Las matematicas son consideradas, en las etapas educativas que comprenden la
educacion obligatoria, un area instrumental (junto a Lengua Castellana y Literatura, y
Primera Lengua Extranjera), ya que el conocimiento que el alumnado adquirird en dicha
area o asignatura es esencial, para la formacion pluridimensional del alumnado, y garantiza
un correcto desarrollo en su futura vida personal, académica y laboral. Ademas, el
"Conocimiento Matematico" esta recogido en el listado de Competencias Basicas que
recoge la actual Ley Organica 2/2006, de 3 de mayo, de Educacion (LOE), entendiéndose
las Competencias Basicas, como aquellos conocimientos y habilidades que el alumnado
debe adquirir al finalizar la Educacion Secundaria Obligatoria para integrarse de una manera
adecuada en la sociedad. En concreto en Andalucia, el area de matematicas, se incluye el
siguiente nucleo tematico (BOJA 171): 6. Tratamiento de la informacion, azar y
probabilidad.

Durante los primeros afios del proceso educativo se deben aprender los conceptos de
azar y probabilidad, junto a otros mas complejos. La principal finalidad de este nucleo
tematico es que el alumnado comience a interpretar los fendmenos ambientales y sociales de
su entorno cercano mediante en términos matematicos. Esta debe entenderse como una
disciplina que ayuda a interpretar la realidad y a actuar sobre ella de forma responsable,
critica y positiva. Para esa interpretacion, juegan un papel esencial la estadistica y a la
probabilidad, disciplinas matematicas entre las que existe una relacion complementaria. En
la actualidad, multiples aplicaciones de dichas disciplinas invaden practicamente todos los
campos de la actividad humana y gozan de amplio reconocimiento social. Este hecho es
constatado por su creciente importancia en el aprendizaje de otras materias, su presencia en
los medios de comunicacién general, en el mercado laboral y en el ambiente cultural. Por
este motivo, el aprendizaje en todos los niveles educativos se inserta como una
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imprescindible meta de caracter cultural que ha de iniciarse de manera natural desde la
educacion primaria.

El desarrollo gradual comenzara, en los primeros cursos, por las técnicas para la
recogida, organizacion y representacion de los datos a través de las distintas opciones como
tablas o diagramas, para continuar, en cursos sucesivos, con los procesos para la obtencion
de medidas de centralizacion y de dispersion que les permitan realizar un primer analisis de
los datos. Al igual que para otros contenidos del area es recomendable la utilizacion del
ordenador y de las calculadoras, tanto convencionales como graficas, para manipular,
analizar y representar conjuntos de datos. Los juegos de azar proporcionan ejemplos que
permitiran introducir la nociéon de probabilidad y los conceptos asociados a la misma.

Por otro lado, la ensefianza de la estadistica es altamente no trivial. Una de las
principales dificultades es la formacion especifica de los profesores en este ambito
especifico. En el articulo ";Hacia dénde va la educacion estadistica?", Batanero (2000),
afirma: "Los profesores que provienen de la Licenciatura de Matematicas no tienen una
formacion especifica en didactica de la estadistica y muchos de ellos tampoco en estadistica
aplicada. La situacidn es aun peor en lo que se refiere a los profesores de primaria, la mayor
parte de los cuales no han tenido una formacion ni siquiera basica ya no sobre la didactica
de la estadistica, sino sobre los conceptos basicos de estadistica o probabilidad."

Otra dificultad es la escasez de herramientas que un profesor puede ofrecer a los
alumnos para que estos desarrollen sus destrezas. Esta escasez provoca que a menudo la
educacion en estos temas se base en resolver problemas mediante la aplicacion sistematica
de un cierto procedimiento. En muy pocas ocasiones se puede proveer a los estudiantes de
datos reales y de medios para poder analizarlos apropiadamente. Recientemente, la
integracion de las nuevas tecnologias, como hojas de calculo, ha contribuido a socavar esta
segunda dificultad, permitiendo realizar los calculos de una manera mas rapida y dejando
mas tiempo para los conceptos estadisticos.

Seglin la referencia Mills (2002), muchos investigadores en educacion apoyan la
teoria de que los estudiantes aprenden mas eficientemente de forma activa, mediante la
construccion de su propio conocimiento y el sentido que se le otorga al mismo. El
constructivismo, Piaget (1896), sugiere que el nuevo conocimiento no se recibe pasivamente
del maestro al estudiante a través de los libros de texto y conferencias, o simplemente
pidiendo a los estudiantes memorizar las operaciones rutinarias. En su lugar, el significado
se adquiere a través de una interaccion significativa con los nuevos conocimientos, ver
también von Glasersfeld (1987).

A pesar de la claridad con la que un profesor explica un concepto, los alumnos y
alumnas comprenderan el material s6lo después de haber construido su propio significado.
Este proceso puede requerir la reestructuracién y reorganizacion de nuevos conocimientos y
su vinculacion con el conocimiento previo o anterior. El constructivismo sugiere también
que el aprendizaje debe ser facilitado por el profesorado y que la interaccion y el debate son
componentes criticos durante el proceso de aprendizaje, Eggen (2001).

La aplicacion de los conceptos estadisticos, utilizando las simulaciones Monte Carlo,
puede beneficiar a los estudiantes al animarlos a desarrollar su propia comprension de los
conceptos estadisticos. Los estudiantes tendran la oportunidad de aprender mediante la
construccion de sus propias ideas y el conocimiento de las experiencias de simulacion por
ordenador, con la direccion de apoyo por parte del instructor. Segiin Packard (1993) los
estudiantes que participan activamente en su propio aprendizaje suele convertirse en
aprendices mas independientes y solucionadores de problemas.

Una ventaja interesante de las nuevas tecnologias, que se ha sugerido en la literatura,
reside en su capacidad de mejorar la comprensién del alumnado de conceptos abstractos
(Kersten (1983); Dambolena (1986); Gordon y Gordon (1989); Shibli (1990); Kalsbeek
(1996); Hesterberg (1998)). Mediante el uso de la tecnologia informatica actual, es posible

Pagina 580



complementar el analisis de datos, con experiencias adicionales estadisticos mediante la
utilizaciéon de métodos de simulacion por ordenador. Estas simulaciones ofrecen a los
estudiantes experimentar con muestras aleatorias de una poblacién con parametros
conocidos, con el fin de clarificar conceptos abstractos y dificiles de la estadistica.

En este articulo pretendemos mostrar como el docente puede usar herramientas
habituales para la creacion de paginas webs (HTML y JavaScript) para desarrollar las
simulaciones necesarias para que el alumnado pueda realizar sus propios experimentos
estadisticos. Mediante estas herramientas, el alumnado podra participar en la construccion
de su propio conocimiento con la direccion de apoyo por parte del equipo docente. Segun
Packard (1993), los estudiantes que participan activamente en su propio aprendizaje suele
convertirse en aprendices mas independientes y solucionadores de problemas. Mediante
estos métodos, conceptos difusos como la media, mediana, varianza o percentil pueden ser
calculados directamente, desarrollando asi una mejor intuicion al respecto.

2. Metodologia.

Un blog, o bitacora, es una publicacion web de historias que son presentadas en un
orden cronologico. En ellos se pueden incluir texto, ilustraciones, enlaces a otras paginas
web, o animaciones entre otras aplicaciones. También permiten la realizacion de
comentarios por parte de los lectores, fomentando el debate entre el autor y la comunidad a
la que va dirigido el blog.

En los ultimos afios, distintos editores de blogs se han popularizado, como Wordpress
o Blogspot, permitiendo el uso de este medio sin la necesidad de unos elevados
conocimientos informaticos. Por otro lado, es de gran utilidad familiarizarse con el lenguaje
informatico subyacente a esta nueva tecnologia. El lenguaje mas popular para la
programacion web se denomina HTML, siglas de HyperText Markup Language («lenguaje
de marcado de hipertexto»), y se utiliza para describir y traducir la estructura y la
informacién en forma de texto, asi como para complementar el texto con objetos tales como
imagenes. Otra 1til herramienta para el disefio web es JavaScript. Este es un lenguaje que se
afiade al HTML y permite ejecutar instrucciones complejas en la web.

El uso de blogs en la docencia es un tema muy activo en la actualidad. En un reciente
articulo, Lara (2005), se expresa que la versatilidad del formato blog como herramienta de
gestion y publicacion de contenidos ofrece multiples posibilidades de uso educativo, y que
cada vez mas docentes van descubriendo y experimentando en sus respectivas areas
curriculares. Esta flexibilidad, junto con su sencillez de manejo gracias a las plataformas
antes mencionadas, permite que se puedan adaptar a cualquier disciplina, nivel educativo o
metodologia. Un reciente ejemplo del buen uso de los blogs en la docencia de las
matematicas se encuentra en el blog Grima, C, "Mati y sus mateaventuras", ganador del
premio bitacoras 2011 en la categoria de mejor blog educativo y en la de mejor blog.

Segtun Roschelle (2000) (ver también Herndndez (2008)), mediante el uso de las
nuevas tecnologias, y en concreto mediante los blogs, se pone de manifiesto la relacion entre
el aprendizaje significativo y el constructivismo. Mediante el uso de estas técnicas se
demuestra que el aprendizaje es mas significativo mientras estén presentes las siguientes
caracteristicas fundamentales: ambientes de aprendizaje actualizados y actualizables,
compromiso activo, trabajo colaborativo, conocimiento del contexto real, y finalmente, la
interaccion frecuente y retroalimentacion.

Javascript puede aportar a los blogs dinamismo e interaccion. Un alumno puede
aprender mejor si ¢l mismo experimenta el concepto que se trate. Con Javascript el docente
puede crear herramientas que permitan al alumno acercarse mejor a los conceptos. Las
principal ventajas que ofrece este lenguaje es su facilidad de aprendizaje, junto con la
cantidad de librerias que se pueden usar para construir nuevas herramientas. Con la
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aparicion de HTMLS5 la representacion grafica ha evolucionado permitiendo el uso de
graficos en 3D.

Otra ventaja de esta aproximacion es que es independiente del sistema operativo del
usuario. Se vera correctamente si se usa el mismo navegador web sin importar si el sistema
operativo es GNU/Linux, Microsoft Windows o MacOsX. Muchas de las herramientas que
los alumnos encuentran en internet se basan en aplicaciones que estan alojadas en un
servidor y que se ejecutan alla donde éste se encuentre alojado. Con HTML y JavaScript, las
herramientas se pueden usar incluso cuando no se tenga conexioén a internet.

Por otra parte, las técnicas Monte Carlo son una herramienta muy usada en la
investigacion cientifica actual, Metropolis (1987). La pieza clave de esta técnica es la
produccion de nimeros pseudoaleatorios mediante algoritmos que pueden ser computados
muy eficientemente con los ordenadores actuales. Mediante el algoritmo de Metrdpolis,
Metropolis (1953), se pueden generar numeros aleatorios siguiendo una distribucion de
probabilidad arbitraria. El campo de aplicaciones de estas técnicas van desde la simulacion
de procesos fisicos, la integracion de funciones multivariable o la minimizacion. Dadas estas
aplicaciones las técnicas Monte Carlo suelen formar parte del curriculum de carreras
cientificas, como fisica o quimica, véase por ejemplo la web del profesor Pedro Garrido de
la universidad de Granada. La aplicacion, por otro lado, en educacién primaria o secundaria
es mucho menor.

3. Resultados.

En el articulo Weir (2002), estudian el comportamiento en cuanto el aprendizaje de
varios grupos de alumnos frente a aplicaciones desarrolladas para mostrar distintas
distribuciones de probabilidad. Se nos muestra que el uso de estas aplicaciones basadas en
técnicas de simulacion Monte Carlo favorece el aprendizaje de los estudiantes. Para ser mas
precisos, encuentran un aumento significativo de aprendizaje en el alumnado que
presentaban dificultades con otros métodos mas clasicos.

En nuestro trabajo hemos desarrollado varias aplicaciones que pueden ser util para
facilitar el aprendizaje en estadistica. Una de ellas explora la falacia del jugador, un
resultado aparentemente contra intuitivo que suele ser dificil de asimilar por los alumnos.
Esta supuesta contradiccion aparece cuando una persona espera un resultado concreto para
un siguiente dato vista la historia de los anteriores, para variables sin correlacion temporal.
Para ilustrar este fendmeno simulamos el lanzamiento de N monedas, mediante la
generacion de numeros pseudoaleatorios, y repetimos este lanzamiento varias veces hasta
que salgan todas con el mismo estado, todas caras o todas cruz. Una vez realizado esto se
entrega la informacion al usuario y preguntamos qué va a salir en el siguiente lanzamiento.
Tras realizar la experiencia repetidas veces el usuario puede asimilar que el siguiente
resultado de la moneda no es dependiente de los anteriores. La aplicacion interactiva se
puede encontrar en el blog de Daniel Manzano.

Figura 1: Aplicacion de la falacia del jugador.
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En otra aplicacion se puede observar el Teorema del Limite Central. Segun este
teorema clasico, la suma de N numeros aleatorios independientes, con una media 1 y
varianza o finitas, se comporta como un elemento de una distribucion gaussiana con media

Nny varianza o /~/N .

Usando el algoritmo de Metropolis se pueden generar niimeros aleatorios que sigan
unas distribuciones de probabilidad. Nuestra aplicacion genera un numero N de variables
siguiendo una determinada distribucion y calcula su suma. La aplicacion una vez obtenida
una muestra de datos de esa suma dibuja un histograma reflejando que a medida que se
aumenta el nimero de eventos se acerca mas a una distribucion gaussiana. Asi el alumnado
puede relacionarse con el significado real del Teorema del Limite Central, que es una pieza
clave en todas las ciencias empiricas. También mediante la generacion progresiva del
histograma se puede comprender la diferencia entre tener mucha o poca estadistica, y el
alumnado puede entender la diferencia entre tener muchos o pocos eventos. Finalmente,
mediante esta aplicacion se pueden simular distintos experimentos relacionados con la
fisica, la quimica o la economia, transmitiendo conceptos importantes como las barras de
error o los percentiles. Estos "experimentos virtuales" pueden ser comparados por el docente
con experimentos reales y actuales como los realizados en el CERN, muchos de cuyos datos
son publicos, véase la web del CERN.

Figura 2: Histogramas generados con la aplicacion del Teorema del limite central, con 10000
datos (izquierda) y 1000 (derecha)

Finalmente, hemos desarrollado otra aplicacion donde se muestra la utilidad que
puede tener la estadistica y la probabilidad en campos a priori ajenos a la materia, como la
geometria. El objetivo de la aplicacion es calcular el valor de la constante . El método
usado es generar numeros aleatorios dentro de un cuadrado que a su vez contiene un circulo.
Mediante el calculo de la proporcion de numeros dentro y fuera del circulo el area relativa
del circulo con respeto al cuadrado puede ser calculado, y de ahi el valor de la constante. La
aplicacion realiza el calculo en tiempo real, a medida que va generando los puntos. De esta
manera se puede apreciar como se acerca al valor real progresivamente. Esta aplicacion se
encuentra alojada en el blog de F.M. Alexander Bueno.
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Figura 3: Aplicacion del calculo del area de un circulo.

Todas estas herramientas estan licenciadas como software libre, lo cual permite a los
profesores modificar y usar segun sus necesidades. Esta opcion, buscar licencias abiertas, no
es arbitraria. Mediante el uso de licencias de software libre se permite al resto de usuarios
modificar, documentar o adaptar libremente las aplicaciones disponibles, facilitando ademas
la creacion de una comunidad docente que colabore en esta direccion.

4. Conclusiones

En este articulo hemos presentado una técnica matematica, las técnicas Monte Carlo,
y técnicas informaticas, HTML y Javascript, como herramientas utiles para la enseflanza de
la estadistica y la probabilidad en la ensefianza primaria y secundaria. Mediante el uso de
estas nuevas técnicas es posible realizar experimentos virtuales que acercan al alumnado
conceptos abstractos y permiten desarrollar la intuicion al respecto. Estos experimentos
virtuales pueden ser transmitidos mediante blogs, de modo que el alumnado pueda acceder
al contenido fuera del horario docente y practicar. Finalmente, si las simulaciones se
licencian como software libre, el alumnado puede participar de la modificacion y creacion
de nuevas herramientas, fomentando asi el aprendizaje constructivo.
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