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Este es un articulo de divulgacién, que tiene el propésito de elaborar ~ Teorema de
un resumen y comentarios del Libro: Fermat. El teorema de Fermat. ~ Fermat-Wiles.
El problema mds dificil del mundo, aparecido en el 2012 del autor Luis

Fernando Areédn Alvarez. El teorema de Fermat-Wiles esta formulado

en el marco de la ciencia fundamental y no de la ciencia aplicada,

pues, no esta interesado en dar solucion a un problema practico, se

trata de una propiedad de los ntimeros naturales que es de facil

comprensién, sin embargo su demostracién duré mas de 350 afios.

En ese andar, se ha tenido que elaborar mucha matematica. Areén

Alvarez, recrea ésta historia, pero para su comprensién, el autor del

presente articulo, ha afadido explicacién de algunos términos utili-

zados en el referido libro.

The Last Fermat-Wiles Theorem

Abstract Keywords

This is an article of disclosure, which aims to draw up Fermat. Fer-  Fermat - Wiles’
mat's theorem. The most difficult problem in the world. Appeared in  theorem

2012 by Luis Fernando Areén Alvarez.

Fermat-Wiles theorem is formulated within the framework of funda-

mental science, and it is not applied science because it is not interest-

ed in solving a practical problem, it is a property of the natural num-

bers that is easy to understand; however their demonstration lasted

over 350 years. On that way, it has had to make many math’s. Arean

Alvarez recreates this story, but to understand, the author of this ar-

ticle, added explanation of some terms used in the referred book.
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SECCION: Resenas

,quién fue Fermat?

Pierre de Fermat nacié el 17 de agosto de 1601 en Beaumont de Lomagne - Francia y murié
el 12 de enero de 1665, su padre era comerciante y él se gradué de abogado, sin embargo seria
considerado mas tarde “el principe de los aficionados de la matematica”, para hacer referencia
a su falta de formacién profesional en la matematica. En sus tiempos libres se dedicé a resol-
ver problemas de casi todas las dreas de las matematicas conocidas en su época. Fermat fue el
creador de la Geometria Analitica antes que Renato Descartes y también fue el iniciador de la
Teoria de Probabilidades e iniciador del Calculo Diferencial.

Su pasién por la lectura de los trabajos de Diofanto, fundamentalmente por Aritmética de
Diofanto de Alejandria lo convirtié en un especialista de la Teoria de los niimeros, rama cultiva-
daya por los griegos, que sin embargo fiel a la tradicion helena no tiene aplicaciones practicas
y se cultiva simplemente por el placer de conocer las propiedades de los ntimeros.

Fermat era alguien a quién le gustaba retar a sus contemporaneos con preguntas y pro-
blemas o acertijos que €l los resolvia, pero que frecuentemente no los escribia, o los escribia
al margen de los libros que lefa. No gustaba de publicar su produccién. Todo lo que de él se
conoce es lo que ha escrito en los mérgenes de los libros o la correspondencia que mantenia
con otros personajes con quienes compartia y discutia ideas.

Precisamente, en el margen una traduccién realizada por Claude Gaspar de Bachet (1581-
1638) de la Aritmética de Diofanto de Alejandria publicado en 1621; después de la muerte de Pierre
de Fermat cuando su hijo Clemente Samuel publicé en 1670 una recopilacién de los escritos de
su padre con el nombre de Arithmetica de Diofanto con observaciones de P. de Fermat, en una de
la 48 observaciones originales de Fermat se encontraria una que dice : “Cubem autem in duos
cubos, aut quadratoquadratum in duos quadratoquedratos, et generaliter nullam in infinitum ultra
quadratum potestatem in duos eiusdem nominis fas estdividere”, (Singh, 1999, p. 111) es decir: “Es
imposible descomponer un cubo en dos cubos, un bicuadrado en dos bicuadrados, y en gene-
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ral, una potencia cualquiera, aparte del cuadrado, en dos potencias del mismo exponente. He
encontrado una demostracién realmente admirable, pero el margen del libro es muy pequefio
para ponerla”. Proposicion que pasaria a la historia con el nombre del Gltimo teorema de Fermat.

Antecedentes

Una interesante cuestion de la teoria de los niimeros se encuentra relacionada con el Teo-
rema de Pitagoras. Los griegos sabian que el tridngulo de lados 3; 4 y 5 es un tridngulo rectan-
gulo. Fue Pitagoras quién demostré que en todo tridngulo rectdngulo los lados de dicho trian-
gulo se relacionan mediante la siguiente ecuacion: a* + b> = c> donde, a y b son las longitudes
de los catetos y c es la longitud de la hipotenusa.

Se llaman ternas pitagdricas al conjunto de nimeros enteros que cumplen con dicha rela-
cion, tal es el caso del triangulo de lados 3; 4 y 5.

Tratando de encontrar todas las ternas pitagoricas posibles, los griegos demostraron que
cuando:
a=vi-u? b=2uv c=Vv:+u?

se pueden obtener ternas pitagdricas, habiendo encontrado las ternas pitagéricas primi-
tivas (3;4:5) cuandou =2y v =1; (5;12;13) cuando u=3y v =2; (7; 24; 25) cuandou=4y v=3; ..;
(51;140;149) cuando u =10 y v = 7; etc. Estas ternas se denominan primitivas, porque evidente-
mente cualquier maltiplo de estas ternas también cumplen con la condicién a* + b* = c?, pro-
duciéndose una infinidad de ternas a partir de la terna primitiva. Ejemplo: de (3,4,5) se tiene
(6,8,10) ; (9,12,15) ; (12,16,20), etc.

En modo natural surge la pregunta: ¢Es posible encontrar ternas de nimeros enteros que
cumplan con x3 + y3 =23 6 x4 + y4 = z4 ... 0 alin un caso mas general x" + y" = z" cuando n > 22.
Pues, si n =1, se tiene x + y = z, que tiene infinitas soluciones, se trata de la ley de clausura del
conjunto de los naturales; ademas si n=2, entonces x* + y* = z2también tiene infinitas solucio-
nes, se trata del teorema de Pitagoras restringida a los nimeros enteros (ternas pitagéricas).

Segun E. T. Bell, (1995 p. 31) y Aréan, L. (2012 p.12) Pierre de Fermat, leyendo la Aritmética
de Diofanto de Alejandria habria encontrado una demostracién admirable en 1637 en la que
se concluye que no es posible encontrar soluciones a dicha ecuacién con nimeros enteros.
Lamentablemente, tal demostracion se perdié y nunca pudo ser encontrada, por lo que se
convirtié en un reto para las generaciones de matematicos de los siglos siguientes

La busqueda de la demostracion perdida

Leonhard Euler (1707-1783) uno de los mas grandes matematicos del siglo XVIII al encontrar
por primera vez, el denominado dltimo teorema de Fermat, tuvo la esperanza de poder resol-
verlo y se puso a leer con avidez lo ya desarrollado por Fermat con la firme decisién de hallar
alguna huella que permitiera reconstruir tal demostracién. Su dedicacién tuvo como resulta-
do el haber encontrado una demostracién del propio Fermat para un caso aislado: x4 + y* = z4,
no tiene soluciones enteras. En su demostracion se habia utilizado un método denominado de
descenso infinito y creado por Fermat. Este es un método relacionado con las demostraciones
por induccién completa pero al revés, y las demostraciones por el absurdo.
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Fermat, supuso que existe una terna que cumple con la propiedad x* + y#4 = z4, luego de-
muestra que si esta terna existe, existe otra solucién mas pequefa, y otra mds pequefia, y
asi sucesivamente hasta el infinito, pero aqui entra una contradiccién, la serie de nimeros
naturales no puede descender infinitamente, por tanto el supuesto inicial es falso y asi se
demuestra que no existen ternas tal que x4 + y4 = z*

Leonhard Euler, utilizando el métodos de descenso infinito encontré una demostracién
para el caso x3 + y3 = 73, sin embargo, esta ultima demostracién incluye la aceptacion de la exis-
tencia de los niimeros denominados imaginarios, es decir i = V-1. Euler insinué que no habria
forma de resolver el teorema general. Sin embargo surgi6 una idea que abrigaria una espe-
ranza. Pues, pues si no es posible resolver para el caso cuando n = 4, tampoco seria posible
para el caso donde n fuera multiplo de 4, es decir 8, 12, 16, ... 4m; pues en cualquier caso tales
ecuaciones se reducen a una forma x4 + y4 = z4, imposible de tener soluciones enteras. Lo mis-
mo pasaria en el caso de n = 3, tampoco tendrian soluciones las potencias de 3, es decir, 6, 9,
12, 15,...3p. Consecuentemente, conforme al teorema fundamental de la Aritmética, que afirma
que todo nimero entero se puede descomponer en el producto de nimeros primos, entonces
serfa suficiente demostrar que la ecuacién x" + y" = z" no tiene solucién con nimeros enteros
cuando n es un nimero primo mayor que 2. Después de casi un siglo al fin se habia dado un
paso importante pero surge ahora otra dificultad: existen infinitos nimeros primos.

La francesa Sophie Germain (1776-1831) en carta dirigida al Principe de las Matematicas el
aleman Karl Friedrich Gauss (1777-1855), bosqueja un célculo que se concentraba en una caso
mas general los nimeros primos p tal que P = 2p + 1también es un ndmero primo. Tales como
5 porque 2x5+1 =11 que también es primo, etc., pero no incluye en su lista al 13 porque 2x13 + 1=
27,y 27 no es primo. Sophie Germain utilizando un refinado argumento concluyé que cuando
n es igual a estos primos la ecuacién x" + y" = z" probablemente no tenga soluciones. El autor,
afirma que con este método Sophie Germain logré demostrar que el Teorema de Fermat-Wiles
era cierto para todos los nimeros primos regulares menores de 100. Ademas, que esta era la
primera demostraciéon no para casos particulares sino para una clase de nimeros. Sin duda
alguna un enorme progreso.

En 1825 se produce otro pequefio avance: Gustav Lejeune-Dirichlet (1805-1859) y Adrien-Ma-
rie Legendre (1752-1833), ambos en forma independiente demostraron que cuando n =5 no tie-
ne solucidn. Ellos utilizaron los resultados de S. Germain. Pocos afios mas tarde Gabriel Lamé
(1795-1870) demostré que cuando n =7 tampoco existe solucién.

Estos avances stbitamente fueron alertados por un argumento de Ernest Kummer (1810-
1893). Las demostraciones realizadas hasta la fecha, atin sin mencionarlas estaban basadas en
el reconocimiento implicito de que la factorizacién es Unica. Asf pues, los dominios de facto-
rizacién tnica DFU, como en el caso de los nimeros enteros, cuando se factoriza un niimero,
sélo se puede hacer de una Ginica manera como producto de nimeros primos (salvo el orden);
sin embargo desde Leonhard Euler para el caso n = 3 habia habido necesidad de introducir los
nimeros complejos que estan formados por una parte real y otra parte imaginaria, siendo
todo niimero de la forma a + bi. Pero los niimeros complejos no son dominios de factorizacion
Unica, sino que admiten varias factorizaciones. Ejm. 15 =3 x 5; pero también 15 = (2 + V1) (2 -
\11i) = (3 +V6 i) 3 - V6 i)... es decir, no hay factorizacion tnica.

Tanto Gabriel Lamé como Augustin Louis Cauchy (1789-1857) que habian trabajado en la
aceptacién implicita de la factorizacién tnica quedaron desilusionados ante las observacio-
nes de Ernest Kummer (1810-1893). Sin embargo, el propio Kummer desarrollé una poderosa
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estrategia para demostrar que la conjetura de Fermat era cierta para una clase de exponentes,
los exponentes primos regulares (los nimeros primos que mediante un artificio podian ser
aceptados como casos de factorizacidn Unica, es decir un grupo de clase de ideales). Stewart
(2014, p 158) ampliando lo que considera Arean, menciona que para el efecto hubo necesidad
de crear el concepto de Ideal dentro de un anillo, como es el caso de los multiplos de un nu-
mero entero, pero un niumero ideal no es en realidad un nimero, se trata de simbolos que se
comportan de forma muy parecida a los niimeros. De ésta manera demostré que todo entero
ciclotémico puede factorizarse univocamente en nimeros primos ideales. Asi Kummer anun-
cié que se podia demostrar que el ultimo Teorema de Fermat, se podia demostrar para un
nimero grande de exponentes, a los que llamé primos regulares. (en adelante para referirnos
al tltimo teorema de Fermat-Willes, qu es la denominacién actual, sélo se escribira TFW)

Pero por supuesto que quedaba en duda los exponentes que no pertenecieran a dicha clase
(los exponentes primos irregulares o sea aquellos que atin con el artificio anterior no podian
ser expresados como casos de factorizacién tnica), no pudiendo descartarse que en el segun-
do grupo de exponentes hubiera alguno para los que la conjetura fuera falsa. Los aconteci-
mientos se estaban desarrollando lentamente.

Kummer habia probado que una demostracién completa del TFW estaba mas alla de las
técnicas matematicas conocidas hasta ese momento. Su argumento era una pieza brillante de
l6gica matemdtica y a su vez un duro golpe para la generacién de mateméticos que tenian la
esperanza de lograr una demostracién que ya habia anunciado Pierre de Fermat en 1637.

El problema de los fundamentos de la matematica

Un aspecto que no considera Aréan Alvarez, que sin embargo, en mi modesta opinién es
muy importante, es aquella que vincula al TFW con los fundamentos de la matematica. (Singh,
1999 pp 219-231), pues, con la creacién de la Teorfa de conjuntos por Georg Cantor (1845-1918) se
inicia un periodo de revision de los fundamentos de la matematica debido fundamentalmente
al hecho de que la aritmética y los sistemas numéricos fueron axiomatizados. La nueva axio-
matica rechaza el principio de evidencia que tanto habian reclamado los griegos respecto a la
naturaleza de los axiomas. Ahora un axioma es simplemente una proposicién no demostrada
que se acepta para el inicio de una teoria, el axioma puede o no ser evidente, con la tnica con-
dicion de que el sistema sea consistente, independiente y completo.

La consistencia exige que dentro de la teoria no pueda demostrarse jamas una proposicion
p y su contrario ~p ambas como verdaderas. La independencia implica que los axiomas son
tales que nunca un axioma pueda deducirse de los otros axiomas porque entonces ya no es
un axioma sino un teorema, y finalmente que el sistema sea completo o que tenga todos los
axiomas que la teorfa necesita para su desarrollo.

Lamentablemente Kurt Godel (1906-1978) en metamatematica establecié dos proposicio-
nes de indecidibilidad, que puede resumirse brevemente en: Primer teorema de indecidibili-
dad: Si la teoria axiomética de los conjuntos es consistente, entonces hay dos teoremas que
no pueden ser comprobados ni refutados. Segundo teorema de indecidibilidad: No hay ningtin
procedimiento constructivo que pueda demostrar que la teoria axiomética es consistente, lo
que condujo al denominado teorema de incompletitud de la Aritmética que manifiesta: “Si la
aritmética formal es no contradictoria (es consistente) existe una formula de la aritmética
formal tal que ni F ni no-F son demostrables dentro de esta teoria”. En otras palabras, si la
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aritmética formal es consistente, entonces no es una teoria completa. La consistencia de una
teoria implica la existencia de alguna proposicién de esa teoria que no puede demostrarse
que sea verdadera o que sea falsa. ¢Serfa acaso, el TFW una proposicién indemostrable? Si la
respuesta es afirmativa se habria encontrado una prueba de que la aritmética es consistente o
no contradictoria. Ahora, el problema es demostrar que es indemostrable.

La era de las computadoras y el TFW

Después de la Segunda Guerra Mundial con el desarrollo de las computadoras y después
de haber descubierto un error en el trabajo de Cauchy y Lamé, Kummer mostré que lo que
faltaba para probar el TFW era resolver los casos en los que n es igual a un nimero primo
irregular (los tinicos primos irregulares menores de 100 son 37; 59 y 67; sin embargo los primos
irregulares son infinitos), por tanto, para lograr una demostracién del TFW habia que demos-
trar que lo era cuando los exponentes eran primos irregulares, pero los célculos eran tediosos
y muy complicados.

El propio Kummer y su colega Dimitri Mirimanoff (1889- ) dedicaron varias semanas al
calculo de los tres primeros primos irregulares. Varias décadas después con la ayuda de la na-
ciente tecnologia de las computadoras estos calculos se abreviarian y asi en la década de los
ochenta, Samuel S. Wagstaff (1945) de la Universidad de lllinois llegaria a comprobar que el ul-
timo teorema de Fermat no tiene solucién cuando n toma valores hasta veinticinco mil. Otros
trabajos mas recientes se han realizado con computadoras mds veloces y de mayor capacidad
y se ha logrado verificar que el dltimo teorema de Fermat es verdadero para todos los valores
cuando n llega hasta cuatro millones.

Sin embargo, estos célculos no pueden considerarse como una demostracién, son simple-
mente evidencias, pero en matemdtica las evidencias no constituyen demostraciones. Una
proposicién adquiere la ciudadania de teorema cuando se realiza su demostracién, caso con-
trario queda como conjetura.

Se logra la demostracion del TFW, mas de 350
anos después

Andrew Wiles, nacido el 11 de abril de 1953 en Cambridge- Inglaterra, lograria la hazafia de
realizar la primera demostracién completa del denominado ultimo teorema de Fermat-Wiles.
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Nuevamente Stewart (2014, p. 166) agrega un dato no considerado por Aredn, en 1971 Wiles
obtuvo un grado en matematicas en Oxford y se trasladé a Cambridge para hacer su docto-
rado, parece que quiso ocuparse del tltimo teorema de Fermat como tema de graduacion,
pero fue advertido Por Jhon Coates (1945- ) que se trataba de un tema muy dificil para una
tesis. Cuando Andrew Wiles se doctoré en 1978 su asesor Jhon Coates le aconsej6 que debe-
ria estudiar un drea de la matematica denominado curvas elipticas que son ecuaciones de la
forma y? = x3 + ax?+ bx + c donde a, b y ¢ son nlimeros enteros y que estan relacionadas con
las ecuaciones que sirven para calcular el movimiento de los planetas (esta es la razén por la
que se les denomina curvas elipticas). Demostrar que una ecuacién de una curva eliptica tiene
un solo conjunto de soluciones en nlimeros enteros es una tarea inmensamente dificil. Sin
embargo mediante propiedades de la teoria de grupos de Evariste Galois (1811-1832) y funda-
mentalmente con la denominada aritmética del reloj es posible encontrar soluciones. Para ello
cada ecuacion de una curva eliptica proporciona una serie E. La serie E lleva la esencia de la
ecuacion eliptica y se constituye en una especie de ADN de las ecuaciones elipticas.

En 1954 dos jéovenes matematicos japoneses Goro Shimura (1928- ) y Yutaka Taniyama
(1927-1958) comenzaron a estudiar ecuaciones que ya habian sido abandonadas en Occidente
: formas modulares, los tedricos de los nimeros consideraban cinco operaciones fundamen-
tales: adicién, sustraccién, multiplicacién, division y formas modulares (La operacién formas
modulares, se refiere a la simetria de las figuras geométricas). Las formas modulares que ha-
bitan en el espacio hiperbdlico tienen varios disefios y tamafios, pero cada uno de ellos estd
construido con los mismos componentes basicos. Las formas modulares proporcionan una
serie M que a su vez se constituyen en una especie de ADN de las formas modulares.

Taniyamay Shimura creian firmemente que habia una relacién entre las ecuaciones elipti-
cas y las formas modulares, sin embargo por mas que afinaron sus argumentos légicos nunca
pudieron demostrar tal relacion. Taniyama-Shimura, estaban convencidos que a toda ecuacion
eliptica le corresponde una forma modular. Esta proposicion se conocié como la conjetura de
Taniyama-Shimura, que fue la base de muchos avances en la Matematica pese a su condicion
de conjetura. Sin embargo, se encontraron nuevas evidencias de tal relacién. Si la conjetura de
Taniyama-Shimura era verdadera, ello permitiria a los matematicos abordar, a través del mun-
do modular, problemas elipticos que habian permanecido sin resolver durante siglos. Entre
ellos el dltimo teorema de Fermat.

En 1984 Gerhard Frey (1944- ) con un razonamiento por el absurdo logré establecer el
puente que estaba faltando para la demostracion del dltimo teorema de Fermat. Pensé en una
solucién hipotética del ultimo teorema de Fermat. Existen los nimeros enteros A, By C que
satisfacen la ecuacién de Fermat x" + y" = z" Frey convirtié la ecuacion original de Fermat con
la solucién hipotética en la ecuacidn eliptica y? = x3 + (AN — BN) x> — ANBM. Luego, si la conjetura
de Taniyama-Shimura es verdadera entonces toda ecuacién eliptica es modular. Si toda ecua-
cion eliptica es modular entonces no puede existir la ecuacion eliptica de Frey. Si la ecuacién
eliptica de Frey no existe entonces no puede haber soluciones a la ecuacién de Fermat. Por
tanto el ultimo teorema de Fermat es verdadero.

Andrew Wiles utilizando un razonamiento por inducciéon matematica finalmente logré
demostrar que la conjetura de Taniyama-Shimura era verdadera. Primero demostré que era
verdadero para N =1, luego suponiendo que es verdadera para un N habia que demostrar que
también era verdadero para N + 1, es decir para el sucesor de N. Esta tarea no fue nada facil.
Los célculos eran enormes y tediosos. Hubo necesidad de recurrir al uso de la técnica combi-
nada de Kolyvagin-Flach y a la teoria de lwasawa. Ambas, por si solas eran insuficientes.
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El 24 de junio de 1993 al terminar una serie de tres conferencias sobre “Formas modula-
res, curvas elipticas y teoria de Galois” se anuncié al mundo la demostracién de la conjetura
Taniyama-Shimura y como corolario de este teorema el tltimo teorema de Fermat-Wiles, sin
embargo el Comité que deberia verificar, encontré un error, faltaba justificar uno de los pasos.
La correccion de este pequefio detalle llevaria algo més de un afio. Andrew Wiles tuvo que re-
currir a la ayuda de uno de sus brillantes alumnos Richard Lawrence Taylor (1962), finalmente
entre setiembre y octubre de 1994 se corrigié lo que faltaba y se entregé al Comité evaluador
el informe completo en 130 paginas de Matematicas que se tuvo que crear para lograr seme-
jante hazafa. En 1995, el Comité encargado de la revisién acepto la demostracion de TFW.

Por esta epopeya intelectual en 1998 recibié la Medalla Fields de Matematica, asimismo,
el asteroide 9999 se ha denominado Asteroide Wiles, en su honor. El presente articulo de di-
vulgacién es un homenaje a los veinte afios de la demostracion del TFW y a la generacién de
matematicos que nos han ensefiado el valor de no rendirse.

Conclusiones

1. La proposicién lanzada por Pierre de Fermat se hizo en 1637 y lo convirtié en Teorema en
1995 Andrew Wiles. Por esa razén en la actualidad se conoce con el nombre de Teorema de
Fermat-Wiles.

2. Para la demostracién del TFW hubo que crear nueva matematica, matematica que no
existia en los tiempos de Fermat. Tal vez Fermat generaliz6 muy pronto su proposicion y
cuando se dio cuenta de que habia un error en la demostracién que afirma haber logrado,
nunca volvié a mencionarla. O tal vez si lo demostro, en cuyo caso debe haber sido por un
camino totalmente diferente al de Andrew Wiles. La demostracién del ahora teorema de
Taniyama-Shimura, ha permitido enormes avances en la teoria de nimeros.

3. En la demostracién del dltimo teorema de Fermat-Wiles se constata la unidad del pen-
samiento matematico, puede considerarse como una demostracién aritmético-geométri-
co-algebraico.

4. Elteorema de Fermat fue propuesto en 1637, la demostracion final se realizé en 1994; por la
persistencia de generaciones de matematicos.

5. Elproblema es viejo, pero las matematicas para resolverlo son modernas. Con las matema-
ticas tradicionales, todo indica que no es posible resolverlas. Esto hace indispensable re-
novar la ensefanza de la matemética en las universidades, revitalizandolas con el espiritu
de la matematica después de 1910 (nacimiento oficial del algebra moderna)

6. Matematicas y matematicos sin fronteras lograron la hazafa de su demostracién
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