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El primer dia de la Creacién

Una de las primeras cosas que Dios
tuvo que decidir en el primer dia de
la Creacién fue qué forma les darfa a las
leyes fisicas que habrian de gobernar la
evolucién del universo.

Para el mediodia de ese primer dfa
Dios, ya habia decidido que escribirfa las
leyes fisicas en forma de ecuaciones di-
ferenciales, pero todavia tenfa una duda:
¢usaria derivadas de orden entero en sus

ecuaciones o introducirfa alguna derivada

Jorge Fujioka Rojas*

Resumen. Se presentan conceptos basicos del calculo fraccionario. Para ello, se describe una de
las primeras disyuntivas que enfrentd Dios el primer dia de la creacion: ¢escribiria las leyes fisicas
en términos de derivadas enteras o fraccionarias? Para salir de esta duda Dios examina lo que
pasaria si en la segunda ley de Newton pusiera una derivada fraccionaria, en lugar de la segunda
derivada usual. Dios resuelve este problema mediante la transformada de Laplace y esto lo conduce
al descubrimiento de la funciéon de Mittag-Leffler.

Palabras clave: derivada fraccionaria, ecuaciones diferenciales fraccionarias, calculo fraccionario,

oscilador fraccionario, funcién de Mittag-Leffler.

God’s Dilemma: ¢ Fractional or Integer-Order Derivatives?

Abstract. This small article aims to serve as a first encounter with some basic concepts of frac-
tional calculus. To this end, the first part of the article describes one of the first dilemmas that
God faced on the first day of Creation: Would He write the physical laws in terms of integer-order
derivatives, or would He use fractional ones? To solve this dilemma God examines what would
happen if He put a fractional derivative in Newton’s second law, instead of the usual second-order
derivative. God solves this problem by means of the Laplace transform, and finds Mittag-Leftler "s
function.

Key words: fractional derivative, fractional differential equations, fractional calculus, fractional

oscillator, Mittag-Leffler function.

fraccionaria? Si usara solo derivadas de  como segunda ley de Newton.

orden entero, su imparcialidad podria Dios se sentfa inclinado a escribir esa
quedar en entredicho. Los nimeros  ecuacién en la forma:

irracionales (y los racionales no enteros) J2

— X
dt?

Fuerza

odrian sentitse discriminados y podtian )= —— 1
pod se disc dosyp d. ) masd @
argumentar que los enteros estaban sien-
do favorecidos de manera injusta. Su divina intuicién le sugerfa que la

Y la primeta ecuacion sobre la que Dios segunda derivada serfa mas conveniente

tenfa que tomar una decision erala forma ~— queuna derivada fraccionatia de un orden

de la ley que habria de constituir el fun- @2, pero queria tener bien claro qué pa-

‘s = ; sarfa si tomara una ecuacion de la forma:
damento de la mecanica clasica, es decit,

la que le inspirarfa a Newton a mediados Cpa © Fuerza ®
. , . X(l)=—7""——"
del siglo xv11, y que llegarfa a ser conocida 0/ masa
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donde gD ¢ x(t) fuera una derivada frac-
cionaria izquierda de orden o # 2. Era
claro que habtfa que tomar una derivada
izquierda, ya que una derivada derecha
darfa al traste con la causalidad, y se co-
rrerfa el riesgo de llegar a contradicciones
légicas por demas indeseables. Recor-
demos que las derivadas fraccionarias
izquierdas se calculan usando sélo los
valores pasados de la funcién, mientras
que las derivadas derechas requieren
que conozcamos sus valores futuros
(anexo: notas 1, 2 y 3). Ademds, Dios
comprendia bien que si introducia una
derivada fraccionaria en la segunda ley
de Newton, lo mas conveniente setfa usar
la definicién de detivada fraccionaria de
Michele Caputo a mediados del siglo XX,
pues la derivada de Riemann y Liouville
en el siglo xix darfa problemas al consi-
derar el problema de condiciones iniciales
(anexo: nota 4).

Una vez elegido qué tipo de derivada
fraccionaria utilizar en la ecuacion (2),
Dios pensé en introducir una fuerza
sencilla en esta ecuacién para ver qué
resultados se obtenfan con esta segunda
ley de Newton fraccionaria. En la
tarde de ese primer dia de la Creacion,
Dios decidi6 usar una fuerza lineal, tal
como la que Hooke usarfa para modelar
sus resortes, e introdujo una masa unita-
ria y una constante del resorte también
unitaria (pues Dios prefiere las cosas
sencillas), de modo que consideré la
ecuacion (anexo: nota 5).

DY x(t) =—x 3)

Dios sabia bien que la manera mas facil
de resolver esta ecuacion era utilizar la
“transformada” que introducirfa Laplace
a finales del siglo xvii, ya que —como
lo probarfan los matematicos del siglo
XX— esta transformada de una derivada
de Caputo satisface la ecuacion (anexo:
nota 0).
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donde aesti en elintervalon — 1 < a <
ny B=n-a

Usando la ecuacion (4), y considerando
que en ¢ = 0 las detivadas dkx/dtk fueran
cero para k=1, 2,..., n — 1, Dios hall6
rapidamente que la transformada de la
solucién de la ecuacion (3) tiene la forma:

Sa—l

x(s) =x0

®)
s+ 1

Esta expresion era un poco proble-
matica, pues no se puede encontrar su
transformada inversa en términos de las
funciones especiales que conoceria la
humanidad hasta principios del siglo x1x.
Pero como Dios vio que esta expresion
era interesante, decidi6 que le inspiraria
a Gosta Mittag-Leffler la curiosidad por
encontrar su anti-transformada; como
producto de esa divina inspiracion, Gos-
ta tuvo el gusto de descubrir su propia
funcién especial (la funcién de Mittag-
Leffler), la cual se define asi:

©)

anmq
Eq(atq) = oo
I'(ng+1)
En términos de esta funcién pode-
mos ya escribir la transformada inversa

de la ecuacién (5) asi (anexo: nota 7):
x(1) =xo Eo(-1) )

donde xy = x(0).

Cuando lleg6 el anochecer del primer
dia de la Creacién, y ya sabiendo que la
solucién de la ecuacién (3) es la funcién
dada en (7), la mente geométrica de
Dios visualiz6 en un instante todas las
formas de esta funcién para todos
los posibles valores de . Algunas de
estas formas se muestran en las graficas
que se presentan mas adelante. En estas
figuras podemos ver que E,(—t9) tiende
a cero cuando @ <2, ya sea de manera
monoétona (si 0 < a < 1) o bien mediante
un comportamiento oscilatorio amorti-
guado (si1 < a <2). Este comportamien-
to no le agradé a Dios, pues él quetia
una solucién que resistiera el paso del

tiempo. Por otro lado, cuando a > 2, la
funcion E (%) tiene un comportamien-
to oscilatorio explosivo, lo cual fue ain
menos grato para Dios, pues sugerfa un
comportamiento rebelde y problematico.
Finalmente, cuando a=2, Dios observd
que la funciéon Ey(—19) oscilaba regular y
eternamente (grafica 1), lo cual sile gustd
mucho, ya que tiene una secreta inclina-
cién por las cosas eternas (anexo: nota 8).

Asf pues, para cuando el primer dia
de la Creacion llego a su fin, Dios ya
habfa tomado las siguientes decisiones:

a) Pondrfa una derivada de segundo
orden en la segunda ley de Newton.

b) Ayudaria a G6sta Mittag-Leffer a
descubrir la funcién que habria de llevar
su nombre para que asi pudiéramos
resolver la ecuacion de movimiento de
un oscilador fraccionario.

¢) Reservaria las derivadas fracciona-
rias para lo que la humanidad habria de
descubrir en el siglo xxI.

Por otro lado, al finalizar ese primer dia,
Dios todavia no habia decidido qué tipo
de derivadas usarfa en las ecuaciones del
electromagnetismo, la mecanica cuantica
y la relatividad general. De hecho, Dios
necesito otros tres dias para convencerse
de que también en las ecuaciones de
Maxwell, en la de Schrédinger y en las
ecuaciones de Einstein pondtia tnica-
mente detivadas de orden entero. Pero la
descripcién detallada de como Dios llegé
a esas decisiones permanece aun sepulta-
da en el Archivum Secretum Apostolicum
Vaticanum, en Roma (anexo: nota 9).

Lo que el futuro le depara al calculo
fraccionario permanece aun oculto
en la mente de Dios. A pesar de esto,
matematicos, fisicos, ingenieros y eco-
nomistas vislumbran ya aplicaciones
donde este extrafio calculo podtia ser
util. En México también comienzan a
desarrollarse modelos novedosos que
utilizan el calculo fraccionario y es de
esperarse que estas lineas de investiga-
cién crezcan y se multipliquen en los

proximos afios (anexo: nota 10). ﬁ

oo
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m Formas de la funcién E (-t%) para distintos valores de a (elaboradas a partir de la definicién de la funcion de Mittag-Leffler).
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Anexo

Hay varias formas de definir una derivada fraccionaria. En todos los casos,
las expresiones para estas derivadas son complicadas, y la forma de enten-
der su origen es recordar primero la férmula de Cauchy para integrales
repetidas (Atanackovié et al., 2014):

") = T )j (t —tyn=1f(tdt' ®

Esta férmula nos da el resultado de integrar 7 veces (de forma sucesiva) a la
funcién f(?). Si ahora reemplazamos el entero 7 por un ntimero real @ >0, ob-
tenemos la expresion que nos define a una integral fraccionaria de orden o

A7) = % J'gf (t — )=t dt’ ©

Una vez teniendo una definicién para la integral fraccionaria podemos de-
finir a la derivada fraccionaria de la siguiente manera (Kilbas et al., 2006):

CD(f 1) = al;’ - {f(ﬂ)(t)} = F(nL—a) I a’ (t—tYyn—a=1fm)()df  (100)

Es decir, para obtener la derivada fraccionaria de orden « (donde n-1< a
< n) primero calculamos la derivada de orden 7 y luego “nos regresamos”
una cantidad n — @ mediante una integral fraccionaria de orden n — a.
Podriamos también realizar primero la integral fraccionaria de orden n
— a, y luego efectuar la derivada de orden n. Esto nos conduciria a la defini-
cién alternativa (Samko et al, 1993)5

DAAt) = {[J" %t )} Tore) dtnj (t—1Yy=o=1f()df (110)

La definicién (10a) es la que introdujo Caputo en 1967 y la definicién (11a)

fue la que propusieron Riemann y Liouville en el siglo XIx.

Podemos ver que en las definiciones (10a) y (11a) se integra sobre valores del
tiempo anteriores al valor t en el cual se estd calculando la derivada fraccio-
naria. Esto es, en ambas definiciones integramos sobre valores pasados de la
funcién. Como este intervalo de integracién estd a la izquierda del punto ¢, a
estas derivadas se les llama derivadas fraccionarias izquierdas.

De manera similar, es posible definir derivadas fraccionarias derechas de
la forma siguiente:

Dy fit :tlg”“{ﬂn)(t)} <1) I(z Hn—a=1£)(t"\dt" (10b)
(1) dan

511 { O‘f( )} oyt L (t - tyn=a=1f (¢ )dt 1)

Estas dos expresiones, aunque muy s1m11ares alas expresiones (10a) y (11a),

Rl ey =

presentan dos problemas. El primero es la presencia del factor (-1)”. De modo
inesperado, para entender verdaderamente el origen de este factor hay que
adentrarse bastante en las raices del calculo fraccionario. Aqui s6lo men-
cionaremos que la presencia de este factor hace que las definiciones (10b) y
(11b) se reduzcan a las derivadas normales cuando ¢ tiende a un entero par,
pero dan un signo equivocado cuando « tiende a un entero impar. Y el se-
gundo problema es que para calcular el valor de las derivadas derechas en un

tiempo # necesitamos conocer los valores de la funcién f{¢') sobre un intervalo
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de la forma 7 < ¢ < b, es decir, necesitamos conocer los valores que tomara la
funcién f(#) en el futuro. Como esto por lo general no es posible, las derivadas
temporales derechas sélo se utilizan en situaciones muy especiales. Un ejem-
plo en el que se usan tanto derivadas temporales izquierdas como derechas
surge en la descripcién de los solitones 6pticos (Fujioka et al., 2010; Fujioka
et al., 2014). Por otro lado, cuando las derivadas fraccionarias actiian sobre
una variable espacial, ambas derivadas —la izquierda y la derecha— tienen
sentido fisico, y en ese caso no hay razon para privilegiar a una de esas deri-
vadas por encima de la otra. Por este motivo recientemente Manuel Duarte
Ortigueira ha introducido una nueva derivada fraccionaria centrada que in-
volucra valores tanto a la izquierda como a la derecha del punto en el que se
esté calculando la derivada (Ortigueira, 2008a; Ortigueira y Trujillo, 2012).

Sobre la notacion

En este trabajo usamos los simbolos: a o ®Oy; D% [(t) para denotar a
las derivadas fraccionarias izquierda y derecha respectivamente siguiendo
la notacién usada en el texto de Atanackovié¢ et al. (2014), que (en opinién
del autor) es la mas clara, ya que los subindices que aparecen debajo de la
D indican de manera explicita los limites (inferior y superior) de las inte-
grales que vemos en las ecuaciones (10a) y (10b). Otros autores, sin em-
bargo, prefieren denotar estas derivadas en la forma (Kilbas et al., 2006):
FD%J"](O y [CDb f](t) y en textos mds antiguos aparecen otras notacio-
nes mas confusas, que ya practicamente no se utilizan. Existen, ademas,
otras derivadas fraccionarias definidas de formas distintas, por lo cual
en los articulos sobre calculo fraccionario podemos encontrar una amplia
gama de simbolos que denotan derivadas fraccionarias diferentes. En par-
ticular, es conveniente mencionar aqui que un concepto “parecido”, pero
diferente al de las derivadas fraccionarias, es el del laplaciano fraccionario
(Chen y Holm, 2004), el cual es definido de varias formas. Sin embargo, en
la definicién més conocida (y contra lo que uno podria suponer), el laplacia-
no fraccionario no se construye poniendo derivadas fraccionarias (de un or-
den fraccionario ¢ cercano a 2) en lugar las segundas derivadas usuales (de
orden 2) que aparecen en la definicién del laplaciano normal. En lugar de
hacer esto, se toma como punto de partida que la transformada de Fourier
= F[V2¢] = —k2Flp]

donde ¢(x, y, z) es un campo escalar y k es el médulo del vector de onda k

del laplaciano normal satisface la ecuacién: F] [A(D]

(i.e., la variable de Fourier correspondiente al vector de posicién 7). Ba-
sandose en esta ecuacién, se define al laplaciano fraccionario como aquel
operador cuya transformada de Fourier satisface la ecuacién (Samko et al.,
1993):F[(~A)*2¢] = kFlgp].

Este operador es importante, ya que se utiliza al construir generalizaciones
fraccionarias de la ecuacién de difusién que son ttiles para describir el
comportamiento de sistemas complejos (como los fluidos viscoelasticos), en
los cuales puede aparecer el fenémeno de la subdifusién o la supradifusién
(Gorenflo et al., 2002a; Gorenflo, 2002b).

Izquierda y derecha

En un primer encuentro con el concepto de derivada fraccionaria uno po-
dria preguntarse qué tan diferentes pueden ser los valores de las derivadas
izquierda y derecha. Para contestar esta pregunta fijémonos, por ejemplo,

@ LA DIsYUNTIVA DE DIOS: ¢ DERIVADAS ENTERAS O FRACCIONARIAS?



en las derivadas de Riemann-Liouville izquierda y derecha, dadas respecti-
vamente por las ecuaciones (11a) y (11b). (11a) nos muestra que el valor de
la derivada izquierda al tiempo ¢ de una funcién f{¢) se calcula a partir de los
valores que toma la funcién en un intervalo @ <<t que est4 a la izquierda
del punto ¢. En cambio, la derivada derecha, dada por (11b) se calcula con los
valores de f{t") sobre un intervalo de la forma < ¢'<b. Como en general
los valores de f{t") en el intervalo @ <t'<? no tienen ninguna relacién forzo-
sa con los valores de f(¢') en el 1ntervalo t<t'<b, no hay ninguna relacién

tf(t) Da f(t) Sien un caso

particular el comportamiento de /(") en el intervalo a < t <t fuera similar a

(valida en general) entre los valores de

su comportam1ento en el intervalo ¢ <t < b, pues entonces en ese caso par-

DSty Rl

tomamosﬂt) cos t, o= 1.5, n=2,a=-0yb=ow. En ese caso se encuentra
o

WD cost=cos(t+3n/4)y " DY cos t = cos(t — 3n/4).

que son funciones parecidas. Pero algo muy distinto sucede si elegimos f{7)

tlcular f(l‘) serian parecidas. Eso sucede, por ejemplo, si

=el,a=15,n=2a=-0yb=00. Sielegimos cualquier punto 7 en el eje
real, veremos que el comportamiento de f{¢") en el intervalo izquierdo - <
t’ <t es muy diferente a su comportamiento en el intervalo derecho ¢ < '< 0.
Dfet=et.

En cambio, en el intervalo derecho f(#) = ¢! es una funcién no acotada, vy la deri-

En el intervalo izquierdo f(7) = ¢! es una funcién acotada y
vada derecha D el no existe, ya que si sustituimos f{) = ¢!, a=1.5,n=2y
b =00, en (11b) encontraremos que la 1ntegral que alli aparece diverge. Esto nos

lf(t) y D f (t) pueden ser muy diferentes.

(I M Las condiciones iniciales

Es importante observar que aun cuando ambas definiciones (la de Caputo y

muestra que los valores de

la de Riemann-Liouville) parecen bastante similares, cuando estas deriva-
das fraccionarias entran en ecuaciones diferenciales, e intentamos resol-
ver estas ecuaciones mediante la transformada de Laplace (L), aparece
una diferencia importante. Consideremos, por ejemplo, que tuviéramos
una ecuacién diferencial con derivadas fraccionarias izquierdas. La TL de
la derivada de Caputo izquierda involucra los valores iniciales de las deri-
vadas de orden entero de la funcién incégnita (Kilbas et al., 2006):

£[$p%s0)| = sorlfi) - %

_ Z Ci so—i—1
i=0
donde: C; =f(i)(a) i=0,1,..
Por otro lado, la TL de la derivada de Riemann-Liouville izquierda tiene la
forma (Kilbas et al., 2006):

£ R o) =seclfin] - ¥ Risi=t (n-1<asn)

donde ahora: R- = RLD“‘if(a)
Es decir, en el caso de Riemann- Llouvﬂle es necesario conocer los valores
D = f(a) Como en la inmensa
mayoria de los problemas de fisica, ingemena o economia no conocemos los

(n—1<a<n)

n-1

i=1,2,...n

iniciales de las derivadas fracc1onar1as

valores iniciales de estas derivadas fraccionarias, el uso de la derivada de
Riemann-Liouville puede ser problematico y la derivada de Caputo podria
ser una mejor opcion.

m El oscilador fraccionario

En este articulo, por ser un trabajo de divulgacién, presentamos a la ecua-
cién fraccionaria (3) a la forma de resolverse mediante (4), y a las soluciones
oscilatorias que se muestran en las graficas, como si fueran cosas novedosas
que sélo Dios ha considerado. Esto obviamente es sélo un recurso estilistico.
En realidad el oscilador fraccionario ya ha sido estudiado en la literatura
cientifica. Sobre esto el lector puede ver, por ejemplo, los articulos de Tofighi
(2013) y Stanislavsky (2006) y las referencias alli mencionadas.

m Transformada de la derivada

La demostracién de que la transformada de Laplace de una derivada de Capu-
to esta dada por la ecuacién (4) se obtiene usando el teorema de convolucién:

L[} pt =2) q) 2] = P(5) 06)

ENsAvo

donde P(s) y O(s) son las transformadas de p() y ¢(?). Si en esta identidad
tomamos: p(®) = t=a=1D  g(9) = f"(?) obtenemos:

t . N A (7))
L U ! =t yrasyydr | = 22 L)
lo cual nos conduce a la ecuacién (4).

Funcién de Mittag-Leffler

Para demostrar que la transformada inversa de la expresion (5) est4 dada
por (7) empecemos por notar que:

1 o |se-1 1 117!
- o) - o lad |

Si ahora recordamos la expansién binomial: (1 - x)*1

ded -FAE A

y por lo tanto:

= 2. X"veremos que:
n=0

1 [ 1 ]—1 ol 1 & (~lyngna
11— — - —|—|= P S — -
Ve 14750 —’Zfo( Hn L sno+1 —’Z‘Of(na_,_l)_Ea( 1)
lo cual nos demuestra que la transformada inversa de la ecuacién (5) es
en efecto la ecuacién (7). Siguiendo un procedimiento similar también se
puede demostrar que:

L gnna

oo+ 1)

que es precisamente la expresion que define a la funcién de Mittag-Leffler
(Lorenzo y Hartley, 1999).

Sistemas no conservativos

Las soluciones explosivas que se obtienen cuando o > 2, asi como las solu-

-1 —S(Sa _ a) a(am}

ciones amortiguadas que resultan cuando 1 < o < 2, muestran que la deri-
vada fraccionaria que hemos introducido en la ecuacién (3) permite descri-
bir efectos similares a los que producirian fuentes y sumideros de energia.
Es por este motivo que las derivadas fraccionarias se han visto como una
posible forma de describir sistemas no conservativos. Sobre esto el lector
puede ver las referencias Rabei et al, 2007, Riewe, 1996 y Riewe, 1997).

m Ecuacion de Schrédinger fraccionaria

Hasta donde el autor conoce, no se han estudiado extensiones fraccionarias de
las ecuaciones de Maxwell o de las ecuaciones de Einstein. En cambio, si se
han estudiado extensiones fraccionarias de la ecuacién de Schrodinger normal
(Naber, 2004) y de la ecuacién no lineal de Schrédinger (Rida et al., 2008; Fu-
jioka, 2010; Fujioka, 2014; Fujioka et al., 2010; Fujioka et al, 2014).

m Prospectiva

En México, con la llegada del siglo xxi1, las derivadas fraccionaria han
empezado a usarse en varios campos: en la industria petrolera (Camacho-
Velazquez et al., 2006), en 6ptica (Gutiérrez-Vega, 2007), en sistemas de re-
accién-difusiéon (Herndndez et al., 2009), en la teoria de solitones (Fujioka,
2010; Fujioka, 2014; Fujioka et al, 2010; Fujioka et al, 2014), y en meca-
nica estadistica (Rodriguez et al, 2013; Rodriguez et al, 2015). Ademés,
el cdlculo fraccionario estd hallando multiples aplicaciones en la teoria de
control y procesamiento de sefiales (Ortigueira, 2008b; Magin et al,, 2011),
en bioingenieria (Magin, 2006) y en economia (Hu y Chen, 2013; Vilela
Mendes, 2009). Es de esperarse que en los préximos afos veremos crecer
las aplicaciones del calculo fraccionario en multiples direcciones, ya que es
una herramienta relativamente nueva y la gran mayoria de los cientificos y
técnicos apenas comienza a familiarizarse con ella. En México, ademads de
continuar trabajando en los temas mencionados, seria interesante, e impor-
tante, incursionar en el desarrollo de modelos macroeconémicos fracciona-
rios para tratar de predecir con méds precision los efectos que podrian tener
las distintas propuestas en politica econdmica.
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