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RESUMEN. La investigacion que se presenta a continuacion, de naturaleza proyectiva, tiene como
objetivo proponer una medida borrosa de la eficiencia de la representacién de sefiales grafos basada en la
dispersién espectral. La metodologia utilizada consiste en cinco fases: (1) descriptiva, (2) analitica, (3)
explicativa, (4) proyectiva y (5) evaluativa. Partiendo de los conceptos de productividad y eficiencia que
se estudian en disciplinas diferentes al procesamiento de sefiales, como la economia y la ingenieria
industrial, y utilizando un principio de incertidumbre equivalente al de Heisenberg desarrollado para
sefiales grafos, se propone una medida borrosa no regular para evaluar la eficiencia de la representacion en
el dominio de la frecuencia basada en la dispersion espectral de las sefiales. Se concluye que la propuesta
es factible y se recomienda realizar otras investigaciones, de naturaleza interactiva, para ponerla a prueba.
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FUZZY MEASURE TO EVALUATE THE EFFICIENCY OF
THE REPRESENTATION OF GRAPH SIGNALS

ABSTRACT. The research presented in the following pages, projective in nature, has the objective of
proposing a fuzzy measure of the efficiency of the representation of graph signals based on the spectral
spread. The methodology employed consists in five phases: (1) descriptive, (2) analytic, (3) explicative,
(4) projective, and (5) evaluative. Starting from the concepts of productivity and efficiency that are studied
in disciplines different from signal processing, such as economy and industrial engineering, and using an
uncertainty principle equivalent to Heisenberg’s developed for graph signals, a non-regular fuzzy measure
is proposed to evaluate the efficiency of the representation in the frequency domain based on the spectral
spread of the signals. It is concluded that the proposal is feasible, and it is recommended that other
investigations, interactive in nature, are performed to test it.
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1. INTRODUCCION

La capacidad de circunscribir la informacion contenida en una sefial a conjuntos pequefios del
dominio del tiempo o de la frecuencia es una de las caracteristicas deseables de ciertas
transformadas utilizadas en procesamiento de sefiales [1], como, por ejemplo, las ondiculas [2] y
[3]. Infortunadamente, es imposible confinar la informacién de una sefial arbitrariamente en
ambos dominios al mismo tiempo, ya que las dispersiones temporal y frecuencial de una sefial
clasica se relacionan entre si por medio de un principio de incertidumbre equivalente al de
Heisenberg en Fisica, el cual establece que el conjunto de los posibles valores de la
multiplicacién de dichas cantidades tiene un infimo [2] y [3].

Recientemente ha surgido el estudio formal de una nueva clase de sefiales cuyo dominio es un
grafo [1], lo cual ha motivado a los investigadores a extender a esta nueva familia las nociones
desarrolladas anteriormente para otras clases de funciones. En tal sentido, Agaskar y Lu ([4]-[6])
han formulado un principio de incertidumbre para una clase de sefiales grafos segun el cual, dada
una sefial con una determinada dispersion en el dominio del grafo, su representacion en el
dominio de la frecuencia (dominio espectral) tiene una dispersion que no puede ser
arbitrariamente pequefia. Si se desea reducir la dispersion espectral, hay que cambiar la

representacion de la sefial.

Partiendo de que distintas transformaciones producen dispersiones espectrales diferentes para una
sefial con dispersion fija en el dominio del grafo, se conjetura que unas formas de representacién
deben ser mas eficientes que otras y se formula la siguiente pregunta: ;como se puede medir la
eficiencia de la representacion espectral de sefiales grafos usando la dispersion en el dominio de
la frecuencia? El objetivo de este trabajo es proponer una medida borrosa de la eficiencia

especialmente concebida con este fin.

La investigacion que se describe en este articulo es de tipo proyectiva [7] e involucra el analisis
de teorias existentes para el disefio y evaluacion de una propuesta.

El articulo esta organizado de la siguiente manera. En la primera seccién se indica el tipo de
investigacion realizada y las fases en las que se llevd a cabo el trabajo. Le sigue una seccion en la

que se presenta y discute el fundamento teérico de la propuesta. Posteriormente se explica la
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propuesta en si misma y se evalla su factibilidad. Finalmente, se formulan conclusiones y

recomendaciones sobre el tema tratado.
2. METODOLOGIA

El enfoque de este trabajo corresponde a la modalidad de investigacion proyectiva descrita en [7].
La investigacion proyectiva “consiste en la elaboracion de una propuesta [...] como solucion a un

problema o necesidad de tipo practico, [...] a partir de un diagndstico preciso de las necesidades
[..]” ([7], p. 567).

La investigacion se llevd a cabo en las fases sucesivas indicadas en la Figura 1, comenzando por
la descriptiva. A los efectos de este articulo las fases analitica y explicativa se combinan en la
seccion titulada “Fundamento teorico”, la fase proyectiva queda reflejada en la seccidn

“Propuesta disefiada” y la fase evaluativa, en la seccion “Evaluacion de la propuesta”.

* Descripcion del problema
o * Justificacion de la investigacion
DESCRIPTIvA| ® Planteamiento de objetivos
~
* Analisis de teorias
FASE
ANALITICA
~
e * Fundamento tedrico de la propuesta
EXPLICATIVA| ¥,
* Disefio de la propuesta
FASE
PROYECTIVA Y,
» Factibilidad de la propuesta
S » Conclusiones y recomendaciones
EVALUATIvA| ® Presentacion del articulo )

Figura 1. Fases de la investigacion proyectiva llevada a cabo.

Los contenidos matematicos presentados en esta ponencia fueron redactados siguiendo las pautas

formales que se encuentran en las referencias [8]-[10].
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3. FUNDAMENTO TEORICO
Productividad y eficiencia

A continuacion se presentan algunas nociones sobre productividad y eficiencia que sirven de base

para la formulacion de la medida borrosa propuesta en este trabajo.

Supdngase que en un determinado ambito se utilizan m insumos (inputs) para producir s
productos (outputs). Si se representan las cantidades de los insumos por x; = 0,x, =0, ..., x,, =
0, y las de productos por y; =0,y, >0,...,y; =0, se puede pensar que una unidad de
produccion—persona, empresa, industria, region o pais—usa un vector de insumos
x = [x; X5 ... x,n]" € R™ para producir un vector de productos y = [y; y, ...ys]" € RS, siendo
R, = {xeR : x = 0}. El conjunto de posibilidades de produccion (CPP) para dicho &mbito es el

conjunto

P = {(xy) € R™ x RS : x puede producir y}, 1)

donde cada pareja ordenada (x,y) € P representa una unidad de produccion.

La frontera eficiente es el subconjunto de P que representa la mayor cantidad posible de
productos para unos insumos dados o la menor cantidad posible de los insumos para unos
productos dados [11]. Las parejas ordenadas que se encuentran en la frontera se llaman
“técnicamente eficientes” [11]. La eficiencia técnica “pone de manifiesto la capacidad que tiene
una unidad [de produccion] para obtener el maximo Output a partir de un conjunto dado de
Inputs” [12]. En otras palabras, eficiencia es la “capacidad [...] de producir el maximo de

resultados con el minimo de recursos” [13].

Los elementos de P que estan fuera de la frontera eficiente se llaman “técnicamente ineficientes”;

los elementos que estan en el complemento P se llaman “técnicamente imposibles”.

La productividad se define como cantidad de productos dividida entre cantidad de insumos [11].
Dadas dos unidades de produccion técnicamente eficientes, las mismas no tienen por qué ser

igualmente productivas.
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Los rendimientos de escala tienen que ver con cuanto aumentan las cantidades de productos
cuando se incrementan las cantidades de insumos. Supéngase que y = f(x); si « > 1, entonces se
dice que hay rendimientos constantes de escala cuando ay = f(ax); rendimientos crecientes de

escala, cuando ay > f(ax); y rendimientos decrecientes de escala, cuando ay < f (ax).

La Figura 2, tomada de [11], sirve para ilustrar los conceptos de frontera eficiente, eficiencia
técnica, productividad y rendimientos de escala en el caso en que se utiliza un solo insumo
(representado mediante la letra x) para producir un solo producto (denotado mediante la letra y).
La curva OF’ representa la frontera eficiente. Todos los puntos del primer cuadrante del plano
cartesiano que se encuentran enmarcados entre el eje horizontal y la linea OF” (incluyendo ésta)
constituyen el CPP. Los puntos B y C representan unidades técnicamente eficientes porque se
encuentran sobre la frontera eficiente. El punto A representa una unidad técnicamente ineficiente.
Esta ineficiencia se debe a que la unidad A utiliza la misma cantidad de insumo que la unidad B,
pero produce una cantidad menor de producto. La productividad, definida como el cociente
cantidad de productos entre cantidad de insumos, es numéricamente igual a la pendiente de la
recta que pasa por el origen de coordenadas y el punto correspondiente a una unidad de
produccion. Con base en esto, se puede decir que la unidad A es menos productiva que la B, y
ésta, a su vez, menos que la C. Nétese que una unidad puede ser técnicamente eficiente y aun asi
ser menos productiva que otra (tal es el caso de B que es tan eficiente como C, pero menos
productiva que esta ultima). La productividad se puede mejorar, como lo dicen Coll y Blasco [12]
“al explotar economias de escala”. En el caso de la Figura 2, los rendimientos de escala para las
unidades B y C se pueden comparar mediante la pendiente de la curva OF" en el punto
correspondiente. C tiene mayor rendimiento de escala que B. De hecho, C esta produciendo a la
escala Optima para esa curva en particular porque la recta de productividad es tangente a la
frontera eficiente en ese punto. Si las unidades no se encuentran sobre la curva (por ejemplo, A),
hace falta observar como cambia la produccion con el tiempo para determinar el tipo de

rendimiento.

En general, la frontera eficiente no se conoce a priori. Dadas n unidades de produccién, la
frontera eficiente debe ser determinada empiricamente utilizando técnicas tales como el analisis
envolvente de datos (DEA, por sus siglas en inglés) [11] y [12] o el analisis de frontera

estocastica [11].
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Figura 2. Frontera de produccidn, eficiencia técnica, productividad y rendimientos de escala
(Fuente: [11]).

La Figura 3, tomada de [12], muestra otro ejemplo de frontera eficiente. En este caso hay dos
insumos (X1 ¥ X2) y un producto (y). Para dibujar el grafico, la cantidad de cada insumo se
normaliza por unidad de producto (xi/y y x2/y). La frontera eficiente es la linea que pasa por A, B,
C y D. Las Unidades A, B, C y D son técnicamente eficientes, en tanto que la Unidad E es
técnicamente ineficiente. La Unidad E puede mejorar su eficiencia reduciendo proporcionalmente
las cantidades de ambos insumos que utiliza para generar una unidad de producto hasta

trasladarse al punto E’; sin embargo, esta no es la Gnica forma de hacerlo.

Zyly

0 x,fy

Figura 3. Frontera eficiente en el caso de dos insumos y un producto (Fuente: [12]).

La Figura 4, tomada de [12], muestra una frontera de produccion y tres maneras en que la unidad
ineficiente A puede mejorar su eficiencia. (1) La unidad A podria reducir la cantidad C de
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insumos que requiere para producir la misma cantidad B de productos; a esto se le llama
“orientacion input” en la Figura 4. (2) La unidad A podria aumentar la cantidad B de productos
que genera con la misma cantidad C de insumos; a esto se le llama “orientacion output” en la
Figura 4. (3) la unidad A podria reducir la cantidad C de insumos que utiliza 'y a la vez aumentar
la cantidad B de productos que genera; a esto se le llama “orientacion input-output” en la Figura
4,

v Frontera (Rendimientos
Constantes a Escala)
A2
A3
()
Al (6] on:entac;én mput

| S ) — ’ L (2) onentacion output

(8% (3) onentacidén input-output

C X

Figura 4. Orientacion del DEA. (Fuente: [12]).

Grafos y sefiales grafos

Dados dos conjuntos finitos Ay V, sea P,(V) = {{v;, v;} : v;eV Av;eV}. Un grafo es una terna

G =(A,V,Y), donde:

e A esel conjunto de aristas de G, lo cual se denota A(G);
e I/ es el conjunto de vértices de G, lo cual se denota V(G);y
e Y:A- P,(V)es lafuncidn que a cada arista acA4, le asocia un Gnico conjunto binario

de vértices {v;, v;}eP,(V), y por ende se escribe Y (a) = {v;, v;}.
Las aristas y los vertices de un grafo también se denominan, respectivamente, lados y nodos.

Un conjunto de aristas que conecte los nodos v; y v, se denomina un camino entre v; y v,. Un

grafo que posee un solo camino entre cualquier par de nodos se denomina arbol [4].
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Sea G un grafo cuyo conjunto de nodos es V(G) = {v,, vy, ..., v, }. Una sefial grafo es una
funcion x : V(G) — C que a cada vértice v; eV (G), le asocia un Gnico numero complejo ceC;
de donde, x(v;) = c. En este trabajo se considera que el conjunto de llegada de las sefiales grafo

es R c C. Ademas se supone que las sefiales son de cuadrado sumables, es decir, que
n
le(vl-)l2 < o, ()
i=1

lo cual se denota xe£2(G).
Dispersion de una sefial en el dominio del grafo y en el dominio espectral

Dado un grafo G cuyo conjunto de vértices es V(G) = {vy, vy, ..., .}, S€a x : V(G) — R una

sefial grafo tal que xe#%(G). Segun Agaskar y Lu [4]-[6]:

 La dispersion de x alrededor del nodo uo en el dominio del grafo, AZ,, (x), se calcula

mediante la formula:

[d (ug, V)I?1x (@), 3)

Az X)) = ——
a0 ) = 12

veV(G)

siendo d(ug, v) es una medida de distancia sobre el grafo [15] y ||x|| es la norma-I, de la

sefial x [16].

e La dispersion espectral de x, AZ (x), se calcula mediante la formula:

22 () = RROP, @
i=1

l1xI1?

siendo A;, para i € N ), el i-ésimo autovalor de la matriz laplaciana normalizada del

grafo G [14] y X(i), para i € N ,), el i-ésimo coeficiente de la transformada de Fourier
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de la sefial grafo, tomando como base los autovectores de la matriz laplaciana

normalizada del grafo G [1].

Se deduce de (3) y (4) que, dada una sefial y una distancia, el valor de la dispersién en el dominio
de grafo es constante, pero el valor de la dispersion espectral se puede variar cambiando la

representacion de la sefial en el dominio de la frecuencia.
Principio de incertidumbre para sefiales grafos

Sea G = (4,V,Y) un grafo cuyo conjunto de nodos es V(G) = {vy, vy, ..., v, }. Si v € V(G), el
grado de v, denotado deg(v), se define como el cardinal del conjunto de aristas que contienen a

v, es decir:
deg(v) = |[{acA(G) : (FueV(G))[Y(a) = {u, v}]}|. ®)

Los nodos de grado igual a uno (1) de un arbol se denominan hojas.

Para una sefial grafo x : V(G) — R definida sobre un arbol, con Af]'uo (x) # 0, tal que el valor
de la sefial en cada hoja es cero, es decir, (Vv € V(G))[(deg(v) = 1) = (x(v) = 0)], se

demuestra en [4] que

1
A2, (x) A2 (x) = - (6)

donde 0 k = 8 0 k = 32, dependiendo de ciertas condiciones impuestas a x(u,), las cuales no

vienen al caso en este trabajo (para mas detalles, consultar [4]).

La desigualdad (6) se conoce como un principio de incertidumbre para sefiales grafos [4]-[6]. La
misma establece que no se puede reducir la dispersion de una sefial en el dominio del grafo todo

lo que se desee sin a la vez incrementar la dispersion espectral y viceversa.
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Region factible

Sea xe£?(G) una sefal grafo. En [6] hay una descripcion del siguiente conjunto:

D={(s,9):A2(x) =5 A a2y, () =g}, 7)

el cual contiene todos los valores de A2 (x) y a2, (x) que son factibles usando u, como

g Ug

vertice de referencia. A ese conjunto se le llama la region factible. La forma general del mismo se

ilustra en la Figura 5.

2
‘A”-“ll
~0
£4(uo) T -=="-==2=nennn fasmasec-----;
1
'
T p2 !
:E\'P”“.T:\‘ '7
]
. '
T 12 h
N +$I Py D ;
slope:a™~_ | '
.. :
~ 1
gla) % '
~ L)
\\ 1
A '
‘j.(,s-.')-----"n\ :
1 o 1
: s\ : 9
T L + — A:
“ > > l Aln.'\,'\

Figura 5. Forma general de la region factible (fuente: [6]).

El conjunto
L={(5.9)D+ (v5e[0,AmsxD [g = inf{ 82, (1) : L2V A (5, 824, ) eD}]}  ®)

se denomina en [6] la curva de incertidumbre. Este conjunto representa, para cada valor de la

dispersion espectral, el minimo valor posible de la dispersion en el dominio del grafo para todas
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las sefiales de cuadrado sumable definidas en G. En [6], los autores presentan un algoritmo para
estimar la curva de incertidumbre. En la Figura 6 se muestran los resultados obtenidos con dicho

algoritmo para tres grafos diferentes. Comparando las Figuras 5 y 6 es facil deducir qué

subconjunto de D se estima en cada caso en la Figura 6.

(a) Random geometric graph (b) Mesh graph

Tt

(d) (e) [§3])

Figura 6. Curvas de incertidumbre para tres grafos diferentes en la region [0,1]x[0,5] del plano
cartesiano. Para el grafo (a), la curva es (d); para (b), (e); y para (c), (f) (Fuente: [6]).

Aunqgue no se hace en [6], se puede definir el conjunto
U= {(s,g)eD ¢ (Vse[0, Apaxl) [g = sup { AZy, (X) 1 xet?(G) A (s, AZu, (x)) ED}] } )

el cual representa la frontera superior de la region D de la Figura 5.

Los autores de [6] consideran que la curva de incertidumbre es mas interesante que el conjunto U
debido a que la primera representa graficamente el principio de incertidumbre (6); por tanto, no

proponen un procedimiento para determinar U.

En este trabajo se asume que el algoritmo puede encontrarse si hace falta.

Uzciétegui, Roberto y Torres, Ennodio. MEDIDA BORROSA PARA EVALUAR LA EFICIENCIA DE LA REPRESENTACION DE
SENALES GRAFOS. Revista Digital de Investigacion y Postgrado de la Universidad Nacional Experimental Politécnica “Antonio José de
Sucre™, Vicerrectorado Barquisimeto. Venezuela. Vol. 5. No. 3. Pp. 866-881. ISSN: 2244-7393. http://redip.bgto.unexpo.edu.ve.




REDIP. UNEXPO. VRB. Venezuela. Vol. 5. No. 3. http://redip.bgto.unexpo.edu.ve

4. PROPUESTA DISENADA

La Figura 7 servira para ilustrar en como se define la medida borrosa de eficiencia propuesta.

9.uQ
Bju, iy F===== = — i S el "7
./. I
]
1
1
< D A !
i
1
1
1
(s0:90) .
1
g0 [TTRTTTTE !
E \\\ i I . 1
~ 4 !
[
L | e > A2
0o * 5o 1 A3 (Dmax
s — d8(sp)

Figura 7. llustracion de la medida de eficiencia (adaptacion propia de la Figura 5).

Sea xe£?(G) una sefial grafo cuyas dispersiones en el dominio del grafo y en el dominio

espectral son A2

gUo

(x) = go Y A2 (x) = s,, respectivamente. El par (s, go) €s un elemento del

conjunto D definido con la proposicion (7). Haciendo una analogia con las nociones de

productividad y eficiencia técnica discutidas en la seccion “Productividad y eficiencia”, si se
consideran los conjuntos L y U definidos con las proposiciones (8) y (9) como los analogos de las
fronteras eficientes de las Figuras 2 a 4, el punto (s,, go) del plano cartesiano no es eficiente, ya
que hay otra sefial con la misma dispersion g, cuya dispersion espectral es s, — 8(s;y), con
8(sy) > 0. Como se indica en la Figura 7, 6(s,) es la distancia euclidiana del punto (s, g,) al
punto con la misma ordenada sobre la curva de incertidumbre (frontera eficiente). Volviendo a la
analogia con los sistemas de produccion, si el punto considerado fuese una unidad de produccion,
la misma podria incrementar su eficiencia reduciendo la dispersion espectral como lo hace la
unidad A en el caso (1) de la Figura 4. Por tanto, el numero 6(s,) facilita un tratamiento

cuantitativo de la ineficiencia de la representacion espectral de esa sefial en particular.
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Sea X el conjunto D. La siguiente proposicién es verdadera:

(Vs € [0,07 WmaD[{(5,9) €D : g € 0,87, Dmae} < X] (10)

Uno de tales conjuntos, llamado A, se muestra en la Figura 7 como una linea vertical.

Sea € la familia no vacia de subconjuntos de X formada por todas las lineas verticales que existen

dentro de D unidas con el conjunto vacio, es decir:

c={{(s9) €D:ge[0a2,, (na}: 5 € 10,82 ()i J U {0) (11)
Sea g : € — [0,1] la funcion definida por:

0 & (50,90) €A

g(a) = 1_% o (50.00) €A (12)

Entonces g es una medida borrosa no regular (ver la definicion en [17], p. 39) de eficiencia.

Efectivamente g es una medida borrosa pues:

e g(®) =0,yaque (Y(so,go) € D)[(s0,90) & D].

e La funcion g es monoétona. Efectivamente, (VA,B € €)[A+ B => AN B = @]. Por lo
tanto, el Unico conjunto de € que es subconjunto de cualquier otro conjunto de € es @, lo
cual implicaque (VA€ G)[0 € A=0=g(0) < g(4)].

e No hay secuencias infinitas crecientes ni decrecientes de elementos de € encajados unos
dentro de otros, por lo cual las condiciones de continuidad por debajo y por encima (ver
[17], p. 39, y [18], p. 178) no aplican.

No hace falta requerir que la medida sea regular, es decir, X € €y g(X) = 1 ([17], p. 40), pues
tal regularidad no tiene sentido para el problema bajo estudio.
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5. EVALUACION DE LA PROPUESTA

Para poder utilizar la medida borrosa propuesta en la seccion anterior es necesario conocer la
distancia euclidiana 6(s,) entre el punto de interés (sy, go) Y €l punto con la misma ordenada g,
sobre la frontera de la region factible. Asi mismo, es necesario conocer el supremo del conjunto
de valores factibles de la dispersion espectral, A2 (x),,sx. ESto requiere estimar los conjuntos L y
U definidos con las proposiciones (8) y (9). Aunque los procedimientos para hacer esto estan
fuera del alcance de esta investigacion, Agaskar y Lu proponen uno para aproximar el conjunto L,

el cual podria ser adaptado para construir U.

Si se desea utilizar la medida propuesta para comparar la eficiencia de varias representaciones de
la misma sefial, hay que repetir el proceso de determinacion de los parametros mencionados en el

parrafo anterior para cada representacion. Esto no es imposible de hacer.
Por lo anterior, se considera que la propuesta disefiada es factible.
6. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En el presente trabajo se propone una medida borrosa de la eficiencia de la representacion de una

sefial grafo basada en la dispersion espectral.

Para el problema bajo estudio, la eficiencia tratada en este trabajo en forma cuantitativa es el
equivalente de la eficiencia técnica de las unidades de produccion que se define en los libros de

texto de disciplinas tales como economia o ingenieria industrial.

Partiendo del principio de incertidumbre para sefiales grafos y de las propiedades de la region
factible para los pares de dispersion espectral y dispersion en el dominio del grafo, se identifica la
frontera eficiente y se mide la eficiencia por medio de la distancia euclidiana a la misma.

La medida borrosa resultante no es regular, pues no tiene sentido definir la medida del conjunto

universal en el problema bajo estudio.

La medida propuesta permite comparar varias representaciones espectrales de una misma sefal si

se calcula para cada una por separado.
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Finalmente, se recomienda realizar futuras investigaciones relacionadas con el tema, tales como:

(1) implementacion de la medida propuesta, (2) célculo de la eficiencia de la representacion

usando la medida propuesta para sefiales grafos sintéticas y reales, y (3) comparacion de la

eficiencia de distintas formas de representacion de sefiales grafos utilizando la medida propuesta.
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