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RESUMEN

El presente trabajo describe el modelo dinamicondel robot mévil construido en el Icimaf, cuyaadcion se logra
mediante dos motores de paso acoplados a dos rp&tiikas forradas con una capa de goma paratdacu

movimiento y una pequefia rueda direccional. Seoedala estructura jacobiana necesaria para elélsadel modelo
dindmico.Se incluye el andlisis de un rasgo especial des estts, que es su naturaleza no holonémicageinaste
con los robots manipuladores, lo que da lugar dipo de restriccion del movimiento. La elaboracibel modelo
dinamico origind el empleo de los multiplicadores Icagrange. Para la obtencién de las ecuaciongsndias se
emplea el método de Euler-Lagrange

Palabras claves: Modelos cinemético y dinAmicorimgtcobiana, dinAmica inversa, restricciones héfnica y no
holonémica, ecuaciones de Euler-Lagrange

ABSTRACT

This paper describes the dynamic model of the etiarini mobile robot built in the Icimaf whosedti®n is achieved
by means of two motors coupled to two lined plastieels with a rubber layer to facilitate its mowsrand a
directional small castor wheel. The necessary j@olstructure is elaborated for the developmenthaf dynamic
model.The analysis of a special feature of thebetmis included that is its nature non holonénicgontrast with the
robots manipulators, what gives place to a typeesfriction of the movement. The elaboration ofdigaamic model
originated the employment of the Lagrange’s muéigl For the obtaining dynamic equations the dfidlagrange'
method is used.

Key words: Kinematic and dynamic models, jacobian matrix, iseedynamic, holonomic and nonholonémic
constraints, equations of Euler-Lagrange.
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| NTRODUCCION

Desde el punto de vista de la cinemética, la pralcdiferencia entre un robot manipuladomun robot mdvilestriba en la
naturaleza y disposicion de sus articulacidnesa primera, se suele modelar en forma de cadeeaética abierta, compuesta de
una alternancia de sdlidos rigidos con articuleesotle un solo grado de libertad (prismatico o delueion). Por el contrario, la
estructura cineméatica de un robot mévil, se puedsiderar como un conjunto de cadenas cinemate@aadas, cuyo nimero esta
dado por la cantidad de ruedas que estén en com@ictel suelo.

Normalmente, se consideran las siguientes limitesigpara la construccion del modelo cinematicondeini robot mévil:

« Elrobot se mueve sobre una superficie plana.

« No existen elementos flexibles en la estructuraatsbt (incluidas las ruedas).

e Se considera que las ruedas poseen un eje deidiv@ctento, que siempre es perpendicular al suelo.
» Se desprecia todo tipo de friccion en los elememitgiles del vehiculo contra el suelo.

Un rasgo especial de los robots méviles es su aleza no holonémicd, en contraste con los robots manipuladores. Las
restricciones holonémicas son aquéllas que sonesapgas como un sistema de ecuaciones algebrainascwariables de
posicién, tanto traslacionales como rotacionalaseh que el sistema sea integrable sin involuénguna variable de velocidad.
También se puede constituir un sistema de ecuaciorevariables de velocidad que logren integrasiede conducir el sistema
de restricciones a uno con variables de posicion.

Si el sistema de restricciones de velocidad noveegiable, se dice que las restricciones son nenbaticas. Por tanto, si un
sistema mecénico esté sujeto so6lo a restriccionEmdimicas, se dice, que el sistema es holondndedp contrario, es no
holonémico. Los manipuladores compuestos de pariesdticos y de revolucién son ejemplos de sisteh@endmicos,
mientras que los robots mévilaermalmente constituyen sistemas no holonémicos.

En general, los robots moviles podemos colocarodos grupos, es decir, los que posee 2-gradobeitald (DOF) o 3-grados-
de-libertad. Una de las definiciones estd dadaepntimero de articulaciones o ruedas energizadasejEmplo, un robot moévil

de 3-DOF es un vehiculo con tres ruedas motria@sayde esta puede ser direccional o todas sonsukeecionales. Por otro
lado, un robot movil de 2-DOF puede ser un vehi@do tres-ruedas, pero s6lo dos son motrices yidda restante es no
energizada, este es el caso del robot RICIMAF.

M ODELO CINEMATICO DIFERENCIAL DEL MINI ROBOT RICIMAF

Las tareas a ser ejecutadas por un mini robot mégilieren cambios diferenciales en la localiza¢posicion y orientacion),
esto es, en las coordenadas absolutas. Por tamecesario hallar los correspondientes cambieseti€iales en las coordenadas
generalizadas y esto se logra mediante el cdlailtadnatriz jacobiana y su invers8e define la matriz jacobiana para un mini
robot movil de dos ruedas motrices como una megi3 x n elementos, donde los n elementos sorrdaog de libertad. Con la
ayuda de esta matriz se trasforma los cambiosedié@éles de las coordenadas generalizadas del({olyoty) en cambios a las
coordenadas global¢X Y }¢

Para la descripcidn de este modelo usaremos leafigdonde son presentados los parametros del robot
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Fig.1 Esquema del robot y sus parametros

C —Q=C -0, distancia entre el centro del chasis y los cemteokas ruedas energizadas.
C — P distancia entre el centro del chasiscgetro del soporte de la rueda loca.
P - Q distancia entre el centro del soporte de la rleckay el centro de la rueda loca.

= O, -0, distancia entre los centros de las ruedas ersataiz
altura del chasis sobre el terreno.
radio de las ruedas
P angulo de giro del chasis con respecto al sisttar@ordenada en el chasis del robatjJi
8, ; 84 ; 6, angulos de giro de las ruedas izquierda, deredbeaysobre su ejes respectivamente.
En general, las ecuaciones cinematicas difereiscidgeposiciéh surgen al diferenciar con respecto al tiempo aseiones
incrementales de posicién esto es:
X =—vsiny
y = vcos\y D

a
b
d
I
h
r

donde v es la velocidad lineal de la platafornchasis y su velocidad angular viene dada por:

y=w (2)

La que representa la ecuacion diferencial de aroédn

Definimos ap como el vector de localizacion de n=3 elementas @k posiciéon y uno de orientacion), que reprasemtpunto
en el espacio de la®ordenadas globales

p=lxvy vl q=[v wl" ©)

Siendoq el correspondiente vector de m¥ariables (las velocidades lineal y angular) eregpacio de lagoordenadas
generalizadas del robot, siendo n>m adermpas,g son las derivadas temporales correspondientesahdra en adelante, se
considerarad que las variables se expresaran dsteins de las coordenadas globales. El modeloeditéal directo en forma
matricial seré:

p=J0q (4)

Donde Jf ) es una matriz de derivadas parciales o jacobiana
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Para obtener los elementos de la matriz jacobiastaEmos los valores dgp y q, por sus elementos dados en las ecuaciones
(1) y (2) y pueden expresarse en forma matricieda@o

X —siny 0|
YI=| cosy 0 |w| (5)
U o 1

Siendo vy w las velocidades instantaneas lineal y anguladel mini robot respectivamengerepresentan a las variables de
entrada o de control.
Entonces la matriz jacobiana directa esta dada por:

—singy O
J) = | cosy O (6)

0 1
Para obtener las ecuaciones cinematicas diferesdialersas en necesario invertir la matriz (6)¢ @sta es una matriz singular
por tanto es necesario obtener su pseudoinvepsatiade (4), asi que multiplicamos por la traregia de la matriz jacobiana en
ambos lados de la ecuacion:

D@Irp=1®la @I ()

Despejando & tenemos:
a={mMIE}tnmlilp

q=1[®m"p 8

Efectuando operaciones el modelo cinematico difeaémverso de mini robot es:

X
VI _ |=sinyg cosy O]f,
|W| - | 0 0 1 Y ()
1]
Las ecuaciones (5) y (9) representan los modefenwticos diferenciales directo e inverso de ur roimot mévil. En el caso
del robot RICIMAF tendremos en cuenta que las gt de entrada o de control seran las velocidadgslares de las ruedas

izquierda y derech®; y 64 respectivamentéi | es la distancia entre las ruedas y r es &b @l las ruedas entonces sus valores
reales son los siguientes:

[=20cmy r=4cm.

Si 6; y 84 son las velocidades angulares de las ruedas idquigrderecha respectivamente, las velocidadesldgea
correspondientes son:

Vi =71 ei Vg =11 ed (10)
Utilizando las expresiones la velocidad lineal yaar media del mini robot mévilestaran dado por:

v _itva) _ Git8a)r
2 2 1
(vi-va) _ (8i—64)r

w= = 12
1 1 1 (12)

(11)
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De acuerdo a lo anterior se puede determinar lexidades angulares que hay que aplicar a las suedaierda y derecha.
Despejand®; de (11) y 64 de (12) y combinando ambas ecuaciones obtenemos:

0 0
vt V+7d
Wi = Wy = 13
i 2 d 2 ( )
%= (6i+064)r siny y= (6i+ 6g)r cos Y llJ _ (Bi-6g)r (14)

2 2 |

Expresando en forma matricial vectorial las antescexpresiones en funciones de las velocidadasaang de cada rueda y
sustituyendo por sus valores reales r y | obteneshomdelo cinematico diferencial directo del nriolhot RICIMAF.

X| |-02siny —02siny
Y[=] 02cosy|6+ | 0.2cos|8y (15)
U —-0.02 —0.02

M ODELO DINAMICO DEL MINI ROBOT RICIMAF

Existen varios métodos disponibles en la literapaga crear el modelo dindmico de un robot entos éénemos el método de
Euler-Lagrange y el de Newton-Euférel principio generalizado de D'Alembérel recursivo de Lagrande las ecuaciones de
Kane "y otros.

Sin embargo, hay dos formalismos principales paravar las ecuaciones dinadmicas en los sistemaémues:

- las ecuaciones de Newton-Euler que estan dimextge basadas en las leyes de Newton.
- y las ecuaciones de Euler-Lagrange que tieneaisien el trabajo clasico de d'Alembert y Lageaeg la mecanica analitica y
el trabajo de Euler y Hamilton en el calculo vainaal.

La diferencia principal entre los dos enfoques eslgcionada con las restricciones. Mientras gaestaiaciones Newton tratan
cada cuerpo rigido separadamente y modela exptiefite las restricciones a través de las fuerzagrielas para dominarlas. El
método de Lagrange y d'Alembert ofrece los prociitas sisteméticos para eliminar las restricciodeslas ecuaciones
dinamicas, obteniéndose un sistema mas simplewdeienes.

Las restricciones impuestas por las articulacignetros componentes mecanicos son uno de los rasgesteristicos de los
robots, asi que no es sorprendente que el formaleh Lagrange es a menudo el método de opcidra ditetatura de la
robotica.

El método de Euler-Lagrange es muy explicito yesigttico, pudiendo estructurarse en forma algorétrpiara los fines de
computacion, pero tiene el inconveniente de suirdtficiencia computacional, cuando el orden def@raciones aritméticas (n)
es grande. Sin embargo, debido a que las artioulaside un robot mévil rodante conforman un ndrpeguefio, no existe un
excesivo célculo computacional.

Necesitamos determinar los pares que se han dmaplilas ruedas del robot de manera de vencerelleia propia de cada
rueda, la inercia de acoplamiento debido a lagdntéones entre las ruedas y el efecto de la geavegie posteriormente
eliminaremos. Estos pares representan las ecuacid@emovimiento del mecanismo y seran obtenidas laoayuda del
formalismo de la mecénica de Euler-Lagrahge

La aplicacion del método de las ecuaciones de #uagrange para elaborar un modelo dinAmico congstehallar el
Lagrangeano total del sistema hasado en la determinacion de la energia cingtigatencial de todas las masas del sistema
concentradas en forma puntual en el chasis det riasoruedas y sus agregados.

En este trabajo se utilizard el método de Eulerdrge, debido a la claridad en la obtencién dedasicientes dinamicos, que
en la simulacion por computadora, ayudaran a obteaalgoritmos de control mas adecuados.

Restricciones cinematicas
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Considere a un robot rodante de n DOF compuestmalataforma o chasis y ruedas rigidas.

Asumimos que el plano de la rueda siempre permeawvextical y que hay en todos los casos un soléopde contacto entre la
rueday el terreno plano.

Ademas, asumimos que no hay ningun deslizamienteste punto de contacto. Es decir, la rueda §étui en el punto del
contacto el movimiento bajo las condiciones de padamiento y rotacién alrededor del eje vertiBajo estas consideraciones,
tendremos dos restricciones para cada rfieda

La primera restricciéobliga a que la rueda solo debe rodar cuando eimiento tiene lugar en la direccion paralela alrol de

la rueda. La Fig.1, representa el esquema de ¢alasufijas y el chasis e indica su posicién dedélosistema de coordenadas
global{X Y }; El angulo que el plano de la rueda forma con aebishes constante, porque la rueda esta fijada al<hasdb
tiene desplazamientos laterales.

La rueda tiene un radio r y puede rotar con un @n@sobre su eje horizontal, por lo que su posicidéadional es una funcién
de tiempoB(t). La distancia entre las dos ruedas esta dada patazlde I.

Esta _restriccién rodantkierza a que la cantidad de movimiento a lo latgda direccion del plano de la rueda izquierda o
derecha sea igual, al giro de la rueda sobre siogjeontal, con el fin de obtener un puro rodart@iesn el punto del contacto sin
deslizamiento lateral. La expresion mateméticagde esta dada por:

ROY + = rb, (16)
El término a la izquierda del signo igual de laaxan (16) denota el movimiento total de la rueda krgo del plano de la
rueda. El primer sumando expresa las contribuciahesvimiento de la posicion del rot{&ty q;] en el sistema de coordenada
global{X Y}; al sistema de coordenadas del rolof «}:

- El productoR ()Y sirve para trasladar los parametros del vector velocMague estan en €X Y }; al sistema de
coordenadas del robotj{k } debido a que todos los parametros del robot emtéh j k}donde

cosyy seny O
RW) = I—sen y cosy O] (7)
0 0 1
Y=1[x vy ¢]" (18)

-La expresién%es la distancia de la rueda al centro del chasigrdglucto %IIJ representa la contribucién de la componente de
velocidad del centro de masa del robot al desplezamlineal.

- Finalmente, el término de la derech@, representa el movimiento rotacional de las ruedasessbieje horizontal

- La ecuacion (16) se convierte en dos restricdondantes, una para la rueda izquierda y otrolpatarecha. A partir de ahora,
usaremos como subindice para la rueda izquiergtréai, para la derecha la letra d y para la rdeda lo. Entonces

0= [6; 61" (19)

Efectuando las operaciones en (16), las expresmésrestriccion rodante para cada rueda

[xcosy + yseny] + % y =r6 (20)

[xcosy + yseny] — % = rby (21)

La segunda restriccigolantea que no haya ningun deslizamiento latesah es, que la rueda no debe resbalar ortogopédrad

de la rueda.

Esta restriccidn deslizanfeerza a que el componente del movimiento deddatortogonal al plano de la rueda sea igual a cero
Del modelo cinematico diferencial inverso obtengho[4] la velocidad lineal es:

—x seny + y cosy = v
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Pero como no puede haber movimiento lateral desagge la restriccian

—x senp + y cosy = 0 (22)

Por tanto hay tres restricciones, las dos primdedsdo a cada rueda motriz obliga al robot a ma&verddo en linea recta y el
robot moévil no tiene deslizamiento. La tercerariesion estd dada por la ecuacion (22).

Las tres restricciones, son del tipo no holonémidabido a que (20, 21 y 22) dependen de las w&des. Po otro lado si debido
a su similitud, sumamos las ecuaciones (20 y 2dgmpos reducirla a una sola restriccién no holonénesto es:

v= [xcosy+ ysen ] = %r(éi + 64) (23)

Por otro lado, si restamos la ecuaciones (21) Gg y{2espués integramos podemos eliminar el térrdmeelocidad lineal y
obtener una restriccion holondémica

b=7(6- 64): b="100- 04) (24)
Las dos restricciones no holonémicas finales son:

x senyy — ycos =0 @5)
x cos + y sen = % r6 + 6y) (26)

Las expresiones (25) y (26) se pueden represemiarferma matricial vectorial siguiente:[8]

A(@)q=0 27)
donde
q=[a, 6,6, 6] = [x v 6 65 (28)

senyy —cosdy 0 O]

A(q) = [cosw seny 0.5r 0.5r (29)

L a formulacion de Euler-Lagrange

El modelo dinamico completo del robot mévil RICIMAEpresentado por las ecuaciones del movimientoothelt sera descrito
usando la formulacién de Euler-Lagrange, mostramtdapecuacion (5).

Para la descripcion de este modelo usaremos lefigilonde son presentados los parametros del robot:

la energia total E de un robot de n DOF es la sierlas energias cinética Ky la potencial U:

€q, @) = X(q, @) + U(q) (30)
El Lagrangeano ld, q) de un robot de n DOF es la diferencia entrenguga cinética K y su energia potencial U, esrdeci
L(g, 9) = X(q, ) — U(q) (31)

Nosotros asumimos aqui que la energia potencial dékida sélo a las fuerzas conservadoras cometgia gravitacional y las
energias guardadas en los muelles comprimidoguricdn de la energia potencial tj) depende del vector de posicign

Inicialmente es necesario determinar el Lagrangeahsistema dado por la energia cinética y paaioimo esté expresado en
la ecuacién (31). En este caso la energia potedellrobot mévil sera nula debido a que la altusacero, puesto que
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consideramos el movimiento del robot sobre un mernglano y horizontal. La energia cinética depetielda masa y de la
velocidad que ésta adquiere. Vamos analizar pde,pgas diferentes cuerpos con masa que compoaeatxit movil, es decir:

- La masa de cada una de las ruedas energizadasrdayy derecha estan fijas al chasis y como eskitanceadas hace que
m; = my = m;

- La masa de la rueda no energizada y no fijadzhasis para permitir su movimiento direcciong) es también denominada
rueda loca.

- La masa del chasis o plataforma s m

- Despreciamos la masa del soporte de la ruedals= muy pequefia comparada con la del chasis.

Las velocidades que adquieren estas masas son:

Velocidad lineal de las ruedas energizadas izqajetdrecha y la rueda loog v ; vio
Velocidad rotacional de las ruedas energizadasiyelda loca alrededor de su éjg; 64 ; 6,
Velocidad angular de las ruedas energizadas \eldarliocaw; ; wy ; wy,

Velocidad lineal del centro del chasis o platafosna

Velocidad angular del centro del chasis o platafonm

Las velocidades lineales de los centros de lasaafadron presentadas en (10)

vi=r0;;  va=ra;  vip=-10, (32)
La velocidad del centro del chasis es:

Yhe1[Vek = 16 + (C— 0 )Y]; (33)
Restando los términos de (33)

0=r(8; = 64) - (0, -0)§

obtenemos la velocidad angular del centro del shasio cual coincide con la ecuacion (24)

w=1y=16-6) (34)
Si sumamos los términos de (33)
ve=3;0+64) +ay

Entonces la velocidad lineal del centro del chesisera:

ve=a7 (6= 84)i+ ~(6;+64)j (35)
Las ecuaciones (34) y (35) constituyen la cineradticecta diferencial del robot Ricimaf

La velocidad angular de las ruedas energizadas

La velocidad angular de la rueda loca
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Wi = _élofS + (we+ 06)
W), = —é|of3f3 + % (9| - éd )+0 (38)

Para poder calcular la velocidad angular, es necesario conocer los valoresdgey 6 que son la velocidad de rotacion de la
rueda loca y el &ngulo formado entre los vectorgsuosj y e; de los sistemas de coordenadas del centro dakghaksoporte
de la rueda loca. El punto P define el centro gmre de la rueda loca y su velocidaglse puede expresar en funcién de los
parametros del soporte esto es:

P=v,+w,(P—0p)

Como v,, =t 0,,f5 f5 ; w, = W, +3& (P — O,,)deses;

P =—16,f;f; + dejes (W, + &) (39)

Por otro lado, la velocidad de P, la podemos smmtar en funcion de los parametros del chasis
P= v+bw, (40)

Igualando (39) y (40)

—10,f; + des (W, + ¢) = v, +bw,i

—10,,f; + de; @ = v+bw,i-desw, (41)

Los vectores unitarios del mismo sistema de coaui@sn nos permitirdn obtener los valores,gde¢ de &, es decir,
e3-e3=f3-f3=1; e3-f3.= f3:-e;.=0

Multiplicando escalarmente péy ambos lados de la ecuacion (41) obteneqps

Ol = — ~[Ve- f3+bw,i - f] (42)

Multiplicando escalarmente peg ambos lado de la ecuacion (41) obtenetmos

6= % [v.-e3 +bw.i-e3 + dw,] (43)

Las componentes de las dos ecuaciones anterigtéasen dos sistemas de coordenadas diferentegsesin el sistema referido
al centro del chasig, j} y el sistema establecido sobre el soporte deidaa loca §f3}. La relacion entre ambos sistemas esta
dada por la siguiente transformacién de coordenadas

S _ e
[ —cose] e (@4
jl | cosp —sing] If3

i-e3=—sing; i -f3=—cose (45)

Transformemos la ecuacion (35)

vVe=a % (éi — 64 )(—sinq) e; —coso f3) + %(Gi +04) (cosp e3 —sin¢ f3)
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ve=[—a % (Gi — 04 ) sing + 2(91 + 04 )cos@ Jes -[a % (éi - 04 ) cos @ +£(Gi + 64 )sing f;  (46)

Multiplicando primero porf; ambos lados de la ecuacion (46) y sustituyendo ¥$#b) en (42)obtenemos el valor de la
velocidad de rotacion de la rueda Ioca

910:[$ cos @ (éi - 64 ) + %sinq)(éi +64) ] (47)

Multiplicando ahora poe; ambos lados de la ecuacion (46) y sustituyendoyé@t8) en (43) obtenemos el valor de la velocidad
anqgular de la rueda loca

6= [— (r(ad—tb) sin @ — %) (6;— 64) + % (6, + 64 )coqu] (48)

Sustituyendo (47) y (48) en (38) obtenemos la vé&tangular de la rueda loea funcién de las variables de entrada.

= E— ? cos @ — r(adrb) sinq)] (6; — 64 )+ [%cosq) - % sin @ ] (Gi + éd) (49)

Definidas las expresiones para las masas y veldesdde las componentes del robot pasamos a calaslanergias cinéticas
correspondientes

K = kT + kR+ kc (50)

El primer sumando es la energia cinética traslatian segundo es la rotacional. El Gltimo sumaegpresa la aportacion de
energia cinética del centro de masas o de graweladdo el robot al punto central del robot, alcomcidir éste con el punto
donde ocurre la interseccion del eje de simetrlasidéeema con el eje horizontal alrededor del gian las dos ruedas y la
velocidad de este sumando queda definida por lasidades debidas a las restricciofies

k= 2(M +m )v? (51)
donde v2Z = (x2 +yZ)

Donde la M denota la suma de las masas de cada Medn; + my + my,, esto es, las ruedas izquierda, derecha y loca
respectivamente . la del chasis sin ruedas.

1 .
kg = [Iy W12 + Iq Wé + Lo leo] + ;Ic qu (52)

Sigue lad, y w que expresan el momento de inercia y velocatagllar solo de las ruedas alrededor de los ejgzohtales de
las ruedas.

i=mr?;  lg=mgyr?; lLb=m r (53)
dondees el radio de cada rueda.

Tenemos qué =m.z es momento de inercia del centro del chasis especto a un eje vertical que se levanta en lesgdeion

del eje de simetria y eje horizontal de las ruedagrices. Utilizando las ecuaciones (24) y (25)eakmos la contribucion
energia cinética del centro de masa dada por dupto de la masa del chasis, por z que es el producto de las velocidades de
restriccién cinemética

z :% (éi - 84 )()'( seny — ycos )
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ke =§mcz =%mc 1 (61— 64 )(x senp —ycos )

ke = m, %[(x sen — ycos P)B; — (x sen — ycos P)f] (54)

representa la velocidad angular de la masa delschimsruedas y esta dada en la ecuacion (34pl@szsmos los elementos que
aparecen en (51) y (52) de forma tal que las eipres queden en funcion de las velocidades deitatas

Usando (35) en (51)

kp = M(XZ +y2 )+m [a 1 (6= 64) i+ ~(6; + 6417

ke = MG+ 52 +mer?[(5) (8- 8a) +3 G+ 0477 (55

Usando (34), (36), (37), (47) y (52)

1

=Ie liJZ =

1
kg ZE[Iri Wi2 + IrdWczi + I leo] +2

(?) cos (6 — 64) + ’

. .12
T 31 [f 6 - 60)]
3 (6; + B4)siny

. 2 . . . 2 . .
I [ei2+(§) (6;—64)" + e§+(§) (ei—ed)z] + 2l

kg =
1, [( 62+03)+2(5) (6 -0, )2] + g, [(?)2 cos? (B — 04)° + (2) sin? (8 + 84) + (222) sinp cosp (6; -
Ba)(B; + 80D +os1c (6 - 04)° (56)

En general para cualquier robot, la ecuacién deerHidgrange est4 en funcion del Lagrangeano y dectordenadas
generalizadas del robot es decir:

=2 [2 (£(@.4)] - 21(£a. )] (57)

Desarrollando el primer sumando y recordando quen&xgia potencial para un robot movil desplazéngms una superficie
plana horizontal es constante, podemos obteneparte la ecuacién de Euler — Lagrange , o seavalads parcialmente las
expresiones de la energia cinética con respeet® eelocidades de las ruedas del robpys 6.

4 [% [K]] =& [ G + ke + kO] (58)
o= S0=2(k+y) +mr (6 + 65) (59)
Ty = 20 = 18+ 8,) oo {25in” b (6, + 8y ) + = (2%) sin b cos b (6 +8, ) + (222) sin cos b (8, - 8 )} (60)
Ty = 2€ = m {[(sind — cosp) 6 + (cos — sind )8,] (61)

El primer término de la ecuacion de Euler-Lagracgecluye con la diferenciacién de los términos
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d a(kr kg kc)

con respecto al tiempo, esto es:
dt aq P P

aTy

= 2(%+ V) + mer(8; + 84)

dT,

E:Ir(éi + 64 )+Ir|0 [(%b) sin cos P (éi — 64 ) + (%) sin? llJ(éi + 64 ) +
(%b) (cos?y —sin> P)(6; — 64 ) +sin Y cos P (6, + B, )lb]

dT3

Z=m, Tr[(simb +cosp) P 6; + (sind —cosp ) P By + (sing — cosp ) B, — (sind + cos ) O]

dt

Los valores de jhasta § se pueden representar en la forma matricialap se

| mll rn12 m13 mt14
. m21 rn22 m23 m24
M(q)q§ =
31 m32 m33 m34
my, My, M, My
|m15 xc|
. ) M5 y
M(Q)q = (66) F e°
m35 i
m45 ed

(62)

63

(64)

(65)

(67)

Donde estos valores son desglosados en coeficieotiiseales del vector de aceleracion generalizdgode la velocidad lineal

v
my =2X., myp =2y, my3 = mcr? éii My = mcrzéd; mis = 0;
my; = 0; my, =0 m,, = {Ir + Lo [(?) sin P cosy + (%) sin’ llJ]}éi ;

My, = {—Ir + lo [— (#) sin P cos P + (%) sin? llJ]}éd ;
Mys = Lo (#) (cos?y —sin® P)+(8; — 8, ) ¥ +1osin W cos Y (6, + 64 )b
my; =0; mz; =0;

My = —m, ;(COSLIJ — siny)6;

Mys = 0,

my, = —m, ;(COSLIJ — sin)6y

(68)

(69)
(70)

(71)

Completamos la obtencion de la ecuacion de Eulgrdmme calculando las derivadas parciales de legieneinética con

respecto al vector de posicion
1[d

O _ o P P
) ) -

dq dq dq 0

(72)

(73)
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Podemos llevar los coeficientes de la ecuacionuderf£agrange a la forma matricial vectorial in@ugo las restricciones no
holonémicas, esto es:

=M(@)§ +C(aq)q +AT(@A A (74)

La ecuacion anterior es el modelo dinAmico del rdRimaf , donde han quedado definidos todos lesnentos que la
compone.

Las matrices Ay (M, C) han sido calculadas eretasaciones (27) y (67) respectivamente.

Por otro lado,el vector T = [1; 14]T muestra las fuerzas o pares de actuacion sobreraada y el vectoh = [A; A4] T de
dimension 2, es el denominado multiplicador de aage, muy utilizado en los problemas de optimiza@én restricciones,
donde podemos considerar el modelo dinamico simaksiz A como una funcion objetivo. Al adicionarrfatriz de restricciones
A al modelo estamos considerandolo como una funcidetivo modificada, lo que nos permite utilizdrreétodo de los
multiplicadores de Lagrange.

Las componentes de son inicialmente arbitrarias y de valor descotiasipero facil de determinar y puesto que los galdet
dependen de\, al calcular éstos nos permitird determinar losnea de las fuerzas o pares de actuacion.

CONCLUSIONES

* Se ha elaborado el modelo cinematico y dinamid¢oat®t moévil RICIMAF, considerando el aporte al vimiento de todas
las componentes del robot, esto es las ruedasiigaisces y la no energizada o loca asi comodtafiirma o chasis.

* Se analizaron y se plantearon las ecuacioneseagtiengen el movimiento del robot por una sup@&rfidana horizontal.

* Para obtener el modelo dinamico se utiliz6 eladétde las ecuaciones de Euler- Lagrange que erpligito y sistematico,
pudiendo estructurarse en forma algoritmica pagdites de la computacion.
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