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Resumen

Se presentan algunos aspectos fundamentales respecto a la ma-
temdtica y la herramienta computacional que apoyan la compleja
descripcién del proceso fisico tsunami desde dos enfoques especificos.
En particular, se aborda analiticamente un modelo hidroelastico sim-
ple para el problema de generacién de ondas tsunami, el cual permite
obtener resultados en el drea de ruptura. Por otra parte, el pro-
ceso de propagacién de las ondas tsunami en el océano y el impacto
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a lo largo de la linea costera se analiza numéricamente utilizando
el enfoque hidrodindmico, presentando en particular una aplicacién
directa sobre la predicciéon de tsunamis en México producidos por
sismos potenciales en la trinchera Mesoamericana mediante el diseno
de un “Modulo Sintetizador de Tsunamis” para simular tsunamis ori-
ginados por sismos ocurridos en la zona de subducciéon de la costa
occidental de México.

Palabras clave: ondas tsunami, métodos matematicos, simulacién.

Abstract

We present some key aspects regarding the mathematics and the
computational tool that support the complex description of the phys-
ical process tsunami from two specific approaches. In particular, it
addresses analytically a simple hydroelastic model for the problem of
tsunami wave generation, which provides results in the rupture area.
Moreover, the propagation of tsunami waves in the ocean and the
impact along the coastline is analyzed numerically using the hydro-
dynamic approach, presenting in particular a direct application to the
prediction of tsunamis in Mexico caused by potential earthquakes in
the Mesoamerican trench through the design of a “Tsunami Toolboz”
to simulate tsunamis caused by earthquakes in the subduction zone
on the western coast of Mexico.

Keywords: tsunami waves, mathematical methods, simulation.

Mathematics Subject Classification: 76U05, 76V05.

1 Introduccién

El problema de tsunami es un tema de interés mundial e importancia ac-
tual debido a las implicaciones catastréficas que algunas veces origina la
ocurrencia del asf llamado fenémeno fisico tsunami' sobre los litorales cos-
teros a lo largo de los océanos alrededor del mundo, en particular sobre el
Océano Pacifico donde la actividad sismica es muy frecuente por el aco-
modamiento natural de las placas tecténicas involucradas, la cual es una
de las principales causas de origen de un tsunami.

Un tsunami es una serie de ondas de periodo largo (tipicamente entre
10 y 60 minutos) generadas en el océano por una perturbacién répida a
gran escala, las cuales se mueven a gran velocidad (alrededor de 700 km/h,
la velocidad de crucero de un avién comercial), con longitudes de onda
muy extensas (del orden de cientos de kilémetros). En mar abierto, un

'El término tsu-nami, el cual se pronuncia “su-né-mi”, es una expresién compuesta
en Japonés que significa “ola de puerto”, cuyo equivalente en Espanol es maremoto.
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tsunami es escasamente perceptible; s6lo cuando se aproxima a tierra firme
es cuando se convierte en una amenaza. Cuando un tsunami alcanza aguas
poco profundas, las olas sufren desaceleracion y se contraen causando un
incremento en la altura, conservando casi intacta toda su energia (efecto de
embotellamiento). Al ocurrir un tsunami, en el mejor de los casos este llega
a la costa sdlo como una ligera agitacion de la marea normal, pero algunas
veces su potencia es de tal magnitud que implica un aumento considerable
en el nivel del mar causando grandes inundaciones, cuyas consecuencias
dependen de las caracteristicas del lugar de impacto. Atn cuando la causa
mas comun por la que se forman los tsunamis se debe a la ocurrencia de
terremotos en el sustrato oceanico bajo condiciones hasta el momento no
del todo especificadas, otras posibles causas son erupciones volcanicas en
el lecho marino, deslizamientos en el relieve del fondo del mar, condiciones
metereoldgicas adversas e impactos de meteoritos. Sin importar el ori-
gen, un tsunami evoluciona en tres distintas etapas sucesivas: generacion
por cualquier fuerza que perturba una enorme columna de agua en el mar,
propagacién desde aguas profundas cercanas al epicentro? de la fuente per-
turbadora hacia el litoral de la costa en direcciones especificas y finalmente
impacto e inundacién de las regiones costeras méas vulnerables.

De los procesos descritos, el de generacién y el de inundacién son los
més dificiles de analizar mateméaticamente.

Actualmente, existe una gran cantidad de trabajos en relacion al pro-
blema de tsunami, en los que se utilizan diferentes modelos con el fin de
obtener informacién relevante para comprender mejor y mitigar el impacto
de este tipo de desastres naturales. El trabajo matematico es complicado
y requiere de herramientas de alto nivel, inclusive en las etapas més simpli-
ficadas del problema. Bésicamente, se tienen dos enfoques para estudiar
ondas tsunami originadas por terremotos: el hidroeldstico, en el que se
analiza el acoplamiento de un sistema de dos o mas capas, el cual lleva a
un problema de condicién en la frontera, con la posibilidad de manipular
su solucion de forma semi-analitica; y el hidrodinamico, en el que se consi-
dera un sistema con una capa de fluido sobre una base rigida, considerando
un modelo plano o uno esférico, el cual lleva a un problema de condicién
inicial que comuinmente se analiza de forma numérica.

El enfoque hidroelastico fue estudiado analiticamente por G.S.
Pod”yapol’sky (1968)[9] y extensiones de su andlisis fueron hechas esencial-
mente por N.V. Zvolinskii (1991)[10], S.Ya. Sekerzh-Zenkovich
et al (2000) [4], entre otros, utilizando la aproximacién de ondas largas. El
enfoque numérico del problema es mucho méas amplio, con una larga lista

2El epicentro es la proyeccién superficial del hipocentro, punto donde inicia la falla
por deslizamiento o singularidad de la fuente.
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de contribuciones disponibles en la literatura. Sin embargo, sigue habiendo
preguntas acerca de la ocurrencia de un tsunami que no tienen respuesta
clara o satisfactoria y aunque se han obtenido resultados muy importantes
no es del todo claro que es lo que sucede exactamente en el océano en
el drea de ruptura de un terremoto submarino y cudndo este provoca un
tsunami. Como consecuencia, se sigue presentando un alto indice de falsa
alarma y a la fecha no existe una respuesta convincente para la pregunta
sPor qué algunos terremotos producen tsunamis, mientras que otros que se
esperaria que lo hicieran no?

El objetivo del presente trabajo es describir de forma muy general los
dos enfoques para la modelacion de este interesante problema. La atencién
se centra sobre un modelo especifico del enfoque hidroelastico que gener-
aliza al trabajo antecesor, obteniendo resultados en el area de ruptura que
permiten obtener conclusiones importantes sobre el problema de genera-
cién de ondas tsunami. En cuanto al enfoque hidrodindmico, utilizado
en la propagacion e impacto, en especial se concluye con una aplicacién
directa sobre la prediccion de tsunamis en México producidos por sismos
potenciales en la trinchera Mesoamericana.

2 Un modelo hidroelastico simple.
Enfoque analitico

Se considera un sistema formado por una capa delgada £r de un fluido
de densidad constante py y profundidad constante hg (el mar) sobre un
cuerpo elastico £ perfecto, isétropo, homogéneo y de densidad constante
p1 (la tierra), que ocupa el semi-espacio z < 0, cuyo eje z (normal a las
capas) es positivo en la direccién superior, con z = 0 en la interfase entre el
fluido y el medio elastico en el estado sin perturbar, asumiendo que pasa a
través de la fuente de perturbacién (un sismo) con hipocentro en z = —h.
En la Figura 1 se ilustra el modelo plano bicapa tierra-océano con simetria
axial.

El problema se establece bajo la suposicién usual de la teoria lineal,
consideracion de la accion de la gravedad, sin tomar en cuenta la curvatura
y la fuerza de Coriolis de la Tierra, presién constante en la superficie libre
del mar y actuacién de una fuente sismica descrita de una forma muy
simple para mantener la simetria axial y la posibilidad de obtener solucién
analitica directa. Este modelo se considera como base para un estudio mas
profundo y realista del problema de generaciéon de ondas tsunami.

El objetivo es obtener las expresiones para los desplazamientos verti-
cales ( = ((r,t), la elevacién de la superficie libre del fluido respecto al
nivel de equialibrio la cual permite analizar los diferentes tipos de ondas
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Figura 1: Modelo Hidroeldastico Simple para el Problema de Tsunami.

generadas en la capa liquida y n = n(r,t), la variacién de la interface entre
el fluido y el medio eldstico, muy importante para el andlisis tedrico de
varias variables sismicas. En especifico, la tarea es determinar las condi-
ciones bajo las cuales el comportamiento de ¢ puede ser clasificado como
una onda tipo tsunami y establecer cuales son los parametros fisicos maés
importantes que contribuyen en el proceso de generacién de un tsunami.

El movimiento del fluido en la capa liquida, £, considerando compre-
sibilidad por el efecto de la fuerza del campo gravitacional de la Tierra
sobre la columna de agua del mar, de acuerdo a [1] y [6], es determinado
por la velocidad v = —grad ¢, donde ¢ = ¢(r, z,t), llamado potencial de
velocidad del fluido, satisface la ecuacién

2
%zc}Aqﬁ—g%, en £p={(r,z)|r>0,0<z<ho}, (1)
con cy la velocidad de fase de las ondas en el fluido, g la aceleracién de la
gravedad y A = 82/0r? 4 (1/r)0/0r + 0/92* el operador Laplaciano en
coordenadas cilindricas, con vectores base e, ey, e,.

Por otra parte, el vector de desplazamiento a través del semi-espacio
eldstico £, denotado por s(r, z,t) = s,e, + speg + s.€;, el cual de acuerdo
a la teorfa lineal de la elastodindmica [1] satisface la Ecuacion Cldsica de
Navier

0?s
o2
en £ = {(r,z)|r>0, 2 <0},

= (a® —b*) grad div s + b*As + F, (2)
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donde a y b son, respectivamente, la velocidad de las ondas longitudinales
(compresién) y transversales (distorsién) en el medio eléstico, estan rela-
cionadas con los parametros eldsticos de Lamé por a? = (A42u)/p1 y b* =
w/p1. El término F, que aparece en la ecuacién (2), representa las fuerzas
internas y externas que actudn sobre el cuerpo elastico.

La solucién de la ecuacién (2) es dada por s = grad ¢ + curl P,
la cual bajo las condiciones de homogeniedad e isotropia impuestas sobre
el semi-espacio elastico se reduce a determinar los potenciales longitudi-
nal y transversal de movimiento a través de la Tierra, respectivamente,
o =p(r,z,t) y ¥ =1(r,z,t) ey, con ey la direccién angular, los cuales sa-
tisfacen (salvo transformacién) la ecuacion de onda cldsica con un término
de forzamiento de acuerdo al tipo de perturbacién de la fuente.

Las funciones para los potenciales ¢, ¢ y 1 satisfacen condiciones cine-
maticas dindmicas apropiadas y condiciones de frontera en la superficie li-
bre del fluido, z = hg+(, y en la interface entre el fluido y el cuerpo eléstico,
z = 7. Ademas, satisfacen condiciones de desvanecimiento a mucha profun-
didad (z — —o0) y son acotadas a una distancia epicentral lejana (r — 0),
describiendo ondas que se propagan desde la fuente hacia el infinito. En es-
pecifico, las condiciones de frontera en la interfase del cuerpo elastico y el
fluido son dadas por la continuidad de los desplazamientos y velocidades
verticales y de los esfuerzos normales, asi como ausencia de los esfuerzos
transversales, debido a que el fluido no tiene deslizamientos y no se consi-
dera friccién. La accién de la gravedad sobre el cuerpo eldstico se supone
que tiene un efecto directo inicamente a través de la frontera en la interfase
(condicién de Bromwich, [1]) y en la superficie libre del fluido se considera
presion atmosférica constante. Por consiguiente, dadas las ecuaciones que
gobiernan el movimiento en el fluido y medio eldstico, respectivamente (1)
y (2), y las condiciones de frontera que satisfacen, entonces en un con-
junto conveniente de variables sin dimension, la solucién finalmente tiene
la representacién integral

20302 oM | N (s, k N (s, k
C(r,t) = s a1 74( ) / 74( ) k| ds,
V2T b2 Sm T+ D(S7K’) - D(Svli)

)
2q3w(2] /SM _ N;;_(S, I{) / N77_(S’ I{) d/ﬁj_

n(r,t) = o b2 ST dk+ D7)

d
Sm Tt D(37 ’%) ”

donde g y wg son constantes caracteristicas que se utilizan para realizar el
cambio de variable.
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Las funciones del numerador N, Ecn tienen, respectivamente, la expresién
b}

Ngc(s,m) = k(1-— 2/12)uys215(s)eii5£e_5”aﬁ Jo(skT),
N;E(s, k) = k(262 — 1), (B, senh sy, —

s cosh Jsuy)sﬁ'(s)eﬂs{e_s“aﬁ Jo(skT),

con Jo(-) la funcién de Bessel de orden cero de la primera categoria y
F(s) el espectro de Fourier de la dependencia del tiempo, f(t), de la fuente
perturbadora. En particular, el efecto de la fuente de perturbacién se
introduce al sistema como un centro de expansién de ondas longitudinales,

Q

2mr

FO(r2,0) = = 8(r)a(= + h) f(1), (4)
donde ) es una constante relacionada con la magnitud del sismo y la
evolucién es dada por

F(t) = cos (2t /Ty) e~ (t/NoTo)?, (5)

donde Ny € N determina el niimero de oscilaciones decrecientes que ejecuta
la fuente con periodo Ty. Este es un mecanismo analitico muy conveniente
que, ademas de simular de forma muy aproximada a lo que realmente
sucede en un evento sismico, permite manipular facilmente la solucién
analitica exacta del problema. Un caso especial es cuando Ny = 2, el cual
implica que la fuente realiza tres oscilaciones principales con periodo Tj,
tal como ha sido reportado en algunos eventos ocurridos.
El denominador, el cual establece la ecuacion caracteristica,

5(1 - p),ua
S

+plia [@ cosh osu, — senh as,u,,}
S

Dis.r) — By
(s,k) = |R(k)— . senh osp, — p, coshosu, | +

(6)
con R(k) = (2x2% — 1)2 —4ﬁ2ua,ug, conocida como la funcidn de Rayleigh, y
los términos po = VK? —a?, ug = vVk? —1, p, = Vk? — 12, proporciona
las singularidades, las relaciones de dispersién y los modos naturales del
sistema, ademés de establecer los contornos de integracién I't en el k-plano
complejo.

Bajo estas consideraciones, el problema se reduce a evaluar las inte-
grales (3), teniendo dos posibilidades: obtener aprozimaciones de campo
lejano o realizar un andlisis detallado del drea epicentral, con el fin de
establecer los principales factores tsunamigénicos de la fuente de pertur-
bacién sismica una vez que esta es activada en el sistema. El andlisis
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en ambos casos se realiza utilizando principalmente técnicas analiticas
seguidas de procedimientos numéricos como herramienta auxiliar. En
la parte analitica, se aplican métodos asintdticos e integracién de con-
torno, mientras que en la parte numérica se evalian integrales simples y
multiples con algoritmos adaptados programados en particular en Maple®,
el cual ademds permite un excelente andlisis simbdlico-numeérico-gréfico de
la solucién.

Las evaluaciones numéricas finales de las integrales (3) se obtienen
utilizando las cantidades fisicas tipicas: a = 5.9 km/s, b = 3.4 km/s,
cf = 1.5 km/s, hg = 4.0 km, pg = 1.0 gr/cm® y p; = 2.7 gr/cm?, las cuales
a su vez implican los valores correspondientes de los paramétros adimensio-
nales: a = 0.576,3 = 1.157,v = 2.266,~v = 0.058, p = 0.037 y o = 0.0029.
La constante wg = 27/ Tax €s una frecuencia caracteristica, correspondi-
ente al periodo méximo observado para eventos tsunami, T, ~ 42 min.
El valor de ¢ estd relacionado con la magnitud del terremoto. En parti-
cular, en los célculos realizados ¢ = 100000 m (correspondiente a sismos
tipicos de magnitudes cercanas a los 8 grados en la escala de Richter). La
profundidad focal h se considera entre 10 y 60 km (tipico para terremotos
tsunamigénicos), la cual proporciona el valor adimensional respectivo de
h. El valor de los limites de integracién s,,, sy depende del periodo de
oscilacién Ty de la fuente, los cuales se determinan a partir de la parte
significativa del espectro de Fourier F(s). El andlisis muestra que para
la excitacién de ondas largas de gravedad el rango importante para el pe-
riodo de oscilacién es 50 seg < Tp < 15 min . A grades distancias desde
el epicentro se observa que la superficie del fluido ¢ adquiere el compor-
tamiento de ondas largas, con amplitudes de orden cercano a los 10 cm,
en un tiempo que corresponde a la velocidad de propagacién dada por
co = v/ghp =~ 0.2 km/seg, mientras que el comportamiento de la interface
7 también es oscilatorio, pero préicticamente imperceptible, ya que la am-
plitud es de orden muy pequeno. Por el contrario, cerca del epicentro se
observa un comportamiento interesante de los desplazamientos verticales:
para el rango de periodos de oscilacién determinante, distancia epicentral
r < 50 km e hipocentros h < 40 km, los maximos de 7 son mas grandes
que los correspondientes maximos de (. Esto es, para un determinado
intervalo de periodos de oscilaciéon en el espectro de fuentes sismicas no
muy profundas, el fuerte movimiento del fondo cerca del epicentro des-
plaza un gran volumen de liquido, el cual puede ser detectado en puntos
de observaciéon lejanos tiempo después con las caracteristicas de una onda
tsunami. Por lo tanto, dos parametros determinantes en la generacién de
ondas tsunami son la profundidad focal y el periodo de oscilacion de la
fuente sismica.
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Asi, con los resultados obtenidos se determinan los pardametros tsuna-
migénicos principales y se concluye rudimentariamente sobre el concepto
geofisico distintivo “silent tsunami-earthquakes™ (terremotos tsunamigé-
nicos silenciosos), sumamente importante ya que a la fecha tunicamente
ha sido abordado de forma intuitiva, observacion directa o mediante el
andlisis estadistico de datos sismograficos. Cabe senialar que los sistemas
de alerta de tsunamis expiden comunicados de prevenciéon cuando la mag-
nitud del terremoto es mas grande que un umbral preestablecido, lo cual la
misma experiencia ha mostrado que no es suficiente, por lo que informacién
adicional debe ser tomada en consideracién, puesto que son muchos los
parametros fisicos que se combinan para que un tsunami pueda ser creado
y precisamente en esta parte es cuando los modelos matematicos simples
son importantes porque proporcionan informacién valiosa sobre la fisica
del problema.

Ademads, una implicacién importante de este modelo matematico es
la posibilidad de obtener acelerogramas sintéticos para cualquier rango de
frecuencias determinado, los cuales pueden ser 1tiles como informacién o
como condicién inicial para otros modelos, ya que directamente son muy
dificiles de obtener con exactitud en el drea de ruptura en la mayoria de los
terremotos. También, es posible determinar los distintos tipos de energia
presentes en el proceso fisico al ocurrir un terremoto, tarea muy compli-
cada de realizar a partir de los datos que se registran en las estaciones
sismoldgicas, entre otras aplicaciones.

3 Modelo hidrodinamico global.
Enfoque numérico

Las ecuaciones lineales del Modelo de Aguas Someras (de acuerdo a la
referencia [8]), se utilizan universalmente para simular la propagacién de
tsunamis sintéticos:

a¢

—4+V-U = 0
ot ’
(7)

ou
E‘FQhOVC = 0,

donde U es el vector de velocidad horizontal integrado verticalmente. El
Modelo No Lineal de Aguas Someras, utilizado para analizar el

3Término introducido por el profesor Hiroo Kanamori (1993) [5] de CALTECH (Ca-
lifornia Institute of Technology) para referirse al hecho que terremotos de magnitudes
moderadas pueden excitar tsunamis excepcionalmente grandes. FExisten ejemplos de
tales eventos fatales tal como el ocurrido en Nicaragua 1992, entre otros.
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comportamiento fino de las ondas ocednicas tanto en mar abierto como
cuando entran a la pendiente continental, estda dado por

8_U+71 <Ua—U+Vcosﬁa—U>—7UVtan§:
Ot  Rcost o0 oY R
_ 9 % _ CpUVU2 4+ V2 Yy
Rcosv 06 D ’
oV 1 oV oV U?tan 9
E—I-m (U%—I-Vcosﬁ%) +T =
g 0¢C CgVNU2+V?2 U
ROY D ’
¢ N 1 <8(UD) N (VD cosﬁ)) _
Ot  Rcos?d 00 o
= 0, (8)

en el cual se toma en cuenta la friccién en el fondo del mar, la fuerza de
Coriolis de la Tierra y efectos de adveccién, donde 6 es la longitud, 9 es la
latitud, U y V son los flujos de velocidad en las direcciones longitudinal y
latitudinal, respectivamente, D(t,0,9) = H(0,9) + ((t,0,7) es la profun-
didad real de la columna de agua, R = 6,371 km es el radio medio de la
Tierra, f = 2§ sen 1 es el parametro de Coriolis, con € la velocidad angu-
lar de la rotacién de la Tierra y Cg = gm?/ D'/3 es un coeficiente empirico
sin dimensién el cual puede tomarse constante o depender del grosor de la
columna de agua, con m el coeficiente de Manning, el cual depende de la
rugosidad del fondo del mar (un valor tipico con el que se trabaja es 0.025
s/m'/3).

Las ecuaciones (7) y (8) se resuelven numéricamente utilizando un es-
quema de diferencias finitas centrales en coordenadas esféricas empleando
el modelo de propagacién de tsunamis de Goto et al, [3] y batimetria
real. Como ejemplo, para ilustrar la aplicaciéon del modelo numérico, se
presenta un “Mddulo Sintetizador de Tsunamis” (programa de cémputo
en MatLab™ para ejecutar la ecuacién matricial (9)), desarrollado para
simular tsunamis generados por sismos interplaca originados en la costa oc-
cidental de México, el cual consiste de un conjunto de funciones de Green
o tsunamis sintéticos producidos a partir de grupos de funciones impulso
que a su vez representan la dislocacién cosismica del lecho marino corres-
pondiente a cada uno de los segmentos o dreas de ruptura ilustradas en la
Figura 2.

Las funciones de Green se calculan con las ecuaciones del Modelo de
Aguas Someras (7). Cada una de las funciones impulso o condicién inicial
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Figura 2: Segmentacion de las dreas de ruptura en 189 mosaicos de 30 X
30 km? localizados en la interplaca entre la costa Oeste de México y la
Trinchera Mesoamericana.

del tsunami se considera como una perturbacién instantdnea de la super-
ficie del agua igual a la deformacion vertical cosismica del lecho marino
calculada con el modelo de dislocacién cosismica de Mansinha y Smylie [7].
Las alturas estimadas de los tsunamis sintéticos a lo largo de la costa se
obtienen a partir de la superposicion lineal de un grupo especifico de fun-
ciones de Green:

Gij(t)$j = bi(t), (9)

donde G;;(t) representa a la funcién de Green en la localidad i generada por
el sismo sintético o funcién impulso en la localidad j, z; es la magnitud de
la funcién impulso y b;(t) corresponde al tsunami sintético en la localidad
i.
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Figura 3: Alturas estimadas de un tsunami sintético a lo largo de la costa
Oeste de México. La magnitud del sismo prototipo utilizado corresponde
al drea de ruptura formada por el conjunto de segmentos seleccionados
para representar al sismo de Jalisco-Colima de 1995 (M,, 8.1).
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