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De la representacion de sistemas Euler-Lagrange a la Hamiltoniana generalizada

Resumen

La representacién Hamiltoniana generalizada de sistemas brinda una estructura que puede ser
utilizada con ventaja en muchas areas, entre las cuales se puede mencionar el disefio de
observadores y el diagnostico de fallas basado en modelos. Muchos de los trabajos en estos temas
tienen como punto de partida al sistema en forma Hamiltoniana generalizada y, en general, se
omite la explicacion de como llegar a esta representacién, por ejemplo, a partir de un modelo no
lineal basado en las ecuaciones de Euler-Lagrange. En este trabajo se presenta un analisis
detallado de como es que se obtiene la representacion Hamiltoniana generalizada de un sistema a
partir de las n ecuaciones diferenciales de segundo orden obtenidas con el formalismo Euler-
Lagrange. Con la finalidad de mostrar en lo particular, después del caso general, cbmo se obtiene

la representacion Hamiltoniana generalizada, se presentan algunos casos de estudio.

Palabras clave: Representacion-Hamiltoniana, Euler-Lagrange, Ecuaciones-Hamilton,

Transformacioén
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Abstract

The generalized Hamiltonian representation of systems gives structural advantages that can be
used in many areas. Some of these are the design of nonlinear observer and model-based fault
diagnosis. Many works have as start point the generalized Hamiltonian representation and there is
no explication of the way in which this representation is obtained, as for example, starting from
the Euler-Lagrange representation of the systems. In this work, a detailed analysis of how this
representation is obtained from the n second order differential equations that describe a nonlinear
Euler Lagrange system model is presented. In order to show in particular, after the general case,
how the generalized Hamiltonian representation is obtained, some case studies are presented.
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1. Introduccién

En el disefio de los sistemas de control se requiere la medicion de los estados, lo cual no siempre
es posible por lo que es necesario el disefio de observadores para desempefiar tal funcion, esto por
un lado y por otro lado, los observadores también son utilizados en el diagnostico de fallas con la
finalidad de contar con sistemas de control confiables y seguros. El disefio de observadores no
lineales aun cuando se conoce el modelo del sistema no lineal, no siempre es una tarea sencilla,
desarrollo que se simplifica cuando el disefio del observador no lineal parte de la representacion
Hamiltoniana generalizada.

Para obtener la representacion Hamiltoniana generalizada a partir del modelo Euler-Lagrange (E-
L) de un sistema, se requiere de una transformacion de Legendre. Aunque esto es bien conocido
de la mecénica clasica (Goldstein, 2000), en este documento se presenta a detalle la aplicacion de
la transformacion para realizar la conversién antes mencionada para tres ejemplos. Ademas, de
las ecuaciones Hamiltonianas se presenta al sistema en una forma generalizada que permite
visualizar mejor las caracteristicas del sistema en cuestion.

En la literatura son bien conocidas las ecuaciones de Euler-Lagrange ver por ejemplo (White,
1958) y (Goldstein, 2000) donde estas ecuaciones se presentan en el contexto de la mecénica
clasica, en (Ortega, 1998) se presentan también estas ecuaciones pero como un grupo de sistemas
no lineales para los cuales se disefian estrategias de control no lineal basado en pasividad, en
(Kelly, 2005) también se tratan estas ecuaciones para el disefio de controladores en el contexto de
robots manipuladores. Del mismo modo en (White, 1958) y (Goldstein, 2000) se presentan la
formulacién o ecuaciones de Hamilton en el contexto de la mecénica clasica, en (van der Schaft,
2000) tambien se presentan las ecuaciones de Hamilton para el analisis de sistemas en un
contexto energetico e incluso presentan un procedimiento para obtener esta ecuaciones a partir de
las de Euler-Lagrange. Por su parte la representacion Hamiltoniana generalizada en el contexto
de sincronizacion de sistemas cadticos es presentada en (Sira-Ramirez y Cruz-Hernandez, 2001).
Como se puede apreciar las 2 ecuaciones de E-L, de Hamilton y la representacion Hamiltoniana
generalizada, se encuentran en la literatura, sin embargo, al no haber muchos ejemplos
disponibles de esta conexidn para llegar a la representacion Hamiltoniana generalizada a partir de
un sistema no lineal con modelo Euler-Lagrange, en este trabajo se aborda esta situacion. El
trabajo esta organizado de la siguiente manera: en la seccion 2 se presenta el desarrollo basado en
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un principio diferencial para obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange, en la seccién 3 se
presenta el analisis para obtener las ecuaciones de Hamilton el cual se basa en la transformacion
de Legendre, en la seccidn 4 se presenta el analisis que describe como llegar a la representacion
Hamiltoniana generalizada a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange, en la seccion 5 se
obtiene la representacion Hamiltoniana generalizada de dos sistemas no lineales con modelo E-L

y finalmente en la seccion 6 se presentan las conclusiones.
2. Ecuaciones Euler-Lagrange

La deduccion de las ecuaciones de Euler Lagrange parte de la consideracion del estado
instantaneo del sistema y del concepto de desplazamiento virtual sobre el estado instantaneo, es

decir, desde un principio diferencial (Goldstein, 2000).

El desplazamiento virtual (dr;); donde #; es un vector de posiciones (Spong, 2006) con
i=1,--,m, donde m es el niUmero de particulas; es un desplazamiento infinitesimal de la
posicion de una particula realizado instantdneamente, esto es a velocidad infinita sin que
transcurra el tiempo durante el desplazamiento (este desplazamiento no se relaciona con el
movimiento real de la particula pues sélo es un concepto para analisis), durante este
desplazamiento las fuerzas y restricciones pueden cambiar.

Si se supone que el sistema esta en equilibrio, entonces la fuerza total (F,) en cada particula
desaparece, esto es F; = 0. F; es el vector que representa las fuerzas que actian sobre una
particula con i = 1,---,m. Con F; = 0 desaparece el trabajo virtual del vector de fuerza F; en el

desplazamiento &7, esto es

Z{pi,m«ih T AT A
i=1

donde {--}indica producto interno. Descomponiendo la fuerza total en la fuerza aplicada f; y en

la fuerza de restriccion f=
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sustituyendo (2) en (1) resulta

D UFdrd+ D UFEErY =0, (3)
i=1 i=1

si se consideran sistemas en los cuales el trabajo virtual neto de la fuerzas de restriccién es cero,
entonces el segundo término es igual a cero en la ecuacion (3). Esta condicion se cumple para

cuerpos rigidos. De tal forma que ahora el trabajo virtual de las fuerzas aplicadas es

Z{fi,:ﬁ”ri}= 0. it e e e e e e ()

La ecuacion (4) es conocida como el principio de trabajo virtual, el cual establece que el trabajo
realizado por las fuerzas externas correspondiente a cualquier conjunto de desplazamiento virtual
es cero. Note que este principio no es aplicable en general pues requiere que el segundo término
de la ecuacion (3) se satisfaga, esto es, que las fuerzas de restriccion no generen trabajo. Por lo
tanto, si el principio de trabajo virtual se aplica, entonces es posible analizar la dindmica del
sistema sin tener que evaluar las fuerzas de restriccion.

En (4), los desplazamientos virtuales no son independientes, por lo que no se puede concluir de
esta ecuacién que cada coeficiente de F; sea igual a cero. Para aplicar este razonamiento, se debe
transformar a coordenadas generalizadas. Pero antes de hacer esto, se consideran sistemas que no
estan necesariamente en equilibrio. Para este tipo de sistemas el principio de D’Alembert
establece que, si se introduce una fuerza ficticia —p; sobre la particula i para cada i, donde p; es
el momento de la particula i, entonces cada particula estara en equilibrio. Asi, si se modifica la

ecuacion (1) reemplazando F; por F; — p;, resulta

i{(fi—f;ij,a*ri}=i{fi,5ri}+i{ﬁi,ﬁri}=n, SR 4. S
i=1 i=1 =

la ecuacion (5) es conocida como el principio de D’Alembert y es valida para sistemas
arbitrarios. Para obtener el principio de D’Alembert en funcion del desplazamiento virtual de las

coordenadas generalizadas, se define la ecuacion de transformacion

r,=r,(g.,92..q,), i=1...m ...............(6)
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donde n es el nimero de coordenadas independientes o grados de libertad. Del mismo modo, &,

en términos de g esta dado por

5 o s, i=1 7
TE_} 5q} PR TR | | S — (7)

considerando (7) resulta el trabajo virtual en término de las coordenadas generalizadas

Z{f:,ﬁr )= ZZ{)"E, 5q}} = Z Q;8G; e e (8)

i=1 j=1

donde @; es la j-ésima fuerza generalizada, definida como

- ar,
Q= Z{f”%}, U ()

El otro término de la ecuacion (5), considerando que p; = m;i; esta descrito por

(p,,6r;)= ) (mi,6r), e ere e e eee e e (10)
Z Z

donde m; es la masa de la particula, sustituyendo el desplazamiento virtual (7) en (10) resulta

ZZ{mr :ﬁ'qj} PR ¢ &

i=1 ;=1

Usando la regla diferenciacion para el producto, se tiene

—[d or d [dr,
Z{mz Fog Zldt({mr aq}})—{ 7 ”dt(ﬂ )}1[12]

Derivando (6) usando la regla de la cadena, resulta

_d N, 13
V=TT 52, G jrorn vreeenn e e (13)
=1

a partir de la ecuacion previa se deduce que

dv, dr,

9q, odaq,
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y de la misma ecuacién (13) se deduce que

d for.\ dv, (15)
dt aq} - aq}_’"l.” B mew mww
sustituyendo (14), (15) y +; = v; en la ecuacion (12) resulta
S or.  ~[d v, v,
{m:'}l‘i, E} = Z l_({miﬁi’_'z}) - {mi'ﬂi,—_z}l FoErs wee wes mre wew wus 16
; ﬁq}- i= dt aq.i" aq}' (16)
Si la energia cinética se define como
o 1
T:Z{Emzﬁ”ﬁ‘}’ O &
i=1
entonces
i{ , ory_dor or (18)
m.r,, = ——— J v wen e e
dq; dtdq; dgq;

sustituyendo (18) en (11) resulta que el segundo téermino de la ecuacion (5) es

i{_ 5 i{d aT HT}S (19)
P07} = TV e § Lt R R
i=1 i=1 dtoq; daq;
combinando (19) y (8) resulta
i { daT aT } . (20)
— o fog.= W ...
= dt d; dq;)

ahora, ya que los desplazamientos virtuales dg; son independientes se concluye que cada

coeficiente es igual a cero en la ecuacion (20), esto es

d dT 4T
—_— =0, = I T e S, <. {14

" _;|.!
dtdg; dg;
Si la fuerza generalizada @; es la suma de una fuerza generalizada externa aplicada y otra debida
a un campo potencial, entonces el siguiente cambio es valido. Suponiendo que existe una funcién

7; y una funcion de energia potencial U(g), resulta que
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donde L = T — UJ es el Lagrangiano y (23) son las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange
(Spong, 2006). Este andlisis para llegar a las ecuaciones de Euler Lagrange también puede ser
consultado en (White, 958).

3. Ecuaciones de Hamilton

Las ecuaciones de Hamilton o la formulacién Hamiltoniana, es un método alternativo al de las
ecuaciones de Lagrange para el estudio de sistemas fisicos. En la formulacion Hamiltoniana no
hay ecuaciones de restriccion entre las coordenadas. Las ecuaciones de Hamilton buscan describir
el movimiento en términos de 2n ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, donde n
son los grados de libertad del sistema (Goldstein, 2000).

La transicion desde las ecuaciones de Lagrange a las ecuaciones de Hamilton corresponde a un
cambio de variables, esto es, de (q.4.t)a (q.p.t) donde p se relaciona con g y g por medio del
momento conjugado p

8q

Cong = [gy.q,)" ,a= [g..¢,)"yp = [Py, p,]" . Este cambio de variables se hace
utilizando la transformacion de Legendre. La transformaciéon de (g.q.t) a (g.p.t) parte del

diferencial del Lagrangiano L = (q.4.t), esto es

dL = (Z—ijr dq + (Z_DT dg+2Edt. e (25)

Sustituyendo el momento conjugado (24) en la ecuacion de Euler-Lagrange descrita por

d 8L ar |
;(a_q) — E “a ':I, ...................... (26)
se tiene
d drn
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despejando i’p resulta
—
P =g e (28)

reemplazando (24) y (28) en (25), resulta
— T T g- 4 9L
dL =p'dg+p'dg+ ardt' T ¢21°)|
Luego el Hamiltoniano H(q.p.t) es generado por la transformacion de Legendre, esto es

H(q’,p, t:] = QTP - L[:qlrf-]': t:], .................... (30)
cuyo diferencial es

dH = q"dp +pTdq— pTdq —pTdg— odt, ...... (31)
donde el término p” d g se elimina con la transformacion de Legendre, resultando

dH = q7dp —pTdg —2odt, .................... (32)
donde dH es
_ am’ au’ aH

igualando las ecuaciones (32) y (33), resulta

auT

auT AH i i AL
5 dg +¥dp +——dt = qrdp—prdq—adt, ........ (34)

de donde al igualar términos se obtienen 2n + 1 ecuaciones

g= j—j ..................... (35)

p=—% . (30)
oL aH

— 2 =LY 4 (37)

las ecuaciones (35) y (36) se conocen como las ecuaciones candnicas o simplemente ecuaciones
de Hamilton (Goldstein, 2000), las cuales estan constituidas por 2n ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden que reemplazan a las n ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo

orden de Lagrange. Este analisis también puede ser revisado en (White, 1958).

4. De Euler-Lagrange a representacion Hamiltoniana generalizada
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En esta seccion se define una forma de obtener la representacion Hamiltoniana generalizada
partiendo de las ecuaciones E-L descritas en la seccion 2 pasando por las ecuaciones candnicas de
Hamilton descritas en la seccion 3, se parte de las ecuaciones E-L con la finalidad de poder
convertir el modelo no lineal descrito por las n ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo
orden a las 2n ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden de Hamilton, esto debido a
que para obtener la representacion Hamiltoniana generalizada se requiere tener ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden con respecto a las variables de interes, tal como aparecen
en la formulacion Hamiltoniana la cual es posible obtener a partir de la formulacién E-L. La
formulacién E-L es ampliamente utilizada para el modelado de sistemas fisicos, de aqui el interes

de tomarlas en consideracion.

Las ecuaciones de E-L son

i(z_i(q,@) _z_;(q,qj =T (38)

donde g € R" es el vector de coordenadas generalizadas para un sistema de n grados de libertad,
T € R es el vector de fuerzas externas o generalizadas que pueden ser de tres tipos: 1.- Acciones
de control, 2.- Disipacién y 3.- Fuerzas de interaccion del sistema con el medio ambiente, L(q.q)
es la funcién Lagrangiana o simplemente Lagrangiano el cual es la diferencia entre la energia

cinética y potencial, esto es

L(q.q) =T(q.q) - Ulq), ............ (39)

donde T (q, "q) es la coenergia cinética descrita en términos de las coordenadas generalizadas
f 1. .
T(q.q) =Eqr Havar,. .. L. " (40)

donde D(q)€ R™ ™ es una matriz simétrica definida positiva (D(q) = D(q)" = 0) y es
denominada matriz de inercia generalizada y U(q) es la energia potencial que depende del vector
de coordenadas generalizadas g, esta ecuacion no tiene una forma especifica como la tiene la

ecuacion de la coenergia cinética. Con (40) el Lagrangiano es

Lq.q) =347 D(@q —U(@), ....... (41)
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considerando el Lagrangiano (41) la ecuacioén de movimiento de Lagrange (38) se puede expresar

como
S{Z[3a" pwal}j-Z (4" p@a)+ B =1, ... (42)
donde
2 [3a p@a]=p@a, oo (43)
“{z[z¢" p@al}= p@a+ D@ ....... (44)

Considerando las ecuaciones (43) y (44) la ecuacion de Lagrange (42) cambia a

D(g)g+Clg.q)g+glg)=r1,...... (45)
donde
c(a.®a=Db(@4d —3(5;(@? a(quﬂ), .......... (46)
glg)= %, e (47)

g(q) es un vector de fuerzas o pares gravitacionales (Kelly, 2005).

Con la finalidad de llevar el sistema con modelo E-L a la representacion Hamiltoniana
generalizada, las n ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden del modelo E-L se
transforman a las ecuaciones canonicas de Hamilton, para de esta manera tener Zn ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden a partir de las cuales se obtiene la representacién
Hamiltoniana generalizada para el disefio de observadores no lineales. A partir de la ecuacion de

Lagrange (45), del momento conjugado

parap = [py.-.p,]" y considerando que el Lagrangiano es
L=T(qq)— U(@)=>4"D(a)qg —Ulg), ............ (49)

resulta que el momento conjugado (48) es
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con esto las n ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden (45) se transforman en las 2n

ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden (van der Schaft, 2000), llamadas ecuaciones

de Hamilton
. a —
a=75 (@p) =D (@p e (51)
. a
b= 5 (@ B)+ Ty oeeeeeeeeeeeeee, (52)

donde la funciéon Hamiltoniana o Hamiltoniano H(q.p) es
1 - 1. .
H(q.p)= sp" D' (@pr+Ule) = 4¢" D(q)q+U(q). ... (53)

Un sistema no lineal con modelo E-L (45), al ser transformado a las ecuaciones de Hamilton (51)
y (52), resulta un modelo no lineal con 2n ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

cuyo vector de estados x € R™ queda definido por

X = [QIIQE!".anpj_rpzr"'rpn]r- rrrrra s (54)

Ahora el sistema no lineal que originalmente estaba descrito por n ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden, queda descrito por 2n ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden cuyo vector de estado es (54). A partir del modelo no lineal formado por n ecuaciones
diferenciales ordinarias de segundo orden, el sistema no lineal E-L puede ser llevado a una
representacion Hamiltoniana generalizada. Esta representacion Hamiltoniana generalizada se
obtiene a partir de un modelo descrito por 2rn ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden, debido a esto es que se requiere pasar de las n ecuaciones diferenciales ordinarias de
segundo orden de E-L a las 2n ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden de Hamilton;
esto unido a que la representacion cumpla con las condiciones definidas a continuacién
constituye la representacion Hamiltoniana generalizada. Esta representacion Hamiltoniana

generalizada (Sira-Ramirez y Cruz-Hernandez, 2001), esta descrita por

dHix)
dx

x=[J(x)+ 5(x}] +F(x)+ gu, ....... (55)

donde x € B™ es el vector de estados, u € R" es el vector de entradas, g € R™" es una matriz
constante, J(x),S(x) € R™*™ son matrices cuadradas que deben satisfacer para todo x las
siguientes propiedades
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J(x)= —J7(x), S(x)=5%(x), ....... (56)

H(x) es una funcion suave de energia definida globalmente positiva en R" la cual se propone de
forma que se cumpla la definicion y se asume que siempre existe, frecuentemente se usa una

funcidn cuadratica de energia descrita como:

H(x)= - x"Mx U (Y4

b |

al derivar parcialmente H(x) con respecto a x se obtiene el vector gradiente

dH(x) _ [BHI:X} dH(x) BHI:J::I] (58)

dx Bx, ' Bay ' " Bxp

donde M € R™™ es una matriz constante simétrica definida positiva y F(x) € R™ es un campo
vectorial que contiene las no linealidades del sistema. Debido a que las condiciones de la
representacion Hamiltoniana generalizada no tienen un grado elevado de restriccion, una gran
cantidad de sistemas no lineales con modelo E-L tales como sistemas electromecéanicos,

eléctricos, mecéanicos y mas pueden ser llevados a esta representacion.

5. Ejemplos

El Motor Sincrono de Iman Permanente (PMSM por sus siglas en ingles), el PVTOL (Planar
Vertical Take Off and Landing aircraft) y un sistema de levitacion magnética son los tres
sistemas que se presentan para mostrar como llegar a la representacion Hamiltoniana

generalizada a partir de su modelo Euler Lagrange.

5.1. PVTOL

El esquema del PVTOL estd formado por dos rotores fijos a una barra rigida con el centro de
masa del vehiculo a la misma distancia uno de otro. Este vehiculo es considerado como un
sistema subactuado, debido a que tiene dos entradas y tres salidas o grados de libertad. Tiene un
minimo numero de estados y entradas, con los que es posible contar con todas las caracteristicas
que deben tomarse en cuenta para el disefio de sistemas de control para vehiculos aéreos que se

mueven en el espacio tridimensional.
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Ejey
(Inercial)
4- E Eje X
: (Cuerpo)
| Eje x
I (Inercial)
EjeY I
(Cuerpo) \ 4
Eje z
(Inercial)

Figura 1. PVTOL de dos rotores

El modelo Euler Lagrange del PVTOL descrito a continuacion se puede encontrar en el trabajo
sometido (Lara) y en (Wong, 2007)
Diglg+glg)=1 .................. (59)

donde T es el vector de entrada que representa las fuerzas y momentos, g(g) contiene los
términos gravitacionales y la matriz D (g) contiene términos inerciales.

Para el PVTOL se define g=[¥, Z,8]" como el vector de estado generalizado

t=[u,, U, 1]", donde

—ms@® mcd 0 mgcd
D(g)= | mc®@ msd '3'], glq)= mgs@], ..................... (60)
0 0 I 0

donde m es la masa del PVTOL, /. es la inercia, s y ¢ son las abreviaciones de seno y coseno,

respectivamente.
El movimiento en el eje vertical esta representado por ¥, en el eje horizontal por £ y la posicion

angular por @.

5.1.1. Representacion Hamiltoniana del PVTOL
Usando el anélisis mostrado en la seccion 4 se obtienen las ecuaciones de Hamilton a partir del

modelo Euler Lagrange (59) del PVTOL. Considerando el vector de momentos generalizados
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y el Hamiltoniano
H(g,p) = %prﬂ_l(q]p FU(g) e (62)

donde U(q), es la energia potencial en el PVTOL. Considerando las ecuaciones de Hamilton

(G1)y (52)

_ fHigp) _ -1

= =2, D7 Mglp, ..o (63)
. 8Hiq.p)
p= ——a;”’ F T e, (64)

donde el ultimo término de la ecuacion (63) se obtiene despejando g de (61). Mientras que para

obtener la ecuacion (64), se tiene que

H(q.p) = %prﬂ_l(q]p%—ﬂ(q}; cevririneneenen. (65)
con esto (64) cambia a

p= —;—q(%prﬂ'liq]erU(q])Jr T= —a—i{%prﬂ'liq]p)— %U(tﬂ + 17,.... (66)

recordando la ecuacion (47) descrita por ;—q U(g) = glq), resulta

p= —%Gprﬂ_l(q]p}—g(qj+ T, ol . PR ]
donde
—is@ ic@ 0
pig)=|=-c® =0 of . (68)
0 iy o
Je

Haciendo los célculos y desarrollando las ecuaciones (63) y (67) resulta que las ecuaciones del

PVTOL son

Xy = ——sxg+ xﬁcxa, ..................... (69)
%, = 2cx, + =sx,, . (70)
iy = j— .. (71)
Xg= —mgexg+ Uz, oo (72)
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Xg= —mgsxg+ Up, oo, (73)
&, = f:i cxy + 1:55:{'3 —%cza +1,...... (74)

Donde x = [xy, x5, %3, x4 x5, x;]" = [V, Z, @, py, ps pz]” = [q. p]". Ahora para
obtener la representacion Hamiltoniana generalizada (55) del modelo (69)-(74), se propone la

siguiente funcion Hamiltoniana

H(x) = %xrx, .......................... (75)
cuyo vector gradiente es
) o & e (76)

donde existe una matriz constante simétrica definida positiva M = I € R**®, luego las matrices
son

J(x) = [0] € R®"%, J(x) = [0] € R®*,
[ —%“sxg + jn—s“cxa
x;“cxa + L—Bsxa
s 000 1 0 O
F(x) = Te ,g7=10 o 0o 0o 1 0|
—mgcx; 0 0 0 0 0 1
—MGgsx,
;i €xg T+ x‘:js“sxa — ;i €xg|
Con estas matrices la representacién Hamiltoniana resulta como
3 ] iz
. H H
x = J(x) E-l—S(x:]E-I- F (S b s A ........... (77)
1

La ecuacion (77) describe la representacion Hamiltoniana generalizada, la cual cumple con todas
las condiciones que establece tal representacion por lo cual se puede concluir que es correcta. La
ventaja de que exista tal representacion del PVTOL es que permite el disefid de observadores no
lineales de estado, los cuales son utilizados para el diagnéstico de fallas con técnicas basadas en

el modelo. Esta representacion para el disefio de observadores tiene como ecuacion de salida

H I P :
y=0C e donde € € R™*™ es una matriz constante y ¥ € B™ donde m es el nimero de salidas.

5.2. Motor Sincrono de Iman Permanente
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En la figura 2 se presenta un motor sincrono de iman permanente.

_~ Carecasa

Figura 2. Motor sincrono

El modelo Euler Lagrange del PMSM en el marco de referencia estacionario dg0 fue tomado de
(Krause, 2002); donde dg0 es la abreviacion de (direct-quadrature-zero) que es una
transformacion matematica que permite girar el marco de referencia de los sistemas trifasicos
reduciendo de esta forma las tres cantidades de corriente alterna a dos cantidades de corriente
directa, esto facilita el estudio de las maquinas eléctricas.

Tal modelo esta descrito por

Dx+ Clx)x+ R x=1T, ................ (78)

T . T ., . s :
con x = [x;, x5, %3]7 = [ig Lgr w] donde i, e i, son las corrientes eléctricas en los ejes de

- - — 1!' _ 1'-
directa y cuadratura respectivamente, T = [uy, u,, uz]’ = [ud, uq,—rl] donde u,, 1, son los
voltajes en los ejes de directa y cuadratura respectivamente y 7, es el par de carga. Donde las

matrices de la ecuacién (78), son

L 0 0 0 —Ln,x; 0 g 0 0
D=0 L 0} Clx)= Ln,x, 0 0| R, = : ER "w@, ... (79)
0 0 J, 0 0 0 0 —;n,@® B

donde @ es la velocidad del rotor, @ es el flujo de iman permanente, /.., es la inercia del rotor, E
.. . ey . 3 P aa ,

es el coeficiente de friccion viscosa, T, = —-n, @ es el par electromagnético, n,, es el nimero de

par de polos, L es la inductancia y R es la resistencia del estator.

Para obtener la representacion Hamiltoniana (55) del motor sincrono descrito por el modelo (79),

se propone la siguiente funcién Hamiltoniana como:

HG) = 2(x3 + 123 + 21,23), v (80)
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donde L y J,, son constantes positivas y puesto que los estados x4, x, y x5 estan elevados al
cuadrado se cumple con la condicion que establece que H(x) sea una funcion definida positiva

globalmente en R™. El vector gradiente de H(x) es

fH(x b T
I;‘;} = |:xj_r LI:.! Efmx:a] ) ees e sssassaasassaaaas (81)
—aiéiﬂ = Mx = M = diag [1, Lz fm], ................. (82)

donde M es una matriz simétrica constante y definida positiva, lo cual cumple con la condicion
para proponer H(x). Una vez propuesta la funcién Hamiltoniana y su vector gradiente, la

representacion Hamiltoniana generalizada del PMSM resulta como:

:&=j[x]2—i + s(xJZ—j+F(xj+gu, . (83)

" " 0 " l"
donde x = [k, %5, %3] , u= 7= [ud, Ugr TL]

0 0 nﬁ —Lf 0 0
b 1.
':I ':I —F
J= 2Jml |, s=|0 —f; 0 |
in, 0
o — 0 _E
e - 0 0 1
....... (84)
1
- 0 0
M, X 3%, L :
F(XJ= —ﬂ?,:xaxi, g = 0 I 0|
0
0o 0 2
I

En este caso, puesto que las ecuaciones que modelan al PMSM son de primer orden con respecto
a las variables de interés que son las corrientes y la velocidad, no es necesario obtener las
ecuaciones de primer orden de Hamilton para llevar el modelo del sistema a la representacion
Hamiltoniana generalizada. Este caso de estudio también se utiliza en (Rodriguez, et. al., 2012),
donde la representacion Hamiltoniana generalizada se utiliza como parte de la solucién al

problema de diagndstico de fallas basado en el modelo para sistemas no lineales.
5.3. Sistema de levitacion magnética

El sistema de levitacion magnética presentado en la figura 3
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Figura 3. Sistema de levitacién magnética

El modelo E-L del sistema de levitacidn magnética sin disipacion tomado de (Ortega, 1998), esta
descrito por

D(g)g+C(qq)g+G= T, ..ccoveiiiaanann.. (85)

donde
1

_ f—— ':I . — 1 fé'z fi'1:| _ |: ':l :| _ 'u-:
D(q) = [~1D‘4=} ml,c(ﬂbqj 2(1-g,)® [_'ql ol 6= —mg,|' T [D]’ ----- (86)

donde g4 representa la corriente eléctrica en la inductancia, q, representa la posicién de la bola
medida con respecto a la posicion nominal, con estas se forma el vector g = [qy, q,]7, mes la
masa de la bola, u; es la entrada de control y g; es la gravedad. En la Figura 3, 4 es el flujo en la
inductancia.

Puesto que el modelo (85) del sistema de levitacion magnética consta de n ecuaciones
diferenciales ordinarias de segundo orden, se requiere para llegar a su representacion
Hamiltoniana generalizada, obtener las ecuaciones de Hamilton con lo cual se tendran 2n
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden que describen el sistema.

A partir del modelo E-L (85) se obtienen las ecuaciones de Hamilton, esto es considerando el

vector de momentos generalizados

y el Hamiltoniano
H(g.p) = P D H@P+U(@), oo (88)
Considerando las ecuaciones de Hamilton (51) y (52)

_ fHigp) _ -1
= D7 Mgp, oo (89)
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p= —""*3—:”3' F T e (90)
Aplicando (89) a el modelo del sistema de levitacién,
(1-gz) O 1
q' = l |:| il Ez], ...................... (91)
de donde resulta que
1= p1(1—qqg), e, (92)
G, = "’ﬁ. e (92)

Ahora utilizando (90) se obtienen las ecuaciones diferenciales en relacion a los momentos, esto es

p= —aeprﬂ"i(qu}— B%U[q]—l- L A (94)

donde aiq U(qg) = G. Tomando el primer término de la ecuacion previa, se tiene

[Py pz]lil_ﬂ a2) il[ii] ....... (95)

B3| R

G
= (Pt -a) +Z )= 0(a,), ........ (96)

. %@[q;] U,
p= :iq;@(qgj - [_Tﬂgz] + [g] oo 97)

ng]— [_T?EH:]-F [ Dss)

-
r

I.’=

de donde resulta
Py = U, . SJESERANY  ~(00)

By = u:%pf LT o A I A (100)

Definiendo x = [x;, x5, x5, x3]7 = [q4, g2 py. p2]7, entonces el sistema queda expresado
como

X, = xR dndy......... 4. (101)
i, = *ﬁ, . (102)
Xy = wy, ... 00 S-S, 4] LIRS (103)
Xp = “XgrhmMg, e, (104)
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Para obtener la representacion Hamiltoniana generalizada (55) de este sistema, a partir del
modelo (101)-(104), el cual esta formado por las n ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden, se propone la siguiente funcion Hamiltoniana

HeO = 2(xd+ 22+ 23+ 2x3), i, (105)

puesto que m es una constante positiva y los estados son términos cuadraticos la funcion
propuesta H(x) cumple con ser una funcion suave definida globalmente positiva en ", La otra

condicién que debe cumplir la funcién propuesta es que la matriz M del vector gradiente de H(x)

sea constante simétrica y definida positiva, esto es

{x T
P = [y 22 23 2|0 (106)
—aiix} = Mx = M = diag [1, 11, ﬂ ................. (107)
donde
0 o 1/2 0 0 0o 1/2 ©
0 o 0 1/2 0 0 0 1/2
= . 5= ,

-1/2 0 o0 o0 1/2 0 o0 0

o -1/2 o o 0 1/2 o o

it =
0
g =1¢€ R™, F(x) = e

(3) ¢ +ma,

en la representacion previa se cumple con las condiciones establecidas para las matrices ] = —J7

y§= —5T,

6. Conclusiones

Se ha presentado un analisis para obtener la representacion Hamiltoniana generalizada a partir del
modelo no lineal de un sistema descrito por las ecuaciones Euler-Lagrange, para lo cual se
transforman las n ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden de Lagrange, a las 2n
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden de Hamilton a partir de las cuales resulta la

representacion en mencion, pues para tal representacion se requiere tener la derivada del vector
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de estado de interés, lo cual frecuentemente corresponde a la ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden como lo son las de Hamilton. Como casos particulares se presentd la obtencién
de la representacion Hamiltoniana generalizada de tres sistemas no lineales descritos en la
formulaciéon Euler-Lagrange, PVTOL, motor sincrono de iman permanente y un sistema de
levitacion magnética. En el caso del PVTOL fue necesario transformar las n ecuaciones de
segundo orden a las 2n ecuaciones de primer orden de Hamilton debido a que las variables de
estado de interés son las posiciones las cuales resultan de transformar el modelo E-L a un modelo
Hamiltoniano, en tanto que para el caso del PMSM no fue necesario obtener las ecuaciones de
Hamilton pues las variables de interés son las derivadas de las posiciones las cuales estan
descritas por ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, que en este caso corresponden
a las corrientes y a la velocidad del motor y en el sistema de levitacion magnética fue necesario la
transformacion de las n ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden a las 2n ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden con lo cual hace posible tratar con la posicion de la bola

que es la variable de interés.

7. Agradecimientos

El primer autor agradece el apoyo de CONACYT para realizar su doctorado. Los autores
agradecen al CONACYT por el financiamiento del trabajo a través del proyecto de ciencia basica
no. 178282.

Referencias

Goldstein, Herbert, Charles Poole and John Safko. (2000). Classical mechanics. Third edition.

Kelly, Rafael, Victor Santibafiez, and Antonio Loria. (2005). Control of robot manipulators in
joint space. Springer.

Krause P. C., O. Wasynczuk, and S. D. Sudhoff. (2002). Analysis of electric machinery and drive
systems. A. John Wiley and sons, inc. publication. 20

Lara, D., P. Panduro, G. Romero, E. Alcorta and R. Betancourt. Robust control design techniques
using differential evolution algorithms applied to the pvtol. Intelligent automation and soft
computing.

Ortega, Romeo, Antonio Loria, Per J. Nicklasson and Hebert Sira-Ramirez. (may 1998).
Passivity based control of Euler Lagrange systems: Mechanical, electrical and electromechanical
applications. Berlin: Springer Verlag.

Revista Electronica Nova Scientia, N° 14 Vol. 7 (2), 2015. ISSN 2007 - 0705. pp: 01 — 23
-22-

Nova Scientia



Rodriguez-Alfaro, L.H. y E. Alcorta-Garcia

Rodriguez-Alfaro, L. H., E. Alcorta-Garcia y C. Posadas-Castillo. (2012). Diagnéstico de fallas
en sistemas hamiltonianos. Congreso Nacional de Control Automatico.

Sira-Ramirez, H. and C. Cruz-Hernandez. (2001). Synchronization of chaotic systems: a
generalized Hamiltonian systems approach. International Journal of bifurcation and chaos, vol.

11, no. 5:1381-1395.

Spong, Mark W., Seth Hutchinson and M. Vidyasagar. (2006). Robot modeling and control. A.
John Wiley and sons, inc.

Van der Schaft, A. (2000). L2-Gain and passivity techniques in nonlinear control. Springer.
White D. C. and H. H. Woodson. (1958). Electromechanical energy conversion.

Wong, K. C., J. A. Guerrero, D. Lara, and R. Lozano. (2007). Attitude stabilization in over flight
of a mini tail-sitter uav with variable pitch propeller. In IEEE/RSJ International Conference on
Intelligent Robots and Systems.

Revista Electronica Nova Scientia, N° 14 Vol. 7 (2), 2015. ISSN 2007 - 0705. pp: 01 - 23
-23-

Nova Scientia



