I Economia Espafiola y Proteccién Social, VII, Afio 2015. 71 - 103 I

ECONOFISICA. MECANICA ESTADISTICA DEL DINERO:
CONSECUENCIAS TERMODINAMICAS DE LA LIMITACION
EN LAS TRANSACCIONES ECONOMICAS.

ECONOPHYSICS. STATISTICAL MECHANICS OF MONEY:
THERMODINAMIC CONSEQUENCES OF LIMITATIONS IN ECONOMIC
TRANSACTIONS.

“Money, it's a gas”
Dark Side of the Moon. Pink Floyd

D. Pedro Valverde Caramés 1

Jefe de Area. Servicio de Estudios Tributarios y Estadisticas.

Agencia Estatal de Administracion Tributaria. Espafia
Resumen

La Econofisica recurre a métodos de Mecanica Estadistica y a la Fisica de
sistemas complejos para modelizar los sistemas econémicos. Los modelos
de tipo gas (KWEM) intentan explicar las propiedades mas relevante de las
transacciones econdmicas en una sociedad partiendo de la Teoria Cinética
de los Gases, que describe las interacciones entre las particulas de un gas.

Se definen asi los llamados modelos basados en agentes.
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Si en estos modelos se introducen restricciones que limiten el intercambio
econdémico, los sistemas convergeran a estados de equilibrio estadistico
caracterizados por una importante desigualdad en el reparto de la riqueza.
Por otra parte, lo anterior permite dotar de un significado econémico a un
parametro fundamental en toda esta teoria como es el de temperatura

econdmica.
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Abstract

Econophysics uses methods of Statistical Mechanics and Physics of Complex
Systems to model economic systems. Gas type models (KWEM) try to explain
the most important properties of economic transactions in a society, take into
account the Kinetic Theory of Gases, which describes the interactions
between the particles of a gas. The so-called agent-based models are thus
defined. If restrictions of economic exchange are introduced in these models,
the systems converge to statistical equilibrium states, characterized by
significant inequality in the distribution of wealth. Moreover, this allows to
provide an economic meaning to a fundamental parameter in all this theory:

economical temperature.
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1. Introduccién

Un buen nimero de fendmenos econémicos responden a lo que en
Fisica se conoce bajo el nombre de dindmica no lineal o de sistemas
complejos: sistemas cuyo comportamiento colectivo no se puede explicar a
partir de la simple superposicion de sus partes constituyentes. Por ejemplo,
son de este tipo aquellos que describen situaciones muy alejadas del
equilibrio o los que exhiben comportamientos cadticos. Cabe preguntarse, por
tanto, si seria posible emplear métodos de Fisica Estadistica para desarrollar
modelos econdmicos realistas y eficientes. En los Ultimos afios, este
novedoso enfoque interdisciplinar, al que se ha dado en llamar Econofisica
(véase, por ejemplo, Mantegna, R. y E. Stanley (2000)), ha mejorado de
manera considerable nuestra comprensiébn de numerosos procesos

econémicos.

Este trabajo se centrara en los denominados modelos de tipo gas
(conocidos en la literatura como Kinetic Wealth Exchange Models o KWEM),
gue intentan describir las interacciones econémicas a partir de su analogia
con uno de los sistemas fisicos mas sencillos que se conocen: un gas de
particulas. La idea seminal proviene de los trabajos de Mandelbrot (1963) y
se fundamenta en que las leyes de la Mecéanica Estadistica gobiernan el
comportamiento de un inmenso nimero de interacciones individuales tales
como las colisiones dentro de un gas contenido en un volumen cerrado.
Desde esta perspectiva, la teoria clasica de gases homogéneos es faciimente
adaptable al esquema de un modelo econémico: en este caso, las moléculas
y sus velocidades son reemplazadas por agentes (individuos y/o empresas)
y su dinero, y en lugar de colisiones binarias se consideran intercambios entre
dos agentes econdmicos. Al igual que los diferentes modelos de interacciones
en un gas determinan sus propiedades macroscopicas (presion, temperatura,
entalpia, etc.), al considerarse diversos tipos de transacciones econémicas

se deberian recuperar distribuciones de dinero distintas y parametros

73



macroscopicos diferentes. En el caso que nos ocupa, tanto la Mecanica
Estadistica como la Economia estudian grandes conjuntos de elementos,
atomos en un caso y agentes econémicos en el otro, siendo por ello que el

concepto de “equilibrio estadistico” jugara un papel determinante.

Dicho en otros términos, una persona individual no es relevante ni
tiene ninguna de las caracteristicas propias de una economia entera. Sin
embargo, millones de personas juntas, actuando individualmente, crean la
economia y quizas ésta puede ser descrita por algunas reglas que permitan
hacer predicciones, igual que la Ecuacion de estado describe en
Termodinamica la presion y la temperatura y predice el comportamiento

colectivo de un conjunto de atomos o moléculas.

Tabla 1. Analogia entre modelo cinético y multi-agente

Modelo
Modelo fisico econdmico
Cantidades intercambiadas K=energia cinética m=dinero
Unidades N Particulas N Agentes
Interaccion Colisiones Transacciones

Si en estos modelos se introducen restricciones que limiten el
intercambio econdmico, los sistemas convergen a estados de equilibrio
estadistico caracterizados por una importante desigualdad en el reparto de la
“riqueza”. Por otra parte, lo anterior permite dotar de un significado econémico
a un parametro fundamental en toda esta teoria como es el de temperatura

econdmica.

Dentro de este esquema es muy importante puntualizar que el dinero
no se corresponde de una manera univoca con la riqueza. El dinero es sélo

una parte de misma, siendo la otra, la riqueza material (o0 inmaterial, pero no
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monetaria, piénsese en los derechos de una patente a modo de ejemplo). A
efectos de lo que sigue, siempre se entendera que el dinero hace mencion al
papel moneda o en su caso a activos bancarios, o de otro tipo, pero de

liquidez inmediata.

2. Modelos tipo Boltzmann-Gibbs: origen, campo de a  plicacion y

limitaciones
2.1. El marco teérico

Considérese un sistema formado por muchos agentes econémicos
(N>>1), los cuales se pueden considerar como individuos o corporaciones.
Se parte del supuesto de que N es un nimero constante. Cada agente i tiene
una cantidad de dinero m; que puede intercambiar con cualquier otro agente.
Lo que subyace a dicha interaccion es algun tipo de actividad econdmica, tal
como la compra de algin bien o servicio; sin embargo, este detalle no es
importante en el ambito de este trabajo, donde lo relevante es el resultado de
la interaccion entre los agentes i y j en la que alguna cantidad de dinero Ap
cambia de manos:

[mi,my] = [my,my] = [m;—ap,m; + ap]

Como se deduce de la expresién anterior, la cantidad total de dinero
se mantiene constante en cada transaccion m; + m; = m; + m] Esta regla
de conservacion local de la cantidad de dinero es analoga a la conservacion
de la energia entre &tomos en colision. Se asume que no existe ningun flujo
externo de dinero que pueda alterar al sistema, ya que éste es, por definicion,

un sistema aislado, de tal manera que la cantidad total de dinero M

permanece constante.
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Sea P(m) la funcién de distribucién de la probabilidad del dinero, tal
gue el nimero de agentes con dinero entre my m + dm es igual a NP(m)dm.
Estamos interesados en la distribucion P(m) estacionaria correspondiente a
un estado de equilibrio termodinamico. En esta situacion, la posicion de
cualquier agente puede fluctuar abruptamente en una interaccién con otro
agente pero la distribucion de probabilidad no cambia. P(m) se puede derivar
de la misma manera que se obtiene la distribucion de equilibrio de la energia
P (&) en mecanica estadistica. Considérese la division del sistema global en
dos subsistemas 1 y 2. Como la cantidad total de dinero se mantiene
constante se cumple que m = m1 + m2, por tanto se tiene que P = P1 = P2
con lo que se concluye que P(m)=P(ml+m2)= P(ml)+ P(m2). La

solucion de esta ecuacion es:
P(m)=C -e™MT

por lo que la probabilidad de equilibrio distribucién del dinero tiene la forma

de Boltzmann-Gibbs. De las condiciones de normalizacién f_°°°o Pm)dm =1y
f_‘i} mP(m)dm = M/N se obtiene que C =1/T yque T = M/N. Por lo tanto,
la “temperatura monetaria”, T, es el promedio de la cantidad de dinero por

cada agente?.

En este trabajo se partird, como modelo inicial, de que en cada
interaccién se determina una cantidad aleatoria a intercambiar que sigue una
distribucion uniforme U: Ap ~U[1,100] /p € Z. Asi, en cada iteracion se
elegiran, al azar, dos agentes y una cantidad Ap para intercambiar entre ellos,

siempre y cuando el donante tenga dinero suficiente para realizar el

2 La distribucién de Boltzmann-Gibbs puede ser también derivada por la maximizacion de la
entropia de la distribucion de dinero S=—f0°°P(m)lnP(m)dm bajo la restriccion de la

conservacion de la cantidad de dinero.
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intercambio. El vector de dinero inicial Vinca Sera uniforme: mi

100 para Vi=1..N, donde N es el tamafio del colectivo simulado N
10.000 y M = 10° es la cantidad total de dinero del sistema. Por tanto, la

distribucion de probabilidad inicial viene dada por Pinicial (M) = 6 (m - 100).

Diagrama 1. Proceso de interaccién para un modelo basado en agentes. Dos
individuos, con dinero (mi, mj), en el momento t interactian de alguna manera
para acabar con un reparto (mi, m;j) en t+1. La cantidad total de dinero se

conserva en el proceso

t t+1

mi mi

. . 1 )
mj 1 MmdEmEMi+m mj

La figura 1 muestra la distribucion de equilibrio conseguida después
de 106 iteraciones, lo que significa que, en promedio, cada agente ha
participado en unas 100 transacciones, ya sea como perdedor o ganador. En
el estado de equilibro el sistema no experimenta cambios sensibles, mas alla
de ligeras fluctuaciones en las variables que lo describen a nivel

macroscopico. Por otra parte, como se puede observar en la figura 2, en el
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proceso la entropia S del sistema aumenta en el tiempo hasta saturarse en el

valor maximo para la distribucion de Boltzmann-Gibbs.

Figura 1. Histograma: distribucién estacionaria de probabilidad del dinero
P(m). Curva solida de ajuste de una distribucion de Boltzmann-Gibbs con

parametro T=100
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Figura 2. Evolucion temporal de la entropia para el modelo anterior (el tiempo

se mide en ciclos de iteracién)
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Recordemos que la entropia es una medida de la distribucion
aleatoria de un sistema. Todo sistema aislado evoluciona en el sentido de
maximizar su entropia y la distribucién de Boltzmann-Gibbs, de equilibrio, es

precisamente, la que garantiza su maximizacion en el sistema.

El resultado anterior se obtiene partiendo de la distribucion de dinero
Vinicial. NO obstante, la distribucién estacionaria final es la misma si se parte
de otra inicial distinta y/o se aplican otras reglas de intercambio diferentes,
siempre que se respete la conservacion del dinero y el modelo sea aditivo.
Como se afirma en Chatterjee, A. y B. Chakrabarti (2007), la distribucion final
es universal, dentro de los condiciones impuestas, aunque la distribucion de

partida (y/o las reglas de intercambio) propuestas sean diferentes.

2.2. Modelo con parametro de ahorro. Andlisisde la  equidad

En el modelo considerado anteriormente, el dinero intercambiado
tiene las mismas probabilidades de transferencia desde un agente con el
equilibrio m a un agente con el equilibrio m’ y viceversa. Esto también es cierto
aun cuando la cantidad intercambiada sea aleatoria siempre que la
distribucion de probabilidad de Ap sea independiente de m y m'. Las
interacciones microscopicas son, por tanto, simétricas frente al tempo. Como
consecuencia de lo anterior, la distribuciéon estacionaria P(m) es siempre
exponencial (de Boltzmann-Gibbs). A estos modelos se los denomina
aditivos. Aqui es posible encontrar la distribucién estacionaria sin conocer los
detalles exactos de las interacciones a nivel microscopico (que pocas veces

son bien conocidas), mientras la condicion de simetria sea satisfecha.

Sin embargo, no hay ninguna razén fundamental para esperar que la
simetria de inversion temporal esté siempre presente en Economia. A
aquellos modelos en los que la simetria de la inversion del tiempo se rompe

se los conoce como modelos multiplicativos. Si la simetria de inversion
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temporal no se cumple, el sistema puede tener una distribucién estacionaria
que no sea de Boltzmann-Gibbs o, incluso, no alcanzar una distribucion

estacionaria (véase Yakovenko, V. y J.J. Barkley Rosser, 2009).

Un ejemplo de esta clase es aquel en que los agentes presentes en
el modelo ahorran una fraccion A de su dinero (Propensién marginal al
ahorro), de tal forma que en cada iteracién el donante se reserva una parte
(A - m) y s6lo pone en juego una fraccion (1 — A - m) de su dinero total. De
esta manera, el agente i, que juega el papel de donante, efectuara la
transaccion si y sélo si (1 — ;- m;) = Ap; en caso contrario los agentes no
intercambian la cantidad Ap. La introduccion del parametro de ahorro A
supone introducir la posibilidad de individualizar a los agentes; para mayor
generalidad supondremos que A es una variable aleatoria que se distribuye
uniformemente, A~U [0,1] y que se determina para cada transaccién de
manera que la regla de intercambio viene dada por:

m = {mi —Ap si (1— Amy) =Ap

t m; sim; < Ap
. {mj +Ap si(1— Am;) =Ap
m; sim; < Ap

En este modelo, asi simulado, se asume que cada agente en cada
transaccion decide de manera independiente (e idénticamente distribuida)
qué proporcidn del dinero del que dispone se reserva. Con respecto al modelo
inicial, el tnico cambio que se ha producido es introducir una condicién mas
restrictiva para que se efectle cada transaccion; sin embargo, este cambio
provoca que, una vez efectuada la transaccion, ésta no pueda, en general,
deshacerse para recuperar la configuracion original (hay ruptura de la

simetria temporal).
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Figura 3. Histograma: distribucién estacionaria de probabilidad del dinero en

un modelo multiplicativo
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A la vista de la simulaciones realizadas, cabe destacar que la
distribucion de equilibrio tampoco depende en este caso ni de la distribucion
inicial ni del ndmero de agentes implicados (siempre que sea lo
suficientemente grande, N>100). Este modelo conduce a una distribucién de

equilibrio cualitativamente diferente a las que obtienen en un modelo aditivo3.

En Landau, M.D. y E.M. Lifshitz (1969) se propone un modelo de

ajuste a una funcion tipo Gamma dada por: P(m) = C * m# * e‘% que difiere
de la de Boltzmann-Gibbs en el prefactor m?. Si se ejecuta una simulacion
ajustando la distribucion obtenida en este apartado, se obtiene un ajuste casi
perfecto; la figura 4 muestra el ajuste de los datos del modelo y el ajuste

correspondiente.

8 En particular, presenta una moda x,, > 0y un limite cero para valores de m pequefios, es decir:
lim (fx) =0.
x—0
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Figura 4. Histograma: distribucion estacionaria de probabilidad. Linea sélida,

m
ajuste con distribucion tipo Gamma P(m)=C * m# xe™T
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Este modelo representa un paso adelante en una definicibn mas
realista del modelo basico inicial y parece una opcién logica la definicién de
un criterio de ahorro que esté presente en las transacciones entre agentes.
Dado que las distribuciones de ambos modelos son tan diferentes cabe
preguntarse sobre los efectos econémicos que se pueden deducir de esa

diferencia.

En Economia la aproximacion mas usual al nivel de desigualdad
personal se obtiene mediante la curva de Lorenz que, partiendo de la
distribucion ordenada de ingresos, representa conjuntamente las
proporciones acumuladas de perceptores de rentas (p, en el eje horizontal) y
las correspondientes proporciones acumuladas de rentas percibidas (q, en el
eje vertical). Esta curva lleva ademas asociada una medida de la desigualdad,
construida por comparacioén entre la situacién observada en cada caso y la
correspondiente a un reparto igualitario, que vendria representado por la recta
de equidistribucién (Kleiber, C. y S. Kotz, 2003). Por otra parte, dada una

distribucion de rentas que denotamos por Y; con frecuencias relativas fi, la
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expresion mas habitualmente utilizada para medir la desigualdad es el indice
de Gini (Gradin, C. y C. del Rio, 2001).

Figura 5. Distribuciones estacionarias de probabilidad del dinero en un

modelo aditivo versus un modelo multiplicativo
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Figura 6. Curva de Lorenz para las dos distribuciones anteriores

Lorenz curve

1.0

Multiplicativo

Aditivo
02 -

Freq. acumulada de dinero

0.0 T T T T
0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0

Freq. acumulada de individuos

83



La figura 6 muestra las curvas de Lorenz para ambos casos. El indice
de Gini para el caso general alcanza un valor I; = 0,82 mientras que si se
introduce un coeficiente de ahorro de distirbucion uniforme, el valor pasa a
ser I, = 0,77. Se concluye pues que la distribucién de equilibrio con tasas de

ahorro positivas da lugar a un reparto mas equitativo de la masa monetaria.

La distribucion de Boltzmann—Gibbs no necesariamente se sostiene
para cualquier sistema conservativo. Sin embargo, dicha distribucion es
universal en un sentido limitado para una amplia clase de modelos que
mantienen la simetria de inversiéon temporal; en tal caso la distribucion
estacionaria es exponencial y no depende de los detalles de un modelo
(Chatterjee, A. et al. (2005); Dragulesku, A. y V.M. Yakovenko (2000)). A la
inversa, cuando la simetria de inversién temporal se rompe, la distribucién

puede depender de los detalles de un modelo.

Los dos modelos presentados aqui, sin y con tasa de ahorro, son los
mas sencillos y a la vez més representativos de los modelos tipo KWEM.
Sobre ellos se pueden introducir variaciones que recojan otros aspectos de
la realidad econémica, por ejemplo permitir el endeudamiento de los agentes,
introducir un banco central que inyecte dinero en el sistema, una autoridad
fiscal que imponga impuestos y/o subvenciones etc. (Yakovenko, V.M. y J.
Barkley Rosser, (2009))

2.3. Transacciones posibles frente a transacciones efectivas.

Motivacion para su estudio.

Cada vez que dos agentes se enfrentan a una posible transaccion, el
gue ésta se lleve a cabo o no va a depender de que el donante tenga una
cantidad de dinero que por lo menos sea igual al precio marcado para la
operacion (Ap). De esto se infiere que I6gicamente no todas las transacciones

posibles se convertiran en transacciones efectivas, entendiéndose que estas
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ultimas modifican la distribucion previa del dinero (dos agentes han cambiado
de posicion). Parece por ello interesante diferenciar entre ambos tipos de

situaciones.

Considérese un sistema en estado estacionario, en el que se han
producido E transacciones (potenciales) de las cuales Unicamente E, han
derivado en un acuerdo (efectivas). Tiene entonces sentido la siguiente
probabilidad:

¢ =E./E [1]

Dada una transaccién escogida al azar, definida por los parametros
(mi, mj, Ap), @ indicaria cual es la posibilidad de que alcance un acuerdo. En
términos computacionales, cada iteracion que realiza en una simulacion
numérica es una transaccion posible. En las efectuadas en el marco de este
estudio, para sistemas de Boltzmann-Gibbs (sin deuda y sin ahorro), una vez

alcanzado el equilibrio termodinamico, @ es del orden del 63%.

Si, en cambio, se introduce un parametro de ahorro en el modelo (A),
una vez alcanzado el correspondiente equilibrio, @ se reduce a un 43%. La
introduccion de Ai reduce la probabilidad de que se produzcan transacciones
efectivas. Los agentes econdmicos no disponen de todo su dinero y ello se
refleja, como cabria esperar, en una reduccion de ¢. Dado que el modelo
Boltzmann-Gibbs plantea el minimo posible de limitaciones a las
transacciones entre agentes, de hecho que se produzca o no sélo va a
depender de miy Ap, es de esperar que ¢ sea maximo. Obsérvese que el
receptor (con dinero m;) no juega en estos modelos ningun papel, la
transaccion se dara, o no, independientemente de la cantidad de dinero de la

gue disponga.
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Las consecuencias de todo lo anterior quedan reflejadas en la
velocidad de convergencia al equilibrio de los sistemas. Aunque &
Unicamente cobre sentido en estado estacionario, se puede pensar que
cuanto menor sea su valor mayor habra sido el tiempo que al sistema le habra
llevado alcanzar el equilibrio. De hecho, los modelos con ahorro convergen al

equilibrio méas lentamente que el modelo sin ahorro.

3. Objetivos y métodos

Los modelos anteriores seleccionan a los agentes que intercambian
dinero de manera aleatoria, resultando en distribuciones de Boltzmann-Gibbs
y, en ciertos limites, en distribuciones de tipo potencial. Estos modelos no
consideran la posibilidad de que no se den todas las posibles transacciones,
aun cuando no hubiese impedimento alguno desde un punto de vista
estrictamente econdémico. En particular, no se considera la relacién que
pueda existir entre la cantidad de dinero que poseen los (dos) agentes y la
probabilidad de que éstos interactien entre si. En términos econémicos, los
agentes son neutrales ante la cantidad de dinero que poseen en cada
momento (sélo es relevante si se puede dar la transaccién o no). Una manera
de introducir restricciones en el esquema de intercambio consiste en suponer
gue agentes con riquezas semejantes tienden a interactuar entre ellos con
mayor probabilidad. Dado que en realidad sélo se maneja una variable (la
cantidad de dinero) Unicamente se puede discriminar en funcioén de ella. Se
plantea asi un modelo de relaciones econdmicas estratificadas, donde los
agentes econdmicos interactian con mas probabilidad en el caso de que
formen parte del mismo estrato econémico. Por ejemplo, personas que viven
en barrios de una clase determinada pueden rehuir el intercambio comercial,
o tenerlo prohibido de alguna manera, con otras que habitan en barrios mas

(o menos) acomodados aun cuando se cumpla que mi>Ap.
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3.1. Hipdtesis de trabajo y supuestos previos

El modelo de intercambio estd formado por N agentes donde el
agente i-ésimo posee una cantidad de dinero m;. Se supone que la cantidad
total de dinero, M, se conserva en todas las transacciones ya que es una
economia aislada y no existe ningun flujo externo de dinero que pueda alterar
al sistema. En cada transaccién dos agentes elegidos al azar intercambiaran
una cantidad Ap (aleatoria) siempre y cuando, ademéas de que el donante
cumpla que m; =Ap, se verifiqgue que la diferencia de riqueza entre ellos no
sobrepase un limite U establecido previamente. Si los agentes escogidos no
resultan ser de la misma clase econdmica (definida por U), entonces no se
produce la transaccién permaneciendo en su estado inicial. Asi pues, el

parametro U medira la “anchura” de la clase econoémica.

3.2. Modelo matematico

El modelo selecciona dos agentes al azar, i y j; ambos intercambian
una cantidad Ap (Ap ~ U[0,1]) / p € Z) siempre y cuando, ademas de que el
donante cumpla que m; = Ap, se verifique que [m; — m;| < U. EImodelo de
transacciones econdmicas estratificado queda definido matematicamente
segun las siguientes reglas de interaccidon teniendo en cuenta que, a
diferencia de los modelos anteriores, en éste el agente receptor deja de ser

neutral en cada transaccion:

( m; = Ap
(m; — Ap) si y
|ml-— m] | <U
m; = < 2]
m; < Ap
m; St 0
\ m; - m]| > U
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(mj + Ap) si y
' m; - m]-| <U
m; = 4 (3]
m; < Ap
m; Si 0]
\ m; - m]| > U

Nétese que la interaccidon sélo se puede dar entre agentes que
pertenezcan al mismo estrato econdmico. Parece evidente que la
introduccién del parametro U supone que se pierdan potenciales intercambios
entre agentes que si se darian si no se hubiesen levantado barreras externas
a la mera dinamica econdmica. Se pone asi de manifiesto la importancia de
diferenciar entre transacciones potenciales y efectivas. En principio se puede
arglir que cuanto mayor sea el parametro U (y por tanto menor las
restricciones al intercambio entre dos agentes cualquiera) tanto mas debera
de parecerse al sistema sin restricciéon alguna. En términos promedio,
podemos suponer que una vez transcurridas las N primeras iteraciones, N/2
agentes habran ganado lo que la otra mitad habra perdido. Se habran
formado dos estratos econdmicos con riquezas diferentes. En esas
condiciones, la probabilidad de que un agente de uno de los dos grupos
realice una transaccién con uno perteneciente al otro estrato es del 50%.
Dependiendo del tamafio asignado a U el intercambio puede no llegar a darse
(aun cuando fuese factible en términos de Ap), con lo cual la mitad de las
posibles ocasiones de llegar a un acuerdo econémico correrian el riesgo de

no concretarse.

Para obtener el comportamiento del modelo estratificado se han
ejecutado una serie de simulaciones mediante simulacién directa de
Montecarlo (0 como esquema de Bird). Como paso inicial se trata de

seleccionar aleatoriamente pares de agentes al azar con reemplazamiento,
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para colisiones binarias e intercambio de dinero segin una determinada regla
de transaccion, las ecuaciones [2] y [3] en este caso, segin U (anchura de la

clase econdmica) y el previo vigente en la iteracion Ap.

Si m; < Ap, el donante no tiene suficiente dinero para entregar al
receptor. La transaccion no se lleva a cabo en ningln caso. Los
agentes se quedan tal y como estaban y se procede a elegir a otro
par de ellos diferentes. El resultado de la iteracion sera por tanto

(m;, m;). Se vuelve al paso inicial.

Simi > Ap y |mi - mj| > U, el donante tiene suficiente dinero para
entregar al receptor pero no se cumple la condicion de pertenencia a
la misma clase econdmica. La transaccion no se lleva a cabo y los
agentes no intercambian dinero entre ellos. El resultado de la

iteracion sera (m;, m;). Se vuelve al paso inicial.

Simi = Apy|mi — mj| < U, el donante tiene suficiente dinero para
entregar al receptor y se cumple la condicidon de pertenencia a la
misma clase econémica. La transaccion se lleva a cabo y los agentes
intercambian dinero entre ellos. El resultado de la iteracion sera (mj-

Ap, mj+Ap). Se vuelve al paso inicial.

Como anteriormente, el vector de dinero inicial Vinicia Sera uniforme,
mi =100 Vvi=1,..,N y N es el tamafio del colectivo simulado. Se tomaran
para el analisis los siguientes valores del parametro U = {1.000, 100, 10}, es
decir, diez, uno y un décimo del valor inicial asignado a cada uno de los

agentes.
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4. Resultados

Si U=1000, el modelo se ajusta perfectamente a distribuciones de
Boltzmann-Gibbs; como en el caso general, las distribuciones empiricas
simuladas en ambos casos son casi idénticas. Al ser la anchura del estrato
muy grande su influencia en el modelo es muy pequefa, lo que supone
minimas restricciones al intercambio, y por ello, como era de esperar,
diferencia muy poco del caso general sin restricciones. La temperatura de
equilibrio es casi la obtenida en el modelo tedrico presentado en el apartado
2.1.

Figura 7. Distribuciones estacionarias de probabilidad del dinero U=1000.
Ajuste de una distribucién de Boltzmann-Gibbs con parametro de equilibrio
T=101,3

™
—
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Para U=100 una tentativa de ajuste a una distribucion de Boltzmann-
Gibbs se da con parametros de equilibrio, temperatura de equilibrio, T=16,77.
Con esta distribucién se ajustan bien los niveles de ocupacion de dinero muy

bajos, pero mucho peor a los grupos de renta mas altos.
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Figura 8. Distribuciones estacionarias de probabilidad del dinero U=100.
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Para un caso todavia mas extremo U=10 el ajuste de la distribucién

de Boltzmann-Gibbs se da para una temperatura de equilibrio T=4,02.

Figura 9. Distribuciones estacionarias de probabilidad del dinero U=10. Ajuste

de una distribucion de Boltzmann-Gibbs
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Tabla 2. Resumen de algunas medidas de posicion (cuartiles y primer
intervalo) y parametros de ajuste para los escalones estudiados. Se
comparan con el modelo sin restricciones al intercambio, esto es aquel en el

que U = ©

Escalén | P. ajuste Medidas de posicion

u C T |%[0,10) 90 g25 50 g75 ql00

0 0,0943 100,1]9,36% 0 20 69 139 1.221

1000 | 0,0946 100,3|10,00% O 28 69 141 1.625

100| 0,366 16,77 |38,75% 0 5 14 37 1.123
100,55 4,02 [5480% 0 1 3 131 784

La introduccion de una condicion de estratificacion en el colectivo
supone que no todas aquellas interacciones en las que se cumpla la condicion
basica del modelo m; = Ap se van a hacer efectivas y con ello surge una
pérdida de oportunidades de transaccion que abocan a una gran parte de los

agentes a niveles muy bajos de dinero.

Veamos un ejemplo numérico para U=100. Supdngase que Ap = 60.
En la primera transaccion se tendria: [m;,m;] =[100,100] — [40,160] =
[ m;, m;]. Enla n-ésima interaccion m; vuelve a intervenir, pero esta vez como
ganador con, por ejemplo, Ap = 80. Sea un agente m,; > 200 el perdedor.
Puesto que m;, —m; = 160 > U no se producira la transaccién y m; no podra
aprovecharse de su posicién favorable en esa interaccion, con lo cual seguira
siendo m; = 40 cuando podria haber resultado ser m; = 120 = 40 + 80 y
habra perdido una oportunidad de mejorar su posicién relativa al no poder
efectuar libremente la transaccion. Al estar ligada a un determinado
parametro U sus posibilidades de interaccion con el resto de los agentes

disminuyen.
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Por otra parte, para aquellas transacciones que se realicen no queda
garantizado que la simetria de inversion temporal se mantenga, dependera
del valor de U y de las posiciones relativas de los agentes después de
ocurrida la transaccion. Se puede suponer que, cuanto menor sea U, tanto
mayor sera la probabilidad de que se viole el principio de simetria, con lo cual
el modelo sera en todo caso una mezcla de aditivo y multiplicativo, lo que
explicaria su comportamiento. Si partimos del ejemplo numérico anterior, con

U=100 y Ap=60, véanse los dos siguientes intercambios:

[ m;,m;] = [110,200] - [50,260] = [ m;, m] ] [4]
[ mgmg] =[100,30] & [40,90] = [ m,, m}] [5]

Queda claro que [4] es un intercambio irreversible, propio de un
sistema multiplicativo, en tanto que [5] si es reversible y, por tanto, satisfaria
el principio de inversion temporal. Si U fuese méas grande, por ejemplo U =
500, ambos casos serian reversibles y si U fuese méas pequefio, U = 20,
ambos irreversibles. Aunque no se presenta aqui, todos los resultados
obtenidos en este apartado son trasladables a modelos en los que se

introducen tasas de ahorro.

5. El significado de la Temperatura del sistema y su relacién con la

velocidad del dinero. Ecuacion cuantitativa del din ero

Cabe preguntarse por el sentido econémico que pueda tener el
parametro T de equilibrio que caracteriza a la distribucion. Para ello, vamos a
estudiar la relacién empirica que puede establecerse entre el modelo anterior,
de naturaleza estadistica P(m,T), y la llamada Ecuacion de cambio
desarrollada en el marco de la Teoria Cuantitativa del Dinero. Segun ésta, en
cada momento, y en particular en situacién de equilibrio termodinamico, se

debe verificar que el valor total de las transacciones que se realizan en la
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economia, en un intervalo de tiempo fijado de antemano, ha de ser igual a la
cantidad de dinero existente en esa economia multiplicado por el nimero de
veces que el dinero cambia de manos. La expresién mas sencilla de esta

igualdad viene dada por:

P-Q=M-V

P Nivel de precios (precio medio en el intervalo de tiempo considerado). En los modelos
planteados se obtendra a partir de que Ap ~U[1,100] / € Z p.

Q Nivel de produccioén (aqui el volumen de transacciones “efectivamente” realizadas).

<

Cantidad de dinero en el sistema, que es constante. En nuestro caso M=10°.
\% Ndmero de veces que el dinero cambia de manos el periodo considerado, la velocidad

de circulacion del dinero (magnitud adimensional).

En el contexto del modelo utilizado (en principio, sin ahorro ni
posibilidad de endeudamiento), sea £ el nimero de iteraciones realizadas y
que tomaremos como el periodo de andlisis al que se refiere la igualdad
anterior. Cada una de esas iteraciones es una posible transaccién econémica
entre dos agentes elegidos al azar. La probabilidad de que ocurra es
conocida, ya que es la tasa de transacciones efectivas, definida
anteriormente, sobre el total de iteraciones: ®. De esa manera se puede
plantear entonces que el nimero de transacciones efectivas realizadas, Q,
en E iteraciones, se puede aproximar, por hipotesis, como: Q = E - @.
AsUmase, como una primera aproximacion, que P=< p > es el precio medio
del periodo y que, dado Ap ~U[1,100] /p € Z, es conocido. De esta manera,

la ecuacion del dinero, en términos de la velocidad, vendria dada como:

<p> _
M

V =

Tomando £ = M = 10°, se tiene que:
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V=<p> @ 6]

Por tanto se estima una relacion directa entre la velocidad del dinero
en circulacion y la tasa de transacciones efectivas. Como se desprende de
los resultados obtenidos (véase Tabla 2), a medida que se consideran
escalones (U) mas pequefios, por tanto, condiciones mas restrictivas, la
proporcion de iteraciones que devienen en una transaccién efectiva
disminuye. Asi, por ejemplo, para U = 1.000, un escalén tan grande que el
sistema es en la practica equivalente a uno sin ningun tipo de restriccion, el
63% de las iteraciones dan lugar a una transaccion entre agentes, tal y como
se desprende del valor de t. Para U = 500, menos del 46% se transforma en
una relacion comercial de intercambio y para U = 100 este valor es ya
Unicamente de un 9%. Puesto que las transacciones disminuyen, el valor
promedio de las mismas (< p > - Q) también lo hara y dada la constancia de
la masa monetaria M, necesariamente V debe disminuir. Esto se puede

entender directamente en términos de la “Ecuaciéon de cambio”.

La figura 10 muestra claramente este efecto; el incremento de las
restricciones al comercio genera una pérdida de oportunidades de
transaccion y el nimero de interacciones disminuye abruptamente. Si hay
menos transacciones, con una masa monetaria fija M, esto implica
necesariamente que el dinero se estanca, disminuye su movilidad de acuerdo
con la ecuacion [6]. El valor de @ se obtiene directamente de la simulacion
contando el nimero de transacciones que derivan en acuerdo e intercambio;
por tanto un recuento de las iteraciones que devienen en cambio de posicién
de los agentes implicados. Este andlisis lo es desde una perspectiva
puramente econdémica; se simulan diversos escenarios para la relacion entre
los agentes, se contabilizan el nimero de relaciones efectivas entre ellos v,
como se conoce el vector de precios que rige en los diversos modelos, se
obtienen conclusiones aplicando la Ecuacion Cuantitativa del Dinero.
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Figura 10. Relacion entre la amplitud del escalon U y la tasa de transacciones

efectivas @
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Figura 11. Temperatura monetaria (T) en relacién con (U)
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Si la distribucién empirica del dinero obtenida para cada escenario se
reemplaza por la aproximacion dada por el ajuste de P (m)= C(T)-
exp (—m /T ), se puede relacionar el pardmetro T de equilibrio con U. Como
se puede observar, figura 11, a medida que se consideran escalones mas
pequefios la temperatura de equilibrio disminuye. Se evidencia, por tanto, una
relacion empirica entre, T y U, por tanto, entre T y la probabilidad dada por &

y porelloentre Ty V.

A menor valor de T, menor probabilidad de intercambio y velocidad
del dinero. A la inversa, si la probabilidad de intercambio se reduce, la
velocidad del dinero también lo hara y con ello, el sistema se enfria, es decir
el parametro T de ajuste (en equilibrio) es menor. La figura 12 muestra la
relacién empirica existente entre la temperatura del sistema y la velocidad de
intercambio del dinero. En un gas, la temperatura es una medida
macroscopica de la actividad de las particulas del sistema. Una mayor
temperatura es la consecuencia de una frecuencia superior en las colisiones
de las moléculas que lo forman y por ello de la transmisién de energia entre
ellas. Como se observa, la analogia de los modelos tipo gas, propios de la
Mecénica Estadistica, con un sistema econdmico es casi total, de hecho,
incluso mucho mas profunda de lo que se podria imaginar una vez que se ha
dotado de una interpretacién econdmica al parametro T. También aqui una
baja temperatura monetaria es la consecuencia de una menor actividad, de

un enfriamiento de la relaciones entre los agentes econdmicos.

Notese que la relacion entre Temperatura y Velocidad del dinero
obtenida es también vdlida para el caso de modelos puramente
multiplicativos, donde la distribucién de ajuste es una Gamma en lugar de la

distribucion de Boltzmann-Gibbs, por ejemplo en los modelos con ahorro.
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Figura 12. Relacion entre la amplitud del escalon U y la tasa de transacciones
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6. Conclusiones

La Economia a diferencia de la Fisica, es una ciencia no
experimental; por tanto, es imposible controlar las condiciones para estudiar
cOmo reacciona una economia ante cambios en los parametros que la
definen. No obstante, se pueden realizar simulaciones numéricas de modelos
econoémicos que deparen resultados de interés. De hecho, el presente trabajo
es esencialmente una propuesta de Economia Computacional. Los modelos
de intercambio estocastico (KWEM), aun siendo muy elementales, son
capaces de proporcionar una idea de la distribucién del dinero en la sociedad.
Su gran ventaja es que no se hace necesario detallar en exceso la forma de
interaccion, tan solo hace falta conocer los estados inicial y final de la misma.
Parece, por tanto, que es la capacidad de modelar sistemas, de retener lo

gue parece mas importante, lo que permite predecir comportamientos en
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sistemas donde no se puede experimentar directamente. Obsérvese que
estos modelos, a diferencia de los planteamientos de la teoria econémica,
hacen abstraccién de cualquier tipo de hipdtesis sobre el comportamiento de
los individuos, sus preferencias, motivaciones etc. El nivel microeconémico,
el de los individuos, no es relevante, lo importante es determinar qué estado

de equilibrio alcanza el sistema.

La primera consecuencia y quizas la mas fundamental que se puede
extraer es que la desigualdad (en términos monetarios) es inherente a una
economia de mercado. Las simulaciones planteadas en ningln caso
convergen a un equilibrio igualitario (todos los agentes con cantidades
“similares” de dinero en los bolsillos) y esto es asi independientemente de
cual sea el punto de partida escogido o del tipo de intercambio planteado. La
desigualdad econdmica surge como un resultado natural en este esquema de
intercambios monetarios estocasticos independiente de cualquier factor

exogeno.

Una segunda consecuencia es que los efectos de la desigualdad
pueden ser mitigados, parcialmente, por la introduccién de habitos de ahorro.
El ahorro juega un papel atenuador de las desigualdades que se generan de
manera irremediable en este tipo de modelos de intercambio monetario.
Ninguno de los agentes esta condenado a una bancarrota absoluta y los
niveles de pobreza son proporcionalmente mucho menores que los
observados en el caso sin ahorro. Si bien es cierto lo anterior, también lo es
que el libre intercambio entre los individuos permite que éstos tengan
probabilidades de modificar su posicibn monetaria. Pueden ganar o perder
dinero, pero en Ultima instancia cabe la posibilidad de modificar su posicién
(incluso la de pasar de pobres a ricos, o viceversa). Ahora bien, si sobre este
esquema se imponen restricciones a la libertad de los individuos, de modo
gue ellos discriminen (o los discriminen) a la hora de efectuar transacciones

econémicas se generan altos niveles de desigualdad. Por ejemplo, si un
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individuo sélo comercia con otros similares a él en términos econémicos- pero
gue puede encubrir diferencias de posicién social, espacial o de otro tipo- ello
supone que renunciara a oportunidades que le surjan y que de esta forma se
perderan posibilidades reales de intercambio. En este contexto de pérdida de
oportunidades de negocio, el sistema alcanza el equilibrio con una estructura
muy polarizada; una masa muy grande de pobres y otra pequefia de ricos que

se reparten el dinero total del sistema.

Pero quizas lo que es mas relevante es que la movilidad de los
individuos se reduce y es mucho mas dificil cambiar de posicién. El modelo
con restricciones al intercambio da lugar a un sistema mucho mas estético,
con muy pocas fluctuaciones. Un sistema encorsetado lleva a bloqueos en la
economia, y a su paralizaciéon. Por el contrario, si no se limitan las
transacciones entre individuos, por muy alejados econémicamente que estén,
el sistema, como se dice en ecologia, es autosostenible, con existencia de

clases sociales, pero con posibilidad de cambios de una a otra.

Otra manera de enfocar lo anterior es verlo en términos de la
velocidad de circulacion del dinero, de la fluidez en su movimiento que
depende a su vez del nimero de intercambios econémicos. Cuando el dinero
se estanca (se queda en los bolsillos) la ruleta de la economia deja de girar,

las oportunidades de intercambio disminuyen y el sistema se esclerotiza.

El concepto de Temperatura econémica (que, a menudo, se usa en
un sentido figurado: “la economia se ha enfriado durante la crisis”, “la
economia estaba muy caliente en la época del ladrillo”) tiene un sentido
cuantitativo claro. Como se puede constatar en el marco de los modelos
anteriores se cuantifica lo cualitativo, relacionandolo con las posibilidades de

intercambio y con la velocidad de circulacion del dinero.

100



Economia Espafiola y Proteccion Social, VII, Afio 2015. Pags. 71 - 103
Pedro Valverde Caramés. Econofisica. Mecanica estadistica del dinero: consecuencias termodinamicas de la limitacion...

Del andlisis de estos modelos, en términos de gobernanza
econdémica, interesa que la accion publica vaya en el sentido de garantizar la
movilidad econdmica: conviene que se generen oportunidades de negocio
para que los individuos puedan intervenir. Si el dinero se mueve; se presta,
se intercambia, se compra, se vende, las posibilidades de participar, de entrar
en juego, son mucho mayores que en un sistema detenido y carente de
posibilidades. Parece claro que existen mas oportunidades de movilidad
social en un sistema con fluctuaciones constantes, reflejo de un equilibrio

estadistico dinamico, que en el marco de un equilibro estético.
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