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no-lineal de campos

MAuURIclo PAULIN* ¥ MAXIMO AGUERO*

Recepeion: 20 de enero de 1999
Aceptacion: 13 de agosto de 1999

Mechanical Analogy of the Selfinteraction's Nonlinear
Fields

Abstract. In this contribution we analyze particle like soliton
solutions of the two important models of classical nonlinear field
theory the so named: Q * -and @ °- model. These solutions are
studied considering the trivial and condensate type of boundary
conditions, that means the field is zero or is equal to a constant value
at infinity. The phase trajectories of solitons are studied for both
models. By using the virial theorem and considering the mechanical
analogy of the nonlinear dynamics, upon the boundary condition of
two types, we acquired some fundamental characteristics of these
models.

Introduccion

En los sistemas lineales, los modos de oscilacién de un pa-
quete de ondas pueden superponerse. Precisamente este prin-
cipio de superposicién es una de las principales caracteristicas
de los sistemas lineales; por ello, la falta de este principio
complica el estudio de los sistemas no-lineales. En sistemas
lineales, un paquete de ondas que inicia una interaccién se
deteriora con el transcurso del tiempo debido a que sus
componentes viajan con diferentes velocidades, es decir, la
onda se dispersa por el espacio. La no-linealidad plantea
nuevos problemas: requiere métodos diferentes y los siste-
mas no-lineales exhiben comportamientos fuera del contexto
comun. Asi, métodos perturbativos para analizar compot-
tamientos no-lineales fallan en muchos casos, pues para varios
fenémenos la aproximacién lineal no es adecuada para la
explicacién de sus diversos comportamientos.

Las ondas solitarias (solitones) que aparecen en sistemas
no-lineales juegan un papel importante en una gran cantidad
de problemas de la fisica. A las ondas solitarias que emergen
de una interaccién sin cambio de forma ni velocidad, Zabusky
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y Kruskal le dieron el nombre de Solitons (Makhankov, 1990).
Si bien la definicién de solitén en la literatura es muy variada,
la que adoptaremos es la siguiente: “Soliton es una configura-
ci6én de campo distinta del vacio, que es solucion de una ecua-
ci6én diferencial o integro-diferencial no-lineal la cual debera
tener energfa finita con densidad de energfa localizada”. Estas
soluciones solitonicas son usadas para describir varios fen6me-
nos: ferromagnetismo o batreras de campos ferroeléctricos,
dislocacion, optica, fisica de plasmas, superconductividad, cam-
bio de fase, dinimica de macromoléculas de ADN, enros-
camientos de cadenas de polimeros, cosmologfa, etcétera.

En este contexto, el objetivo del trabajo es estudiar cier-
tos tipos de soluciones estaticas de las ecuaciones de movi-
miento cortespondientes a las teotfas §*y @°, con el fin de
encontrar la interrelacién existente entre estas soluciones y
las propiedades de particulas puntuales que comunmente se
analizan en mecanica clasica. Las ecuaciones en la variedad
espacio-temporal de 1+1 dimensiones que se analizaran son:

1. Ecuacién no-lineal de Klein-Gordon con acoplamiento
inarmonico.

¢, -[c, +3C 9o -21,0 4°) =0, )

donde C,, C , I son los parametros relevantes del sistema.
2. Ecuacién no-lineal cibica-quinta de Schrédinger

D+ ¢ —[31¢*-24+p)] (|¢|*~p) =0, )

Ay p,son los parametros del modelo. Es facil demostrar que
la ecuacién anterior depende sélo de la combinacion p%, por
lo que sin pérdida de generalidad podemos hacer p, = 1.

* Este articulo forma parte de la tesis de licenciatura de Manricio Panlin “Estructuras
solitdnicas en ciertos modelos no-lineales”. Facultad de Ciencias, Universidad Auténoma
del Estado de México. Instituto Literario No. 100, C. P. 50000. Toluca, México.
Teléfonos: (729) 655 54y 655 56. Correo electrinico: mag@coatepec.naemex.mx:
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El trabajo estd organizado de la siguiente forma: en la
primera seccién se presenta un método general para abordar
el problema de la analogfa mecanica de soluciones estaticas
de teorfas no-lineales de campos; después, en las dos
siguientes secciones se analizaran por separado los modelos
@'y @ con el estudio de las trayectorias de fase de las
particulas analogas puntuales; estos ultimos, a su vez,
constituyen mapeos de las soluciones estaticas solitonicas.
En la dltima seccién se presentan las conclusiones.

I. Método general

La analogfa mecanica es actualmente un método eficaz
para estudiar el comportamiento no-lineal de soluciones
estaticas de ecuaciones diferenciales no-lineales de campo.
Veamos, en términos generales, en qué consiste el método.

Sea que tengamos un campo escalar @(x,#) cuyo Lagran-
giano tiene la forma

L :Idi«% %"Q—%(D@Z— U(@ﬁ

donde el potencial U (¢) posee una cota inferior. En lugar
de un nimero discreto finito de grados de libertad x, ..., x

n

ahora tenemos una variedad continua, por lo que el numero
de grados de libertad serd infinito, es decir, el valor del cam-
po @en cada punto x. La densidad del Lagrangiano se puede
escribir como

L=1d-1{¢ G

donde la energia cinética tendra la forma

1l =Ly

y la energia potencial se escribira asi

Ol a
d=f2od o4
Por lo tanto, la ecuacién de Euler-Lagrange sera

PP, _ 34
o’ @, 1) Q)

donde la derivada funcional esta situada a la derecha.

Las soluciones estaticas de la ecuacién (4) son extremos
del potencial con respecto al campo y, como es obvio, satis-
facen la siguiente ecuacién

ofd _,

(%, 1) ©)
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1. Consideramos en un primer momento un espacio-tiem-
po bidimensional 141, es decir, estaremos trabajando con
una coordenada espacial x y una temporal z Cuando se ana-
lizan soluciones estaticas, la ecuacion (5) obviamente se trans-

forma en
. 0% _ U@
V= =ty ©

Esta relacién es una ecuacién diferencial de segundo ot-
den. Ahora bien, si hacemos que la variable x juegue el
mismo papel como si fuera el “tiempo” T, y el campo @
como si fuera una “coordenada” espacial & de una particula
de masa unitaria, entonces la ecuacién (6) representa la
segunda ley de Newton para el movimiento de cierta
“particula analoga” & en un potencial dado por —U (€). Dicho
de otra manera, lo que hacemos es el siguiente mapeo
Q- &x>T.

A diferencia de la ecuacién de Newton de la mecanica
clasica, la ecuacién (6) tiene el signo positivo en su parte
derecha. Como ya lo mencionamos, la solucién @ (x) en la
ecuacién (6) determina el movimiento de la “particula
analoga” €. La densidad de energia para este movimiento
sera

= % @j{f@z - U@,

Entonces, la energfa total del campo para una solucién
estatica tendra la forma

r@={. % Q’f@z + U((p)%x.

El caso interesante sera el estudio del comportamiento
de la solucién estatica o de la particula andloga cuando el
potencial U(@) tenga algan minimum, lo que corresponderfa
a un maximum para la particula andloga. Como es conocido
por la mecanica clasica, cuando se tiene un minimo en el
potencial el movimiento de la particula es trivial, es decir,
que cuando T — oo, “la particula andloga” estara
acercandose hacia el maximo de su potencial. Obviamen-
te este caso representa una solucién inestable, que requie-
re algin mecanismo adicional para estabilizarse, pero si el
sistema posee otros minimos degenerados locales o
absolutos, entonces el comportamiento de las soluciones
tendra otro caracter. Por ejemplo, supongamos que tenemos
dos minimos degenerados @ y ¢, del potencial U(@); cuando
la solucién evoluciona con el “tiempo” T es posible obser-
var el siguiente comportamiento: cuando T — —0, entonces
@ - @,ycuando T — o, tendremos @ —» @, (el compor-
tamiento podtia haberse realizado también en sentido con-
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trario). Este tipo de solucién enlaza dos minimos degene-
rados y se le denomina solitin topoldgico. La “particula
analoga” correspondiente a este solitén se comportaria
deslizandose en el “infinito pasado” desde la cima (deno-
tado por @) hasta llegar en el “infinito futuro” a la otra
cima del potencial ¢, La diferencia de los valores de cam-
po cuando T — Fo proporciona el valor de la carga
topoldgica de la solucién soliténica (Agtero, 1998).

2. La forma mas general de la ecuacién no-lineal de
Schrédinger en D dimensiones espaciales cuando se tiene
simetrfa cilindrica o esférica, tiene la siguiente forma

1—Di D—li _ 2 Al
r drg dr(p@ Ro+rtb @™ —c ¢ =0 @

al considerar d@ = 0. Como caso particular se obtiene la
ecuacion cubica-quinta al hacer p = 4 y ¢ = 6, por lo que
tenemos:

D

-1 s
Y-k @t ¢- 9=0. ®)

r

(pn +

Analicemos esta ecuacién con mas detalle. Multiplicando
pot @’e integrando, obtenemos

Qo) -4+ ¢ - o =2 0’ o

con energfa potencial UP y energfa total E, respectivamente
10 ,, 1, 1.0
U =—mko +-¢ ——
= el e

‘_1 7\ 2
E=_@) +U,.

De la ecuacion (9) se deduce lo siguiente: al considerar el
valor del campo @en el punto r como la posicién de una
particula puntual & de masa igual a la unidad, en el instante
T, moviéndose en un potencial externo U (&) bajo la accién
de una fuerza de friccién, F, = —(D -1t /T, entonces, la
solucion @ (r) de la ecuacién 8 describe la trayectoria de la
particula & (7).

En dimensiones espaciales D > 1, la relacién (9) repre-
senta a la ecuacion de disipacion de la energfa, y para el caso
de una dimensién espacial D = 1 sera la ecuacién de con-
servacion de energfa de la “particula analoga”. Entonces,
para este Gltimo caso, la ecuacién de movimiento sera

9% 9,

=% = o

Tenemos aqui a la ecuacién de Newton para la particula
¢, pero con signo contrario en su parte derecha. La densi-
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dad de energfa de la “particula andloga” que se conserva
con el tiempo T es descrita por la ecuacién

_1 E 10 2g2 1 4 1 6D
v = B S 58 10

Las soluciones que investigaremos a partir del método de
la analogia mecanica estan determinadas por las siguientes
condiciones fisicas de frontera del sistema.

a) Soluciones tipo particulas (también llamadas “gotas”).
Estas soluciones satisfacen: ¢ — 0 cuando x — too.

b) Soluciones tipo ondas solitonicas que pueden ser, a su
vez, de dos formas: kink o escalén y burbuja, cuyas condi-
ciones de frontera son del tipo condensado: ¢ - @, cuando
x — too, donde @ es un valor constante de campo.

I1. Modelo ¢*

Analicemos primero un sistema simple discreto que ha sido
un modelo donde se han encontrado soluciones solitoénicas
tipo compactones (Dusuel e a/., 1998). Supongamos que
tenemos una serie de particulas cuyo comportamiento esta
modelado por un sistema del tipo Klein-Gordon. Las parti-
culas pueden estar acopladas por el potencial de interaccién
U(6,, — 8)) y sujetas a un potencial no-lineal del sustrato en
cada punto 17 (6). La magnitud 6 (7 es el grado de libertad
en cada punto, que representa el resultado de la influencia
de los demas atomos en la red y efectos externos.

Consideramos ahora el potencial no-lineal del sustrato de
la forma

_ I, 2\?
1(9,) = 7(1 -9?2) 1)
y el potencial de interacciéon

Cﬂ/
4

U(¢”+1 _¢,,) :%(¢ﬂ+1 _¢,7)2 +_(¢n+1 _¢;/)4‘ (12

Aqui IV, C,y C ,son constantes que controlan la barrera
de potencial de doble pozo y las fuerzas de acoplamiento
lineal y no-lineal respectivamente. La ecuacién de movimiento
para el caso general sera

d’'¢
dr’

[U(6,.-9.)-U0@.. -0.)]+16.)=0. @3

Sustituyendo aqui los valores de los potenciales para la 7-
ésima particula tendremos

d%p
dt?

=C (0t 20,) a4
+Cn| |_(¢n+1 _¢n)3 + (¢n—l _¢n)3J + 2\/0(¢n _¢r:?)
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Cuando las interacciones U’ entre particulas son lineales,
las soluciones tipo kink pueden ser calculadas exactamente
en el limite continuo. De la ecuacién discreta (13) los kinks
pueden ser obtenidos por aproximacién de perturbacién o
por métodos numéricos. Cuando U’ incluye interacciones
inarmonicas, ciertos modos internos especificos de vibra-
ci6n pueden ser creados. Cuando U’ es no-lineal, el caso se
torna interesante porque su accién sobre el sistema podtia
verse afectado por la presencia de términos dispersivos. Re-
cientemente, para este caso, Rosenau y Hyman (Dusuel ez
al., 1998) encontraron soluciones tipo ondas solitarias pero
compactas. Como estas soluciones solitonicas robustas se
caracterizan por la ausencia de colas infinitas, han sido de-
nominadas compactones.

Para el caso limite 217, >> C y haciendo que C ,@ varien
lentamente de un sitio a otro, puede usarse la aproximacién
estindar continua @ () — ¢ (X, 7) y extender ¢
estas condiciones, haciendo x = =

" Bajo
(que es la medida de la
distancia X en unidades de la dlstanaa entre los pu(ntj)s dis-

12 ¢,\3<w< >

cretos de la red 4) y asumiendo que 3C ¢ ¢ >>
de la ecuacién (14), se obtiene

B ~Ci +3C, 020, ~ N, (0 -9°)=0. 15)

Se puede notar que C, representa el cuadrado de la velo-
cidad de onda lineal. Para C,
modelo continuo de @ * con acoplamiento lineal, el cual

= 0, la ecuacién se reduce al

admite soluciones tipo kinks de la forma zanh. Ahora, para
el caso de onda viajera es necesario escribir su forma
estandar:

¢(f) = ¢(X —m‘), tal que

2 ¢ - Fly
b) ¢, — 0 cuando s - *oo, (106)

donde s es la nueva variable dependiente de la velocidad de
propagacién .

Regresamos, entonces, a la ecuacién (1), la integramos
con respecto a @, tomamos en consideracion las condiciones
de frontera citadas y obtenemos

2 2 4 2 9t0 Y, _
¢t _Cl¢x_3Cnl¢x_2\/o%_4E+2—o. (17)

Al hacer uso de la relacién (ecuacién 16) simplificamos la

ecuacién anterior considerando ¢, = —u¢ , ¢ = ¢, con el

siguiente resultado

(- o2 3,97 +-(1-4°) =0 5

Esta ecuacion puede integrarse cuando #— C, = 0. Por lo

tanto, tendremos dos casos: a) si C,= 0 (acoplamiento lineal
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cero, por lo que no existiran ondas lineales) entonces # = 0;
b) # = +,/C, , la solucién correspondiente es del tipo kinks
con soporte compacto o compactones. Para este ultimo caso

tendremos
1
Oy, o !
=+0—0 (1-¢°
6, =+0p (1-¢°)
por lo tanto,
1
S O
. 0
¢(x) = Zgen CU E (X - XO)D (19)
nl
8

Donde |x—
centro del kink. Para el caso s = x —

x,| <1y @ =11 x, define la posicion del
\C, ¢ tenemos

v, 8
d(x) = sen CO”, o (s- ;U)E (20)
= B

donde |x - ,/C,z‘| <1,y ¢ = +1. A partir de las ecuaciones
(19) y (20) se calcula toda la anchura del paguete de onda,
la cual, para ambos casos, es igual a ], = nzcy—:f’ !

cuentemente, cuando existe un acoplamiento no-lineal C

. Conse-

puede obtenerse una solucién estatica, pero cuando ambos
acoplamientos (lineal y no-lineal) estan presentes, puede des-
cubrirse la existencia de una solucién soliténica dinamica

con velocidad 4/C, (—,/C/).
Como es facil de comprobar, el hamiltoniano que da ori-
gen a la ecuaciéon 1 es

=5 U6, -0,)4v ) e

2dt

En la aproximacién continua, usando (11) y (12), es posi-
ble calcular la energfa total localizada en el paquete de onda
viajera a velocidad 4/C, mediante la siguiente expresion

Em—j 005001+ 3001 + V-7 i,

(22)

m 3[LC,
Eca ZaVE %I +§é%+vo%

aD 2 1 Cnl 2 1 2
+;g:,sen(y n)+§E+—VO%sen(y rr)+zsen(2y n)%

En el caso de onda estatica » = ,/C, = 0, obtenemos

O0c
EO, = “Vzg? % M Wyraﬁmzw,%
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1
A . I
donde y = ({,—)4 , v es evidente que la energfa esta estricta-

nl
mente localizada.

Como es conocido, un kink con su caractetisticos brazos
o colas infinitas puede interactuar a larga distancia con un
antikink; en el caso del compactén la interaccion es mas
local, por lo que interactuara con un anticompactén sélo si
hacen contacto directo en el mismo camino. Este fenémeno
es muy similar al que se produce cuando chocan esferas
duras en mecanica clasica o en fisica estadistica.

La ecuacién (17) también soporta otro tipo de solucién,
la cual se obtiene usando condiciones de frontera de la si-
guiente forma @ — 0y ¢ — 0 cuando s — Foo. De acuerdo
con estas condiciones, la constante de integracion es cero,
por lo tanto obtenemos

2 4
0 -2 -acpt -2 e 3

Si integramos esta ecuacién al caso (#* — C)) = 0, entonces,

dp _ A2v, ix
J’ﬁ'ﬁ‘“ﬁt fer ™ @4

Esta relacién se puede simplificar aun mas mediante el

uso sucesivo de cambio de variables; asi se observa que

x@)- xo = (25)
0 1 10
g

_1
20 o B 2 m B 2

o en términos de la funcién hypergeométrica F (4, b, ¢, ),

1 2 2
), =2 ‘29 frl. %)
nl (_¢2 +¢7)Z
La inversa de la funcién de posicién x (¢) (ecuacion 25),

es la solucién @ (x) de la ecuacién (23) que “vive” en el
maximo relativo del potencial.

1. Trayectorias de fase del modelo ¢ *

La ecuacion (18) permite obtener la trayectoria de fase de las
soluciones tipo kinks y de tipo oscilatorio en una determina-
da region. Como es bien conocido, las trayectorias de fase de
los solitones estan representadas por las llamadas separatrices.
Los respectivos coeficientes para la representaciéon numérica
de las trayectorias de fase son: ## = 350, C,=208,C, =14,
500, 1/, = 2. La trayectoria de fase con las condiciones de
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FIGURA 1A. REPRESENTACION DE LA TRAYECTORIA DE FASE

Tipo KINK CuANDO U2 > C, > 0.

q

FIGURA 18. TRAYECTORIA DE FASE CORRESPONDIENTE AL
CAso U2 < C..

frontera (ecuacién 16) da indicaciones para deducir la exis-
tencia de soluciones tipo kinks, en vista de que esta trayec-
toria de fase es idéntica a la trayectoria comin que sopot-
tan kinks (figura 1a y figura 1b).1

Ahora veamos el caso del potencial estindar correspon-
diente al modelo de ¢* dado por la ecuacién (11). El poten-
cial puede reescribirse como

U= :%(1 -&). 26)

Analizaremos con la analogia mecanica las caracteristicas
de la solucién tipo kink para este potencial. La dinamica de
la particula se determina por el potencial I con la siguiente
condicién de frontera: d6/0T — 0 cuando T — Foo. Este
potencial tiene dos maximos absolutos en £ = *1 y un mini-

1. En las graficas presentadas se hace el cambio comun de variables: ¢ =

»9 =4
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mo relativo en & = 0 (figura 2). Al iniciar su movimiento en
cualquiera de los maximos, la “particula andloga” podra tet-
minar su movimiento en el otro; esta solucién corresponde
a la solucién estatica tipo kink, cuyo espacio fase correspon-
diente al potencial W (ecuacién 26) se describe por la ecua-
cién

(&) = (1-&)

(véase figura 3) en donde &' = p, & = ¢. Del potencial que
surge en el estudio de la solucién inestable (ver ecuacién 23
para el campo) se obtiene el potencial inverso correspon-
diente a la particula analoga

w=-(&/4-8/2).

Este potencial soporta una particula analoga estatica (ecua-
cién 23) que “vive” en el minimo situado en & = 0. Como la

FIGURA 2. LA GRAFICA DEL PoTENcIAL IV =-2(1-¢%)" paRra

LA PARTICULA ANALOGA ¢.

FIGURA 3. TRAYECTORIA DE FASE DE LA PARTICULA ANALOGA
& CORRESPONDIENTE AL KINK.
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particula andloga esta situada en el minimo, entonces es de
esperar que sea estable bajo la influencia de pequefias pet-
turbaciones.

II1. Modelo ¢ ¢

En el caso no-relativista, a la ecuacién que gobierna el com-
portamiento del modelo @ © se le llama también ecuacion
no-lineal cibica-quinta de Schrédinger (ENCQS). Esta ecua-
ci6én es una de las mds importantes (histéricamente) en la
fisica de materia condensada, tiene numerosas aplicaciones
en optica, dindmica de fluidos, ingenierfa, biologia, quimica
y matematicas aplicadas. La similitud con la ecuacién de
Schrédinger de la mecanica cuantica es evidente, pero sola-
mente en la forma. La esencia y las implicaciones fisicas de
ambas son muy diferentes. Esta ecuacion cubica-quinta apa-
rece, por ejemplo, en hidrodinamica nuclear con fuerzas
efectivas de Skyrme y tiene la forma cuasiclasica ya conocida
(Makhankov e# al., 1989):

aw+ Oy ayr ol Juf' )= o. )
Usando la transformacion,

@(x.r) = Jpesplib, 7}

p=lulr=0.6

la ecuacién 27 se reduce a un sistema de ecuaciones usado
en la hidrodiniamica nuclear

D.p 1 O
Ov+200 v=0 F-—— 2.0+ a.[(p-D3Bp-1+2A4
\Dop "7 @ grade-x |
3,p+20_(p)=0 8
donde
d d
A=£D—4+iii«/l+4ag (29)
ZD 2a 2‘0‘ O

La siguiente generalizacién de esta ecuacién fue hecha
por Jackiw y Pi, quienes describen a la materia no-relativista
interactuante con campos de Chern-Simons calibrados en
2 + 1 dimensiones (Jackiw y Pi, 1990). Como fue demos-
trado por estos autores, dicha teorfa admite simetria
conformal incluyendo la invariancia de dilatacién y una
invariancia conformal especial en adicién a las simetrias
convencionales del espacio-tiempo, que incluye traslaciones
espacio-temporales, rotaciones y transformaciones de
Galileo. Las soluciones soliténicas no topolégicas que lle-
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FIGURA 4. REPRESENTACION DEL POTENCIAL W = U(&) QUE AL DETERMINAR EL COMPORTAMIENTO DE LA “PARTICULA” &, PARA

DISTINTOS VALORES DE LA “TEMPERATURA” A, Asi A) A= 1, LA PARTICULA ANALOGA NO CORRESPONDE A UNA ONDA SOLITARIA
ESTATICA; B) A< 4 MUESTRA LA EXISTENCIA DE SOLUCIONES TIPO BURBUJA; c) A= 4, EL COMPORTAMIENTO DEL POTENCIAL W

DETERMINA LA EXISTENCIA DE GOTAS; D) A > 4, LAS GOTAS COMPARTEN SU EXISTENCIA CON LOS KINKS.

van carga eléctrica asf como flujo magnético (llamado
Jackiw-Pi solitones) fueron explicitamente obtenidos en el
citado trabajo.

1. Trayectotias de fase del modelo ¢ °

Conviene analizar ahora ciertas propiedades de las trayec-
totias de fase para el modelo ¢ °. La densidad U (¢ 9 del
potencial I tiene la siguiente forma (Agtiero, 1998):

1 )
U=l =& ~)’E ~A) (30)

Con las condiciones de frontera tipo particulas y de tipo
condensado (kinks y burbujas) del modelo @ °, estudiare-
mos las soluciones solitonicas para diferentes valores de .
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Analogamente, la dinamica de la particula se determina por
el potencial .

Conviene entonces analizar los siguientes casos:

a) SiA4 = 1, tenemos el punto de bifurcacién, ya que para
valores menores y mayores que 4 = 1, las soluciones tienen
diferente naturaleza y, por lo tanto, bifurcan en otros tipos.

Entonces, el potencial I’ = =% (£2— 1)’ tiene un maximo en

&= f'), cuyo valor es W = 1/2. Para este caso no es posible
encontrar soluciones regulares estaticas, ya que posee sélo
un maximo (figura 4a).

b) Si 1< .4 < 4, el potencial de acuerdo con el criterio de
primera y segunda derivada, tendrda maximos en

§, =0yé&, =+/(2A4 +1) /3. Los valores maximos que toma
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FIGURA 5. TRAYECTORIAS DEL ESPACIO FASE CORRESPONDIENTES
A LAS SOLUCIONES DE CAMPO TirPOo: A) GOTA; B) BURBUJA;

c) KINKs.
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el potencial IV en estos puntos son A/2 y (2/27) (A - 1)},
respectivamente, y minimos en & = *1 con valotes del po-
tencial = 0 en dichos puntos. Obviamente, como (A4/2) >
(2/27) (A-1)’ para A < 4 el potencial W de la particula ad-
quiere dos maximos relativos en é+ (figura 4b). Nuestra pat-
ticula analoga iniciard su movimiento desde algin lugar pet-
misible de la cima mas alta y terminard en cualquiera de los
dos maximos (distintos del maximo absoluto). Para este caso,
la “particula andloga” corresponde a la solucién de campo
tipo burbuja.

¢) SiA = 4, entonces el potencial tendra la siguiente forma

W=-1/2(2-17(&*-4

En este caso, tenemos maximos degenerados para el po-
tencial Wen £ =0, + \/g, y los valores que toma el poten-
cial en estos puntos son I = 2. La particula andloga puede
tener soluciones tales que inicie su movimiento en la cima
delalomaen é =& =0 cuando T — —o para finalizar su
movimiento en la otra cresta cuando & = fl = \/3 . Este
mismo proceso puede empezar en &y terminar en & = V3
o en direcciones contrarias (figura 4c).

d) Si_A > 4 es similar a los dos casos anteriores, el poten-
cial es del mismo tipo que la ecuacién 30. Entonces, los
calculos conducen a que los maximos en el potencial I
estan situadosen E =0y & = +,/(2A4+1) /3 y los valores
cotrespondientes a W son A/2y (2/27) (A - 1)°. Tenemos
ahora dos maximos absolutos en los extremos y un maximo
relativo en € = 0. La “particula andloga” puede iniciar su
movimiento en cualquiera de los dos maximos absolutos y
terminar en cualquiera de los otros dos. Si la particula ini-
cia su movimiento en el maximo absoluto del punto
E=4(2A+1)/3, (52 —J(2A+1Y/ 3) y termina su mo-
vimiento en el otro maximo, estamos hablando entonces de
las soluciones solitonicas estaticas tipo kink (figura 4d).

De la ecuacién (10) para la energfa constante es facil ob-
tener la relacién

@EyP=@E-0@E-A+K

que describe las trayectorias de la particula analoga en el
espacio fase (&', &) = (p, ¢), donde K = ¢te. De las condicio-
nes de frontera para las soluciones tipo gotas en la regién 4
> 1 se deduce que K = A (véase figura 5a). Para las burbujas
y kinks la constante es K = (4/27) (A — 1)’ las butbujas
“viven” en el segmento 1 <_A4 < 4 y los kinks en la region
A > 4 (figuras 5b y 5c).

Como un caso particular, regresando al andlisis de las
caracteristicas de soluciones solitonicas de acuerdo con
los valores del parametro A de la analogia mecanica para
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valores 0 < A4 < 1, el potencial adquiere un maximo rela-
tivo en é = 0, dos minimos absolutos en & =
+.,/(2A4+1) /3 y dos maximos relativos laterales en E/WI
+1. Como es de esperatse, el potencial toma el valor de .4/
2ené y (2/27) (A -1 en é=+/(24+1)/3. En este
sector los vacios estables ¢ = dependen del parametro rele-
vante del sistema .4, pero los vacios inestables fm no de-
penden de A, que es un caso totalmente contrario al descri-
to mas arriba.

Conclusiones

Para el modelo de ¢ * hemos demostrado analiticamente
que en el limite continuo, con acoplamiento no-lineal, ademas
de las soluciones tipo compactones existe una solucién
peculiar que “vive” en el maximo relativo del potencial.
Construimos una analogfa mecanica con un potencial de
doble pozo enlazado por los campos no-lineales (kinks) que
surgen de las condiciones de frontera tipo condensado.
Nuestro modelo es también conveniente para ilustrar y
estudiar cualitativamente las propiedades dinamicas de kinks.
Para el caso del modelo @ ¢ se comprob6 que posee una
variedad de soluciones solitonicas como las burbujas y los
escalones (kinks). Todo ello depende del parimetro rele-
vante del sistema, y podrfamos interpretatlo como la “tem-
peratura” A. Es facil observar que el sistema puede poseer
tres minimos, de los cuales dos seran simétricos y
degenerados. Para este modelo también se construyen las
analogias mecanicas cotrespondientes y se comparan los
solitones en diferentes regiones del espacio paramétrico.
De la discontinuidad del parametro de orden cuando ocu-
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rren transiciones de fase, un potencial con dos minimos
simétricos como posee el modelo de ¢ * es incapaz de des-
cribir transiciones de fase de primer orden. Esto constituye
una de las razones pot la que el modelo ¢° es el mas adecuado
para describit sistemas no-lineales que experimentan transi-
ciones de fase de primer y de segundo orden.

Es evidente, notar ademas, que los movimientos finitos
en valles y los infinitos en el espacio de fase estan divididos
por ciertas curvas (las separatrices); a las que corresponden
las soluciones tipo solitones. En dos y més dimensiones apa-
recen las fricciones, y las curvas de las “particulas” se alteran.
Nosotros aqui nos hemos restringidgsélo al caso cuando
estas fricciones no estan presentes. -
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