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Resumen. El cálculo del campo magnético
generado por N bobinas axialmente alineadas
permanece como un importante problema
técnico en el proceso de construcción de los
diferentes dispositivos para confinar el
plasma con perfiles de campo externo tipo
espejo. Los dos métodos más frecuentemente
usados para el cálculo del campo magnético
son: el método de los armónicos zonales y el
método de las ecuaciones integrales elípticas.
En este trabajo, considerando los métodos
numéricos existentes para el cálculo de las
integrales elípticas completas de primera
clase K y segunda clase E, se describe la
obtención de expresiones simples para
calcular el campo magnético por el segundo
método. Las expresiones obtenidas se pueden
programar fácilmente en algún lenguaje de
programación. Se realiza una comparación
con resultados reportados y obtenidos de
forma experimental.
Palabras clave: campo magnético, espejo
magnético, bobina.

Magnetic Field Generated by N Axially

Aligned Coils

Abstract. The calculation of the magnetic
field generated by N axially aligned coils is
still an important technical problem in the
construction process of several plasma
confinement devices with mirror type
magnetic field profiles. The two more
frequently used methods in magnetic field
calculation of N symmetrically aligned coils
are the method of zonal harmonics and that
of elliptic integral equations. In this paper,
using the existing numerical methods for
computation of complete elliptic integrals
of first kind K and second kind E
respectively, a simple algorithm for
magnetic field calculation is obtained. This
algorithm can be easily transported in any
programming language. A comparison with
experimental results is presented.
Key words: magnetic field, magnetic
mirror, coil.

Recepción: julio 1 de 2002
Aceptación: septiembre 3 de 2002

Introducción

El confinamiento del plasma y su comportamiento están
fuertemente correlacionados por la estructura del campo
magnético. Un plasma es un conjunto de partículas ionizadas
y neutras donde la parte ionizada constituye una parte bas-
tante importante, de tal manera que ésta determina el com-
portamiento global del plasma. Una forma natural para con-
finar el plasma es por medio de un campo magnético. En
relación con el confinamiento magnético del plasma exis-

ten dos formas de geometrías del campo magnético: toroidal
y abierta. En el caso de una geometría abierta, las líneas de
campo, a diferencia de una geometría toroidal, no se cie-
rran en sí mismas. Lo que se puede hacer es generar regio-
nes donde el campo magnético es intenso y si considera-
mos dos de estas regiones, se puede considerar el confina-
miento del plasma dentro de estas dos regiones las cuales
forman un ‘espejo magnético’. El término ‘espejo magnéti-
co’ se relaciona con el hecho de que el plasma, al ser un
diamagnético, tiende a situarse donde el campo magnético
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es más débil por lo que las regiones de campo magnético
intenso ‘reflejan’ al plasma confinándolo en la región entre
estas regiones de campo magnético intenso. Si considera-
mos más de una región de confinamiento podemos obte-
ner un sistema de N espejos magnéticos.

Las aplicaciones potenciales del plasma en la ciencia de
materiales (Liberman y Lichtenberg, 1994),  incluyendo la
deposición de películas delgadas, la polimerización por plas-
mas, la fabricación de microcircuitos, la soldadura eléctri-
ca, el endurecimiento superficial de aceros, síntesis y obten-
ción de polvos ultra finos, etcétera, han incrementado el
interés en el desarrollo de diferentes clases de dispositivos
para producción del plasma. Un caso particularmente im-

portante son las fuentes de plasma donde el plasma se for-
ma en la resonancia ciclotrónica de los electrones (tipo ECR),
donde el mecanismo resonante consiste en la sintonización
de la frecuencia de la onda electromagnética con la fre-
cuencia con la que giran los electrones alrededor de las
líneas de campo (frecuencia ciclotrónica). Estas fuentes de
plasma se utilizan actualmente de forma intensiva por  los
tiempos cortos de procesamiento y densidades altas del plas-
ma necesarias para ciertas aplicaciones (Camps et al., 1995;
Assmussen et al., 1997). Usualmente, las fuentes de plasma
tipo ECR se integran por tres sistemas principales: el sistema
de vacío, el sistema de campo magnético y el sistema de
microondas (Camps et al., 1995). En la figura 1 se muestra
el esquema de una fuente de plasma tipo ECR típica, donde

el sistema de campo magnético está formado por tres bo-
binas alineadas (González y Gutiérrez, 2001). El diseño de
estas bobinas es un problema técnico no trivial, ya que está
relacionado con la determinación del perfil de campo mag-
nético y con la localización de la zona de resonancia. Ade-
más, es importante notar que la estructura del campo mag-
nético domina fuertemente la dinámica de las partículas del
plasma. En el proceso de construcción de una fuente de
plasma tipo ECR, así como en sus aplicaciones correspon-
dientes, las fórmulas simples para calcular el campo mag-
nético B son bastante deseables.

Los métodos más usados para calcular el campo magné-
tico de un sistema de N bobinas alineadas axialmente son
los de los armónicos zonales y el método de las integrales
elípticas. El primer método, desarrollado por King (1924)
y Garret (1962), permite una separación de la geometría
del campo de aquella del sistema generador, por lo que las
coordenadas del campo y de la fuente se pueden describir
por sistemas independientes de ecuaciones en las diferen-
tes etapas del cálculo.

La dificultad presente en el segundo método es el cálcu-
lo, con un grado alto de exactitud de las integrales elípticas
de primera y segunda clase (Garret, 1963). Actualmente
existen bibliotecas como la NAG o la IMSL (rutinas ELK/
DELK y ELE/DELE) que proporcionan algoritmos bastante
estables para el cálculo de estas integrales, por lo que en
este trabajo se describe la obtención de expresiones simples

para calcular el campo magnético ba-
sado en este último método (NAG, 1991;
IMSL, 1997). Estas expresiones permi-
ten calcular con bastante precisión el
campo magnético generado por un sis-
tema de bobinas alineadas axialmente.

El procedimiento para calcular el
campo magnético B generado por N

bobinas alineadas axialmente se basa en el uso consecutivo
del principio de superposición. Primeramente, el cálculo es
realizado para una capa formada por L espiras con co-
rriente; posteriormente este resultado es usado para el cál-
culo del sistema formado por M capas anidadas, las cuales
forman una bobina. Finalmente, se generaliza el resultado
obtenido para el caso de N bobinas magnéticas alineadas
axialmente.

El trabajo se organiza como sigue. En el siguiente aparta-
do se presenta el cálculo del campo magnético generado
por una capa de corriente formada por L espiras. A conti-
nuación se generaliza el resultado obtenido para la capa de
corriente en el cálculo del campo magnético para M capas
anidadas que forman una bobina. Enseguida se describe la

Figura 1.  Representación esquemática de una fuente de plasma ECR típica con

sus principales sistemas constitutivos.

Los métodos más usados para calcular el campo magnético de

un sistema de N bobinas alineadas axialmente son los de los

armónicos zonales y el método de las integrales elípticas.
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generalización para el caso de N bobinas alineadas axial-
mente. Después se presenta una comparación con resulta-
dos experimentales reportados en el caso particular de tres
bobinas alineadas axialmente. Finalmente, los principales
resultados se resumen en el último apartado.

1. Campo magnético generado por una capa
de corriente

El campo magnético generado por L espiras que forman
una capa de corriente se obtiene del principio de superposi-
ción, donde se utiliza el campo de una espira para calcular
el campo de toda la capa. El potencial vectorial para una
espira, en coordenadas cilíndricas, tiene la forma (Morozov
y Solov’ev, 1965):

∫
−++

=
π

θ
θ

θθ

0
222

,
cos2

cos2

RrzrR

dR

c

J
A

                         
(1)

donde J es la corriente total que circula a través de la espira
y R es el radio de la espira, respectivamente. Si asumimos
una simetría axial, necesitaremos únicamente la componen-
te azimutal. Introduciendo la nueva variable:

( ),
2
1 πθφ −=                                                           (2)

la ecuación (1) puede ser integrada obteniendo
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donde k se define como
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Los signos más/menos en la ecuación (3) indican el
sentido del flujo de corriente en la espira (ley de Biot-
Savart). Las integrales elípticas de primera y segunda clase
están definidas, respectivamente como (Granadshtein y
Ryzhik, 1980):

∫
−

=
2/

0
22

,
sin1

π

φ

φ

k

d
K                                                  (5)

.sin1
2/

0

22∫ −=
π

φφdkE                                                (6)

Usando la relación B = ∇ ×  A, el campo magnético en
coordenadas cilíndricas se expresa como
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e introduciendo el vector potencial (3) en las ecuaciones (7)
y (8) obtenemos
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Aquí se han utilizado las siguientes relaciones funcionales
entre las integrales elípticas  (Granadshtein y Ryzhik, 1980)
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Figura 2.  Sección transversal de una capa formada por tres espiras circulares, y

donde se muestra el sistema de coordenadas cilíndrico usado en nuestros cálculos.
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( ) ( ) ( )
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                                (14)

donde k = 1 - k2. El sistema de coordenadas se  muestra en
la figura 2.

Ahora, considerando el grosor de las bobinas d, las com-
ponentes del campo magnético a la distancia d/2 desde el
origen de coordenadas (figura 3) se transforma como
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Finalmente, sustituyendo las ecuaciones (17) y (21) en las
ecuaciones (15) y (16), las respectivas componentes del cam-
po magnético toman la forma
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Usando el principio de superposición, se pueden utilizar
las ecuaciones (22) y (23) para calcular el campo magnético
generado por una capa de corriente formada por L espiras
alineadas axialmente en la forma

( ) ,,
1

∑
= ∂

∂
∂
∂−=

L

l

l

l

l
r z

k

k

A
zrB θ                                             (24)

( ) ,
2

,
1

1∑
=







∂
∂

∂
∂+=

L

l

l

l

l
z r

k

k

A

r

A
zrB θθ                                     (25)

donde L es el número total de espiras de corriente en la
capa, y
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Figura 3.  Sección transversal de una bobina formada por dos capas anidadas cada

una de las cuales está formada por tres espiras.
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es la posición del extremo izquierdo de la capa de corriente
sobre el eje 0z.

2. Una bobina magnética

Continuando el procedimiento descrito en la sección ante-
rior, ahora es posible calcular el campo magnético genera-
do por M capas de corriente anidadas las cuales forman
una bobina magnética. Aquí se introduce el incremento en
la cantidad d en el radio R1 (figura 3). De la misma forma
que en la sección anterior, utilizamos el principio de super-
posición, de donde las componentes del campo magnético
se pueden escribir en la forma
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Aquí, L1 y M1 son el número de espiras en la m-ésima capa
y el número de capas de corriente anidadas en la bobina,
respectivamente. El resto de las otras cantidades se definen
como
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donde el radio interno de la m-ésima capa de corriente,
denotada como Rm se define como

,
2
1

1 




 −+= mdrRm                                                     (36)

y r1 representa el radio interno de la bobina.

3. N bobinas magnéticas alineadas axialmente

Ahora consideraremos  un sistema de N bobinas magnéti-
cas alineadas axialmente, donde cada una de ellas está loca-
lizada a una distancia zn del origen de coordenadas (figura
4). Del principio de superposición, las ecuaciones (29) y
(30) se transforman como
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donde Ln y Mn son el número de espiras en la m-ésima capa
de corriente y el número total de capas anidadas en la n-
ésima bobina, respectivamente, y
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Figura 4.  Sistema de tres bobinas alineadas axialmente con su correspondiente

sistema de coordenadas.
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Aquí Jn es la corriente que circula a través de la n-ésima
bobina magnética y Rmn representa su radio interno defini-
do como
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y
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 −+= ldzz nnl                                                     (45)

determina la posición del extremo izquierdo de la n-ésima
bobina magnética sobre el eje 0z.

Las expresiones analíticas son frecuentemente útiles en el
cálculo del transporte de partículas en las máquinas-espejo.

En nuestro caso, las expresiones analíticas resultantes para
las componentes del campo magnético de un sistema de N
bobinas alineadas axialmente son
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Usando la representación en serie para las integrales elíp-
ticas de primera y segunda clase (Granadshtein y Ryzhik,
1980), es fácil mostrar la convergencia de la ecuación (46)
en el límite cuando r → 0.

4. Casos particulares

En esta sección se analiza primeramente el caso particular de
tres bobinas (N=3) alineadas axialmente a través de las ex-
presiones (37) y (38) para el cálculo del campo magnético.
Para validar estas expresiones, se consideran los parámetros
reportados por Camps et al. (1995) y Sadeghi et al. (1991)
(resumidas en la tabla 1). Los perfiles del campo magnético
axial y radial estimados por los mismos autores se muestran
en las figuras 5 y 6, respectivamente. Comparando estas grá-
ficas con las correspondientes de Camps et al. (1995) (figura
2) y de Sadeghi et al. (1991) (figura 1), muestran una gran
concordancia. Otro aspecto importante que se observa de
las figuras 5 y 6 es la variabilidad en signo de la componente
radial, lo cual puede explicar la hetereogeneidad que se obtie-
ne en los depósitos de películas delgadas observada en los
experimentos de Camps et al. (1995).

Conclusiones

En el presente trabajo se describió la obtención de expre-
siones simples para el cálculo del campo magnético genera-
do por N bobinas alineadas axialmente, utilizando el méto-
do de las integrales elípticas. Estas expresiones pueden ser
bastante útiles en el diseño y construcción de máquinas-
espejo para el confinamiento de un plasma, como por ejem-
plo las fuentes de plasma tipo ECR.

Figura 5.   Componentes axial (líneas obscuras) y radial (líneas quebradas) del campo

magnético para diferentes valores de r de acuerdo con los parámetros obtenidos

por Camps et al. (1995). En ambos casos la línea central corresponde al valor r=0 cm.

Figura 6.   Componentes axial (líneas obscuras) y radial (líneas quebradas) del campo

magnético para diferentes valores de r de acuerdo con los parámetros obtenidos

por Sadeghi et al. (1991). En ambos casos la línea central corresponde al valor r=0

cm.
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Se analizan las expresiones para las componentes del cam-
po magnético (37) y (38) en el caso particular de tres y cinco
bobinas alineadas axialmente. En el caso de tres bobinas, los
resultados de los cálculos fueron comparados con los obteni-
dos por medio de otros métodos tanto experimentales como
numéricos (Camps et al., 1995; Sadeghi et al., 1991). De los
resultados para la componente radial, se observa la existen-
cia de una fuerte variabilidad en signo, lo cual puede explicar
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Figura 8.  Componentes axial (líneas obscuras) y radial (líneas quebradas) del

campo magnético para diferentes valores de r cuando las bobinas no son iguales.

En ambos casos la línea central corresponde al valor r=0 cm.

Figura 7.  Componentes axial (líneas obscuras) y radial (líneas quebradas) del campo

magnético para diferentes valores de r cuando las bobinas son iguales. En ambos

casos la línea central corresponde al valor r=0 cm.

J1

(A)
20.0
180.0
20.0
50.0

J2

(A)
31.5
90.0
20.0
30.0

J3

(A)
38.5
70.0
20.0
40.0

J4

(A)
–
–

20.0
30.0

J5

(A)
–
–

20.0
50.0

r1

(cm)
8.0
10.8
8.0
8.0

r2

(cm)
8.0
10.8
8.0
8.0

r3

(cm)
8.0
11.4
8.0
8.0

r4

(cm)
–
–

8.0
8.0

r5

(cm)
–
–

8.0
8.0

L1

20
14
20
20

L2

20
14
20
20

L3

20
46
20
20

L4

–
–

20
20

L5

–
–

20
20

M1

20
12
20
20

M2

20
12
20
20

M4

–
–

20
20

M3

20
5

20
20

M5

–
–

20
20

z1

(cm)
0.0
0.0
0.0
0.0

z2

(cm)
39.5
24.6
20.0
30.0

z3

(cm)
54.7
74.5
40.0
40.0

z4

(cm)
–
–

60.0
50.0

Figura 5
Figura 6
Figura 7
Figura 8

Tabla 1.  Valores de los principales parámetros usados en las figuras 5 y 6 en el caso de tres bobinas, y en las figuras 7 y 8 para el caso de cinco bobinas alineadas axialmente.

z5

(cm)
–
–

80.0
90.0

d
(cm)
0.4
0.8
0.4
0.4


