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CIENCIAS EXACTAS Y APLICADAS l I
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Marco Antonio Castillo Rubi*

Resumen. Un problema topolégico
fundamental es decidir cuando dos espacios
topolégicos son homeomorfos. En general
no existe un método algoritmico que resuelva
este problema. Probar que dos espacios sean
homeomorfos puede resultar una tarea mas
bien artesanal. Es precisamente el objetivo de
este trabajo construir un modelo algebraico
menejable (el grupo fundamental) que detecte
la presencia o ausencia de propiedades
topoldgicas en los espacios.

Palabras clave: grupo fundamental, primer

grupo de homotopia, grupo de Poincaré.

Topology and Algebra: Until Death do them
Apart

Abstract. A fundamental topological problem
entails deciding when two topological spaces
are homeomorphic. In general, an algorithmic
method does not exist that can resolve this
problem. Attempting to prove that two spaces
are homeomorphic may result in a task that is
essentially mechanical. The precise object of
this work is to construct a manageable
algebraic model (the fundamental group) that
detects the presence or absence of topological

properties in spaces.

Introduccion

La topologia es la versiéon moderna de la geometria: estudia
la naturaleza y las propiedades de los espacios. Las diferentes
clases de geometria (incluida la topologia como un caso
especial) se distinguen bésicamente por los diversos tipos
de transformaciones que se permiten aplicar sin que los
objetos considerados realmente cambien. En la geome-
tria euclidiana ordinaria, por ejemplo, puede trasladarse, ro-
tar y reflejar los objetos pero sin estiratlos ni doblarlos. Asf,
dos objetos son ‘congruentes’ si, mediante estas trans-
formaciones, uno puede sobreponerse en el otro, de manera
que coincidan perfectamente. En la topologia es factible
cualquier cambio continuo que pueda ser constantemente
deshecho. Por ejemplo, un circulo es lo mismo que un
tridngulo o un cuadrado; el proceso de transformacion de
uno en el otro puede hacerse de tal modo que puntos

cercanos a la figura original permanezcan cercanos en la

Key words: fundamental group, first

homotopy group, group of Poincaré.

figura final. Por esta razén la topologfa es conocida como la
‘geometria de la goma’. En este sentido, es una de las formas
mas bésicas de la geometria y se usa en casi en todas las
ramas de las matematicas. Sin embargo, existe una forma
ain mds basica: la homotopia. Usamos topologia para
describir homotopia; pero en la dltima se permite una
variedad tan grande de transformaciones que el resultado
se asemeje mas al algebra que a la topologfa. La experiencia
ha mostrado que la solucién de muchos problemas to-
polégicos, geométricos y hasta diferenciales depende exclu-
sivamente de las propiedades homotépicas de los objetos
estudiados. Cabe mencionar que la geometria diferencial y
la topologia algebraica son, a la vez, el lenguaje de la fisica
moderna. El método de la segunda es el siguiente:

Objeto geométrico Nimero
(espacio topolégico) (estructura algebraica)

X )
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CIENCIAS EXACTAS Y APLICADAS

es decir, pasamos de un espacio topolédgico X a un modelo
algebraico T(X) (donde T(X) puede ser, por ejemplo, un
grupo). Un objetivo principal de la topologfa algebraica es
encontrar modelos algebraicos de los espacios. Es natural
requetir que sif: X - Yes una funcién continua, f induzca

un homomotfismo T(f): T(X) - T(Y) tal que:

1Lsi X'~ Y M- Z, T(g ° f) = T(g) ° T(H: T(X) -
T(2).
2.8i1 : X - Xes la funcién idéntica, T(1):T(X) - T(X)

es el homomotfismo idéntico.
En estas condiciones obtenemos:

sif: X - Y es homeomorfismo, entonces T(f): T(X) —
T(Y) es isomotfismo. Luego T(X) distinto de T(Y) implica

que Xy Y no sean homeomortfos.
1. Homotopia entre funciones

Denotaremos por C(X, Y) al espacio de funciones con-
tinuas, que es el conjunto de todas las funciones continuas
de un espacio topolégico X a un espacio topologico Y.

Definicion 1.1. La tgpologia compacto-abierta en C(X, Y) es la
generada por la_familia siguiente:

V={[K, Ul:K O X, U BY, con K compacto y U abierto}

Sea X un espacio topoldgico y sean X, X, I X. Un camino
de X, a X, en X es una funcién continua o : 1 - X tal que
a(0)=x, y a(1)=x;; se dice que X, es el origen del camino
y X, el final. Asi, el espacio de todos los caminos en X es
C(l, X), el cual contiene dos importantes subespacios:

1. E (X, X, X)) es el subespacio de caminos f: | - X tal que
f(0)=x, f(1)=x.
2. E (X, X)) es el espacio de caminos que empiezan en X,

3.Q (X, Xu): E (X Xo» Xo) se le llama espacio de lazos.

Definiciéon 1.2.
1. Un espacio X es conexo si no es la unidn de dos abiertos disjuntos
70 vacios.

2. Un espacio X es conexo por arcos si para cada par de puntos X, Y

O Xeexiste a O C(1, X) zal gue a(0)= x; a(1)=y.
Definicion 1.3.
Sean XY Y espacios topoldgicios y sean ¥, §: X— Y funciones

continnas, ¥y Q se dicen funciones homotdpicas si existe una funcion
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continna H: XXl = Y tal que

H(x, 0)=f(x)
H(x, 1)=g(x)

vx OX
vx OX

En este caso, la aplicacion H se llama una homotopia entre £y Q; la
representaremos por f < HQ.

La t-ésima rama de una homotopia H: XxI - Y es la
funcién continua H: X - Y definida por H, (X) = H (X, 1),
que es la siguiente composicion:

XD:I]i—>X><{'[} OXx Im"-Y
Asi, H es una familia de funciones continuas que empiezan

op donde H =Ty

H, =g en el espacio de funciones continuas C(X, Y), por lo

en fy terminan en @; es decir, H={H}

que podemos pensar la homotopia entre dos funciones f y
4 como un camino en el espacio C(X, Y) de f a g, donde el
parametro tes el iempo. Entonces al iempo t = 0 obtenemos
la aplicacién f, y cuando t varfa, la aplicacién H, varfa
continuamente, de tal forma que al tiempo t = 1 obtenemos
la aplicacién @. Por ello se dice que una homotopia es una
deformacién continua entre dos funciones.

Definicion 1.4. Dos funciones 1, 9 X — Y son homotdpicas
relativamente a un subconjunto A de X si existe una homotopia H:
XXl = Y entre fy g tal gue

H@ t)=fa=g(@VvalDAVvVtOl,

en otras palabras, podemos deformar ¥ en Q sin alterar los valores de
fen A Esto es, para todo @ O A, H(@, ) no depende de t O 1.

Denotaremos esto porf = AQ.

Lema 1.5. Sean X y W espacios topoldgicos, y supongamos que W
= A 0B, donde Ay B son ambos subconjuntos cerrados de W. Si
f: A = Xy 0 B — X son aplicaciones continuas tales que f(W)
= O(W) para toda W L A N B, entonces la aplicacion h: W — X
definida por

Of (w) s wOA
h(W) = EQ(W) s wiB es continua.
Demostracion:

Sea C un subconjunto cerrado de X, veamos que h*(C) es

cerrado en W, en efecto, pues:

h{(C) = h(C) n W
=h(C) n (AT B)

CasTtiLLo, M. I TOPOLOGIA Y ALGEBRA...



= ("(C) n A) O (W(C) n B)
= (0) 0 ¢'(0)

Puesto que f es continua, entonces (C) es cerrado en Ay
por lo tanto es cerrado en W, pues A es cerrado en W.
Analogamente g*(C) es cerrado en W. Por ello h(C) es
cerado en Wy asi h es continua. B

Proposicion 1.6 La relacion = es una relacién de

TrelA

equivalencia en C(X, Y)

Denostracion:
* Reflexiva: Definimos H: XxI - Y por H (X, t) = f(X), la
cual es continua (pues es constante en t), y ademas

H(x, 0) = f(x)

H(x, 1) = f(X)

H(a t) = f(a) = f(a)

por lo tanto f = f.

* Simétrica: Supongamos que f 2,44 0 entonces existe una
homotopia H: XX| - Y tal que para todo X O X, para todo
t Oy para todo a U A se cumple lo siguiente:

H(x, 0) = f(x)
H(x, 1) = 9(x)
H(a t) = f(a) = g(a)

Tomemos a G(X, t) = H(X, 1-t), que es continua, pues es
una composicién de funciones continuas y ademas

G(x, 0) = H(x, 1) = g(x)

G(x, 1) = H(x, 0) = f(X)

G(a, t) =H(a1-t)=g(a =f(a)
por ello g =, f.

* Transitiva: Supongamos que f = gy g= . h, es decir,

—relA
existen homotopias H: XX - Yy G: Xx|I - Y tales que
para todo X O X, todo t U | y toda a U A se realiza lo

siguiente:

H(x, 0) = f(X)
H(x, 1) = g(x)
H(a t) =f(a) = g(a)

G(x, 0) = 9(¥)
G(x, 1) = h(x)
G(a, t) = g(a) = h(a)

Por lo que definimos F como:
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por el lema 1.5 F es continua y ademis

F(x, 0) = H(x, 2(0)) = H(x, 0) = f(X)

F(x, 1) = G(X, 2(1)-1) = G(x, 1) = h(x)

F(a, t) = H(a, 2t) = f(a) = g(a) cuando t < %, mientras
que F(a, t) = G(a, 2t-1) = g(a) = h(a) cuando t = ¥, por
lo que en cualquier caso F(a, t) = f(a) = h(a)

h H

-
Por eso f=
Lema 1.7. Sean X, Y, Z y W espacios topoldgicos; entonces las
homotopias se comportan bien frente a la composicion de funciones; es
decir, si ¥, Q1 X = Y son funciones continuas, entonces se tiene:

heg dndeh:Y — Zes

1. 85if 2 4 O entoncesh o f =

“relA
continua.
v o o .
2. 85it =, 9 entonces f o | Lt 9 |, donde l: W = X es
continua.
Demostracion:

Puesto que f =, g, entonces existe una homotopia H :

XXl - Y tal que

H(x, 0) = f(x)
H(x, 1) = 9(x)
H(a, t) = f(a) = g(a)

Primero. Tomemos a F(X, t) = H(H (X, t)): XxI - Z que
es continua, ya que es una composiciéon de funciones

continuas; y ademas tenemos:

F(x, 0) = h(H (x, 0)) = h(f (x)) = (h° f) (x)
F(x, 1) = h(H (x, 1)) =h(g (¥)) = (h° 9) ¥
F(a, t) = h(H (a 1)) = h(f (a)) = h(g (a))

Por lo tanto hef=  heg.

Segundo. Ahora tomemos a G(X, t) = H(I (X), t): WxI - Y
que es continua, ya que es una composicion de funciones
continuas, ademas, tenemos:

G(w, 0) = H(l (w), 0)) = f(I(w)) = (f° 1) (x)
G(w, 1) = H(I (W), 1)) = g(lw)) = (@ ° 1) (W)

Sea b O I* (A), entonces | (b) O A; es decit, | (b) = o para
algun a O A, entonces:

G(b, 1) = H(l (b), 1)) = f(l(b)) = f(a) = g(a) = g(I(b))
Por lo tanto f el I-l(A) gel
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Obsetvacion 1.8 La relacion T <2 Q (sin ser homotopia relativa)
también es una relacion de equivalencia en C (X, Y). De becho, ¢/
caso A= Qen la definicion 1.4 corresponde a la Definicion 1.3. E/
conjunto de todas las clases de equivalencia es denotado como [X, Y]
Y es lamado el conjunto de clases de homotopia.

2. Multiplicacion de caminos y lazos
Definicion 2.1. Dados dos caminos 0, A .| — X tales gue O

(1) = A (0), definimos el camino producto 0 -A | - X de la

siguiente manera:

_O0o(29) O<s<i
(@I = %’\(25—1) ;<s<1

Notemos que O ‘A es continua pot el lema 1.5. Por otra
parte, la funcién @ : 1 - X definida por O ()= 0 (1-9)
es también una camino en X, que esencialmente recotre a
O en sentido contrario.

Ejemplos 2.2

1. Un gemplo sencillo de camino es el camino constante o : | —
X, definido por C i (S) = X, para toda S O\, y donde X, 0 X.

2. Sea X=R; consideremos 0y, O,, Oy .| — X definidos por O (S)
=S, 0,(8 =1+SsYy 0, (S) =2+ S entonces tenemos que.

(@) w)9=h" %2
102) 0 %S+1 1<s<1
e 2 O<s<i
(0,[o, &3))(s) = %‘S_l %S s<1

donde notamos que

(0,- 0) - 0)(¥) = 2
(0,-(0,- a))(¥2) =1

por lo tanto las funciones no son ignales, es decir, el producto entre
caminos no es asociativo.

Notemos que no podemos darle una estructura de grupo a
E (X, X, X,) con el producto de caminos, puesto que, entre
otras razones, éste no es asociativo; sin embargo, con el
concepto de homotopia veremos que si adquiere tal
propiedad.

Se dice que dos caminos 0 y A en X son equivalentes si 0
y A son homotépicos relativamente a {0, 1}, es decir, si los
extremos de las caminos permanecen fijos durante la
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deformacién. Por lo tanto, los caminos 0, A: |l - Xson
equivalentes si existe una homotopia H : 1 X1 - X tal que

H(s, 0)= a(9)

H(s, 1) = A(9)

H@O,t)= o(0)=A(0)

HLt)= o) =21

Por el Lema 1.6 tenemos que ==, es una relacién de
equivalencia en E (X, X, X)), donde A = {0, 1} O I. De

aqui en adelante tomaremos a A = {0, 1}.

Definicion 2.3. E/ conjunto de clases de equivalencia en E (X,
X X)) respecto a la relacion de homotopia relativa a {0, 1} se
representa por TU (X, X, X,). Denotasremos por [0] a la clase de
homotgpia con representante O.

Definamos ahora un producto de clases de homotopia de
caminos por

[al[A] = [o- Al
el cual veremos que estd bien definido.

Lema 2.4 Sean 0, d', A, A’ JC(I, X) cona=0(0) =0
0),b=01)=0d(1)=A0)=X(0)= yc=A1)==AX
(1), si ademids o0, OY A

T
ap A, entonces

O-A=2 0 A

Demostracion:
Por hipétesis tenemos las homotopias H, G: | X | - Xtales

que
H(s, 0) = o(s) G(s, 0)= A(9)
H(s 1) =o' (9 G(s, 1) = A (9
HOt=a  GOt=b
HL 1) = b G 1) = c

Considérese lafuncion F: | x| — X definida por

_OH(2st) O<s<i
F(s't)_%S(Zs—],t) i1<s<1

por lo que se tiene:

Feg =D HEs0=0(9) 0<s<!
(s )—%;(25—1,0) =A(2s-1) iss<i

=(a[A)(s)

CasTtiLLo, M. I TOPOLOGIA Y ALGEBRA...



similarmente

F(s 1) =(d -A) (9

y ademds

FO,t)=H@O, )=ay F1t)=GLt)=c
por lo tanto

0 A2 0 A R
La proposicién siguiente muestra las principales propiedades

de este producto.

Proposicién 2.5. Sean 0 [ E (X, X, X), A O E (X, X, X))
y10 EX X5, X3) caminos en X. Entonces

1. El producto de clases de homotopia es asociativo, es decir

([al[ADIT] = [al([A] - [7])

2. SeaX U X, la clase de homotopia del camino constante C,_definido
en el ejemplo 2.2(1) se comporta como un elemento identidad (por la
izquierda y la derecha), esto es,

[c ]lo]=[a] y [o]lc,]=[a].

3. La clase del camino @ DC(X X, X,) actiia como inverso de la
clase de homotopia de O, es decir:

[olla]=[c,] vy [O]la] =[c,].

Demostracion:

Primero. Basta demostrar 0+ (A - T) =, (0 - A) - T, donde
0(1)=2(0)=xy A(1) =1(0) =X, Queremos encontrar
una homotopia relativa a {0, 1} entre 0+ (A - T) y (0 - A)
- T. La homotopia que funciona es la siguiente (que es
continua por el lema 1.5):

g 4s
o(— O<s< 2t
596G :
H(st) =A(4s+t-2) Zl<s<¥t
U -
Q(M) 3%5351
O 1+t
pues
O g(2s) O<s<i
H(s0)=\(d4s-2) isss<?
Hr(4s—3) 3<s<1

CIENCIA ergo sum, Vol. 11-1, marzo-junio 2004
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= (o WA m)(s);

0 g(4s) O0<s<i
His)=MA(@s-1) i<s<i

H(2s-1) isss<1

=((c ) @)(s)-

Esto es por la férmula de la definicién 2.1 para el producto
de caminos; ademas,

H(O,t) =0 (5%) =0(0)

2-t

H@LY =1(*%) =1 =1 ().

1+t 1+t

Segundo. Andlogamente basta demostrar que C, & =, O
y 0L, =4s 0. Lahomotopfa que funciona para la primera
es la siguiente (la cual es continua por el lema 1.5)

%o Oss<t
H(st) = -
(st)=0 (225 tt) Les<t

pues

H(s,0) =a(555) =a(9)

0% Oss

e
=(c, [O)(s)

H(O,t) =X,

HLY =0 (22 =0 ().
La homotopia que funciona para la segunda afirmacioén es

O, 2s
— O<s<zt
Fst) = 2=0 2

H %

pues

F(s.0) =0 (%) =o(s)

2-(0)

(U(2s) 0Os<ss<i
F(s)=Q s
0 % 1<s<l
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=(o g, )(9)

F(O)=0(38) =0(0)

2-t
FALt)=x

Tercero. Analogamente basta demostrar que O [0 =, C,,

y O [0 =4, C, . Lahomotopia que funciona parala primera
afirmacién es la siguiente (que es continua por el lema 1.5)

O o(2s)
Hst=Ho@-t) Stss<i
Hr(2-2s) zt<ss<i

pues tenemos

_00o(29 O<s<i

H(SO)_EQ(Z—ZS) 1<s<1
_O0o(2s) O<ss<i
- %(23—1) 1<s<1
=(oB)(s)

puesto que 0(2-28) =0 (1—-(2-2s)) =0(2s -1, luego
H(s, 1) = 0(1-1) = 0 (0) =x,

H(O, t) = 0 (2(0)) = ¢ (0) =x,

H(1, t) = 0(2-2(1) = 0 (0) =x,

por lo que concluimos que 0 [ = 4, C,

Ahora tomamos a ) =g ; por lo anterior tenemos

A = 4a Cy(q) - Por otro lado, notemos que para 0 o cq,
X):

(O)(t)=0@1-1t) =01 -(L-t)) =o(t)

porlo que ) :; =g >y ademis A(0) = 0 (1-0) = o(1) =
X,. Por lo tanto

AA=G0=,¢C

da & =G

1.  Cabe mencionar que Poincaré fue el primero en relacionar el estudio de espacios
topoldgicos con el estudio de los correspondientes grupos fundamentales asociados.

Por ello al grupo I'I.'l (X, Xo) se le conoce también como “el grupo de Poincaré”.
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Tenemos dos problemas que impiden que 7T (X, X, X,) sea
grupo:

* La multiplicacién no siempre esta definida para cuales-
quiera dos clases.
¢ La identidad no es tnica.

Para evitar estos problemas, hagamos lo siguiente: Sea X
un espacio topolégico y X, O X, considérese el conjunto
siguiente

QX x)={al - X[o(0)= g(l) x} =E (X x,Xx)

Llamaremos a los elementos de este conjunto /azos con punto
base X, A este conjunto le damos la relacién de equivalencia
de homotopia relativa {0, 1}, por lo que tenemos:

(X % %) = Q (X X)= g0

que solamente escribimos 77 (X, X)) en vez de 7T (X, X,
X,), que es el conjunto de todas las clases de homotopia [d]
delazos a1 - Xcon punto base X,

Teorema 2.6. TT (X, X)) es un grupo respecto al producto [ O1[A]
= [g . A]

Denostracion:
Por el lema 2.4 el producto esta bien definido, y por la
proposicién 2.5 se deduce la asociatividad. Por otra parte
tenemos que

[c, ]lo] =[0l.[0llc, ] =[o]
Es decir, el elemento identidad es [%], ademas tenemos:
[o][o] =[c, ].[O][0] =[c, ]

donde el inverso viene dado por [g]™ =[g]. W

ATt (X, X)! se le lama grupo fundamental de X con
punto base X, o también se le conoce como el primer grupo
de homotopia.

Ejemplo 2.7. Sea C C R" comvexo, entonces para cada X, € C,
1t (C, X)) = O; en efecto, debemos ver que cada lazo O basado en
X, ¢ homotdpico relativo {0, 1} a C, .

La homotopia requerida en tal caso es

H:I1xl - C
H(s, t) = tx, + (1-)a ()

CasTtiLLo, M. I TOPOLOGIA Y ALGEBRA...



pues

H(s, 0) = o (s)
H(s D) =x, =¢c, (s)
H(O, t) = tx, + (1-t) x,= x,= H(L, t)

debido a gue 0 (0) = 0 (1) = X, En tal caso, se dice que su grupo
Sundamental es trivial, es decir, cnalquier lazo basado se deforma a
un punto.

Por conveniencia nos referimos al par (X, X)), donde X es
un espacio y X, es un punto de X, como un espacio basado. La
notacion f(X, X)) - (Y, Y,) es para decir que f es una
funcion basada, donde f es una funcién continua de X a Y

con f(XO) =Yy

Proposicion 2.8 Toda funciin basada T : (X, X) - (Y, Y,)

induce un homomorfismo de grupos fundamentales

fom (X, x) - m(Y,y,)

[a] = [fea]
Ademas, la asociacion T~ T, satisface las siguientes propiedades:

) L)y =1 (x %)
byg °f.=(g° f.

donde § (Y, Y,) — (Z, 2) es una funcion basada.

Denostracion:
Primero observemos que f, esta bien definida, pues si a, 8

son dos lazos en X basados en X, con 0 = B, entonces

D)
por el lema 1.7 tenemos f ° a = f°

Por otra parte
f. ([al[A) = 1. ([a] - [A]) = [f © (a -B)]
LoD f. (A =I[feallfefl = a)- (Pl

pero fo (a-B) =(f° a) - (f°p), pues

) O fa(@)) Ost<i

(f o(a |ﬁ))(t) = f((a |lB)(t)) _Ef (ﬁ(2t—1)) %St <1
_O(fea)(2)  Ost<3

((foa)EﬂfoB))(t)—E(foB)(Zt_l) 1<t<1

Entonces [f ° (a -B)] = [(f° a) - (f °B)], y pot lo tanto f,
([allBD) = f. ([a]) f. ([B]), pot ello f, determina un
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morfismo de grupo. Enseguida demostraremos las
propiedades que satisface este morfismo.

a) (1). ([a]) = [1, ° o] = [a]
b) (@°f)([a) =a.(f. ([a])) =g. (feal=[g° (f°
a)] =[(g°f°a]l =(g°Nla)). M

Al morfismo de la proposicion 2.8 se le llama homomorfismo
indncido por f. Como consecuencia de tal proposicion,
tenemos que si X y Y son dos espacios topoldgicos
homeomotfos, entonces 1 (X, X,) y 71 (Y, Y,) son
isomorfos, por lo tanto si 1T (X, X;) es distinto que 7T (Y,
Y,) implica que Xy Y no sean homeomorfos. Por lo que
decimos que el grupo fundamental es un invariante
topoldgico de X, es decir, 1T (X, X;) es un modelo algebraico
del espacio topologico X.

Proposicion 2.9. Sean X, y O X, si existe un camino en X de X

a'y, entonces los grupos T, (X, X), TC (X, Y) son isomorfos.
Demostracion:

Sea a: | - X un camino tal que a(0) =y y a(l) = x
Considérese la asociacién

B al(pa)

En la clase de homotopia relativa {0, 1} esto determina

una funcion

7Il(X,X) [ - TE(Xiy)

(81 [a B )]
bien definida, pues si [B], [B]OT(X, X) son tales que [f],

[B'], entonces f 2 a0, 1 B = Blir=goy B
=a(B) =40y (B a) (ver el lema 2.4), por lo tanto

a[A) = a (B

Luego d, es un homomotfismo; en efecto:
a,(BlB1)=a,(BB])=[a BB @]
=laBIO@)B @]
=[a B @]l B @]
=a,(B)a.(B 1)

Usando el camino @ de Y a X podemos definir:
a, (Y, )& (XX
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[Bl—[a(Bla]

por lo que:

@,ea,)(B]) =a,@,(B1)
=a,([a (B @])

=[a@ B @a]

=[8]

0@, a7 Lyxy

Anilogamente se demuestra que (a,eay) :]7-[1(Y1y). Por
lo tanto @, es biyectiva y asi 7 (X, X), 7T (X, y) son
isomorfos. B

Corolario 2.10. $7 X, X, estin en la misma componente arco-

conexa de X, entonces TC (X, X)) y T (X, X,) son isomorfos.

Observacion 2.11 Ex vista de la proposicion 2.9 y su corolario,
podemos emitir el punto base de un espacio conexo por arcos.

Finalizamos esta seccién con una descripcion del grupo
fundamental de un producto cartesiano.

Proposicion 2.12. Se tiene el siguiente isomorfismo:

T (XXY (X, ¥)) O m (X, x) 0 1 (Y,Y,)

Demostracion:
Definamos

(X XY, (%, Yo)) I - 11(X, %) O 7Y Y,)

por ¢([a]) = ([p, ° al, [p, °al) = (p,. [a], p,. [a]).
donde

| [ATeA2 , X xY 0" - X
| [T, X xY 0% - Y
donde p, ¥ p, son las proyecciones.

* ¢ es un homomorfismo.

¢([a[Bl) = ¢([a - Bl) = (p. [a - Bl p,. [a- B) = (..
(a] p.. [Al. p,. [a] p,. [B])
¢([a] ¢[B]) = (p,. [al. p,. [a])(p,. [Bl. p,. [B]) = (p. [a]
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p.. A, p,. [a] p,. [B])
- ¢([allB) = ¢([a]) o((A)

* ¢ es monomorfismo.

Si p(la]) = e para alguna [a] 0 75 (X X Y, (%, ¥9) v
donde €= ([CXO],[CyO]) es la identidad en 7T (X, XO) O

(Y, ¥,), entonces tenemos que

(plal, pefa]) = (¢, Llc, 1)

O ([(pegllp,caly ([cyllc, D)

O Pod =0y Cy ¥ P20 =g104 Cy,

es decir, existen homotopias H: | x| - Xy Gi I x| - Y
tales que

H(s, 0) = x,
H(s 1) = (p, ° a)(9)
H(O, t) = x,= H(L, 1)

G(s, 0) =y,
G(s 1) = (p, ° a)(s)
GO, 1) =y, =G(1, 1)

Por lo que definimos una nueva homotopia F: | x| - X x

Y dada por
F(s 1) = (H(s, 1), G(s 1))
de donde

F(s, 0) = (H(s, 0), G(s, 0)) = (%, ¥,)
F(s 1) = (H(s, 1), G(s, 1)) = ((p, ° a)(9), (p, ° O)(9)) =
(a, (9), a, (9) = a(9)

F(O, t) = (H(O, 1), G(O, ) = (x,, ¥,) = F(L, 1)

DA = a0n Coop)

UlaF [cy, )], es decir Kerg = 0.
.. ¢ es un monomorfismo

* ¢ es un epimorfismo.

Dado ([A].[W) O 1 (X, x) O 1L (Y,Y,);asi B 1 - X, V.
I - Y son lazos basados en X, Y, respectivamente.
Considérese

a: | - X x Y definida por a(t) = (B(t), «t))

por lo que

¢([a]) = (p,. [al, p, [a]) = ([p, ° o], [p, ° a] =
([Bl.[a]). Por tanto @ es un epimotrfismo y, entonces, un
isomorfismo. ll
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3. Grupo fundamental de algunos espacios topologicos

1. El espacio euclidio de dimensién N es el conjunto R" =
{(X-x) - X O R, para cada i} equipado con la métrica

d(x,y) = Zinﬂ()ﬁ -y))? (llamada métrica euclidia).
Notemos que R" es un conjunto convexo y conexo pot
arcos, entonces aplicando el ejemplo 2.7 y la observacién
2.11 1r(R") =0, es decir, cualquier lazo basado en cualquier
punto en R" se deforma a un punto (el punto base). Un
espacio conexo por arcos cuyo grupo fundamental es trivial
se denomina simplemente conexo, en particular R" es
simplemente conexo.

2. El disco unitario en R" esta definido y denotado de la
siguiente manera:

D" ={(x, .%)OR" x* + X< 1

donde observamos que D" es un conjunto convexo y conexo
por arcos. Por lo tanto 77(D") = 0.

En los siguientes incisos no se demostrard el grupo
fundamental del espacio dado, solamente se describira el
espacio y se mencionara su grupo fundamental. Pues se
necesita maquinaria mas potente de topologia algebraica
para calculatlos, la cual queda fuera del contexto de este
trabajo. Sin embargo, el lector, para una demostraciéon mds
detallada, puede consultar Kosniowski (1986) o Munkes
(1975) para los ejemplos 3, 4, 5 y 6; y Mimura y Toda
(1991), Curtis (1984) y Chevalley (1996) para los ejemplos
7y 8.

3. La circunferencia unitaria compleja. Sea C = {a +
bi : a, b O R} tal que i? = -1, este conjunto ilustra los
nameros complejos, donde notamos que C es isomorfo
como espacio vectorial real 2 R? dado por el isomorfismo a
+bi > (a, b), en general C"es isomotfo a R?" como espacio
vectorial, dado por el isomorfismo

(& +bji,...,a +bi)— (a,..,a,b,.,b)a,bOR

La circunferencia unitaria compleja estd definida por S =
{zOC: |zl =1}. Seap: R — S la aplicacién exponencial
p(X) = €™ Todos los enteros se identifican con el punto 1
O S mediante la aplicacién exponencial, es decir, €* (1) =
Z. Elegimos este punto como basico.

Dado un entero N[0 Z, sea y, el arco y, (s) =ns,0<s<n,
que une a 0 con N O R. Entonces ¥, se proyecta por P en un
lazo de S con base en 1. Ademas p © ¥, da N vueltas en

CIENCIA ergo sum, Vol. 11-1, marzo-junio 2004

CienciAs ExAcTAs Y APLICADAS

torno de la circunferencia en direccidon contraria a las
manecillas del reloj para cada N positivo, y asi tenemos el

siguiente teorema.

Teorema 3.1. La funcion @. 7 — Tt (S', 1) definida por @N)=
[P © V] es un isomorfismo; es decir, el grupo fundamental de S
basado en 1 es un grupo ciclico infinito.

4. El toro T2 se puede describir en tres diferentes maneras:
a) Un producto S x S.

b) Un subespacio de R® dado por:

{(xy,2) DR} (Yx& y*= 2)% 7= 1.

) Un cuadrado unitario 12={(x,y) O R2: 0<x<1,0<y
< 1} con la identificacion (X, 0) = (X, 1)(0, y) = (1, y) pata
todo0<x<1,0<sy<1

los espacios descritos en (a), (b) y (c) son de hecho
homeomorfos. Por lo tanto, aplicando la proposiciéon 2.12,
tenemos:

m(Toro) =t (T) = (§x S) O (S) O g (S) UZ O Z.

5. La esfera unitaria en R™? est4 definida por

S"={(X, X X)) OR™: X+ + X0+ X0, = T
Para ver que ' tiene grupo fundamental trivial pata # 2 2,
usamos el siguiente resultado.

Teotema 3.2. Sea X un espacio topoldgico que puede describirse
como la unidn de dos conjuntos abiertos U y N simplemente conexos,
de forma que U 0V sea conexo por arcos. Entonces X es simplemente

conexo.

Para aplicar este resultado a S, témense puntos distintos X,
y O Sy hacemos U=8—{x}, V=S —{y}. Tanto U como
V son homeomotfos a R, por ello U y V son simplemente
conexos,y U NV =X, y} es conexo por arcos, ya que
n=2. Por lo tanto:

m_Z sin=1
nl(s)_Ep snx2

6. El espacio proyectivo real N-dimensional se define
como el espacio cociente RP" : R™*—{0}/~, donde ~ es la
relacién de equivalencia en R™—{0} definida por

X~y < existe A URH{0} tal que x=AYy
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Podemos restringir a los vectores de longimd uno, asi P
s también el espacio cociente 8 (x- - xJ, la esfera unitaria
con los puntos antipodales identificados. En particular [BP!
es homeomorfo a §'. Entonces:

RP" [ Z sin=l
il Ltl_?ﬂ sinz2

7. Espacio lente. El prupo 87 actia libremente en la esfera
S O por

id .
LE€%z2 )

(T 2) (%2,

El grupo &im puede ser pensado como un subgrupo de 87
Tim=fef=t f=0__  m-l}c &
Asi Zim oactia hbremente sobre la esfern 51 El espacio
L= (Eim) = 54 (Z/m) es llamado el espacio lente. En
particular L2 (Z/2) = BFY luego:

m, (L (Eim)) = Tim

8. Grupos de matrices clisicos. Al conpunto H = {a + bi
+gitdka b o d e B sueto alas identidades
r=FeE=-, ik ghk=-dg=i, H=-k=;

se le llama los cuatermios, v adernis H es isomorfo como
espacio vectonal real a E* dado por el somorfismo

g+ bi+g+diy=s(ab e d,abedeR

M (F) (donde Fe {R. T,

las mardees de 11 % # con entradas en F, y tenemos que Ml#

V) mamifiesta al conpunto de

- 1. - . -
() es ssomorfismo a 7 via el isomorfismo sipuiente

Oy Gy e g,

iy iy i,
: : IR e U 1T T LT TNOT TSNS NP/ AU

o e T

il el ar

GL (F)={Ae M (F)} :det 4 =0} = I (F) denota al
conjunto de matdees invertibles, €l cual define un gropo
con la muluplicacion de matrices y se le lama gropo general
lineal (en proncipio esta construccion solo aplica para los
campos conmutatives F = B y F = © donde el
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determinante esta defimde). GL, (R} tiene 1o topologia
mducida por la melusion en R”: Andlogamente L (1)
tiene Ia! topc:l?gia inducida por la inclusion en
CT(C" =R ).

Consideremos el subconpunto de B (IF) de las matnces que
preservan ¢l producto mtenor:

GO (n, F) = {A e M (F): (Ax, &) = (x. ¥}
donde puede demostrarse que GO (7, F) ez un grupo. Por
lo que definimos la siguientes famibas de grupos:

* Pama F = [E, escobmeos GO {r, ') como & (1) v lo
lamaremos el gwpe ortpgona!

* Para F = T, escobmmos GO {p, F) como U{n,) v lo
larmaremos el grage serifams

* Pama = H, esenbimes GO (1, F) come Spli) v lo
lamaremos el gops smpbioioe

Dronde tenemos que:
1) =8, U1y =48, §p(1) =&

Es de hecho intercsante que estas son las vmcas esferas
que pueden ser grupos, Defimmeos

S =5 e O)p) deft 4 =1}

al cual lamaremos o prape orfoponal estecial o prupe de rofacione:.
De manera andlopa definimos:

SUmy={A e Ulny det 4= 1}

al cual Nlamaremos grape wnitaris aipecial
El grupo fundamental de los grupos clisicos corres-
pondiente son:

Espacio Grupo fundamental
Liay Z

STk trivial

SOZ) z

SCH) E /2 para n=3

Sp(i) triwial

Por lo anterior conchumos que espacios topolégico-s o
grupo fundamental diferente no son homeomorfos. Por
ejemplo: la esfera & no es homeomorfa al toro T5, pues
uenen prupo fundamental diferente. Cabe mencionar que
el grupo fundamental es un ejemplo sencillo de un modelo
algebraico que puede motivar al lector para que estucie
modelos alpebraicos mucho mis potentes que este, como
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son los grupos de homotopia, los grupos de homologfa y los
grupos de cohomologfa, los cuales son aplicables en casi
todas las areas cientificas exactas. E
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