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y una controversia a su alrededor

Enrique Castafieda Alvarado*, Marcela Carolina Gomez Dévora**,

Isi Yanet Gonzalez Martinez**, Martha Isela Gonzalez Vara**

Resumen. Este articulo gira en torno a la controversia surgida por un resultado sobre célculo

diferencial, publicado en el libro Analyse des infiniment petits pour I'intelligence des lignes courbes por el

Marqués de L'Hdpital. El resultado permite encontrar el limite de una funcién racional cuyo

numerador y denominador tienden a cero. La investigacion proporciona algunos datos que

pueden servir para conocer quién es el autor real de dicho resultado, conocido ahora como

Regla de L'Hopital, pues Johann Bernoulli demandaba el crédito del que decia era su trabajo y

por el cual L'Hopital habia pagado ciertos honorarios. Incluimos también la interpretacion

geométrica que sugiere la veracidad de la regla y otras variantes que se desprenden de ella.

Palabras clave: Regla de L'Hdpital, Johann Bernoulli, limites, derechos de autor.

The L’Hopital Rule and the Controversy Around it
Abstract. This paper revolves around a controversy that arose from a result of differential
calculus, published in Analyse des infiniment petits pour I'intelligence des lignes courbes by Marqués de

L'Hbpital. This result allows us to find a rational map limit whose numerator and denominator

extends to zero. The present paper provides some data that can be useful in determining the real
author of the above-mentioned result attributed to L'Hopital. Johann Bernoulli demanded the
credit for what was, according to him, his piece of work, for which L’'Hdpital had paid some
honoraria. We have included the geometric interpretation, which suggests the authenticity of the
rule and other variables emerging from it.

Key words: L'Hopital rule, Johann Bernoulli, limits, copyright.

Introduccién

Alolargo deltiempo lahumanidad ha luchado por encontrar el por
qué de las cosas. Muchos temas han sido motivo de investigaciony,
sin dudaalguna, lamatematica no es laexcepcion.

El calculo constituye una de las grandes conquistas intelectuales:

cristalizaconceptosy métodos que lahumanidad estuvo tratando de
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dominar durante muchossiglos. Hubo que esperar hasta el sigloxvii
paratener lamadurez social, cientfficay matematica que permitiera
construir el calculo que utilizamos en nuestros dias. A pesar de que
algunas veces su gjercicio se tornadificil, pocos sabenqueatravésde
losafios, estaeficaz ramade las matematicas encierragrandes histo-
rias que narran cOmo surgio, quiénes se encargaron de su estableci-
mientoy de qué manerahaevolucionado coneltiempo.
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Este trabajo giraentorno alaregla de L’Hopital, la cual permite
calcular el limite de una funcién racional cuyo numerador y deno-
minador tienden a cero, asi como la controversia generada entre
dos grandes matematicos, el suizo Johann Bernoulliy el francés
marqués de L'Hopital. Tal controversia se debe alaautenticidad del
autor de laque hastahoy conocemos como lareglade L'Hopital.

1. Johann Bernoulli (1667-1748)

Fue el décimo hijo de la familia de Nikolaus Bernoulli, nacié en
Basilea. Su padre deseaba que Johann fuera comerciante para
secundarlo en sus negocios. Pero, en desacuerdo, Johann siguid
los pasos de su hermano mayor Jakob y opté por la medicina
y las humanidades. En 1690, public6 unatesis doctoral sobre la
efervescenciay la fermentacion. Ese mismo afio, en Ginebra,
impartid clases sobre ecuaciones diferenciales, poco después co-
noci6 acientificos como Malebranche, Cassini, LaHire y Varignon
enunviaje querealizéaParis. En 1691, durante su estanciaen esa
capital conoci6 al marqués de L’Hopital, quien le pagaba ciertos
emolumentos por sus servicios profesionales. Tiempo después,
Bernoulli regreso a su ciudad natal para estudiar medicina, y en
1694 recibid el titulo de doctor en medicina con unatesis sobre la
contracciGnmuscular.

Al parecer, Johann no se sentia muy satisfecho con sus trabajos
enmedicina, estimulado aparentemente por su hermano Jacob
decidi6 dedicarse alas ciencias, en particular a lafisica, laastrono-
miay las matematicas. En 1695, obtuvo un puesto de profesor de
matematicas y fisica en la Universidad de Groningen. Mientras
tanto, mantenia constante comunicacion con L’Hépital. Uno de sus
alumnosenestainstitucion fue unjoven llamado Leonard Euler.

Profesor altamente reconocido a pesar de su carécter recelosoy
desabrido, estabaanimado de unafén por las matematicas tan vivo
como suempefio eniniciary mantener controversias. De su espi-
ritu celoso no se salvé ni su propio hijo Daniel, a quien reproché su
falta de respeto por haber ganado un premio de la Academiade
Ciencias que él mismo ansiaba. En aquella época su renombre se
basaba sobre todo en sus contribuciones en el campo de las mate-
méticas. Durante el periodo 1691-1692, Johann Bernoulli escribio
varios textos sobre el calculo diferencial e integral, pero su publica-
ciénocurrié hasta 1922 (Collette, 1986: 150).

2. Guillaume Francois Antoine L’'Hopital (1661-1704)

Naci6 en 1661 en Paris; llevo el titulo de marqués de Saint-Mesme,
conde de Autremont, sefior de Ouques.

Como todo personaje de su época, con titulos de nobleza por
afadidura, fue obligado a realizar una carrera militar. Gracias a

ellofue nombrado capitan de caballeria durante algunos afios. Su
retiro se debi6 a una miopia considerable; esto lo llevé aintere-
sarse en las mateméticas, de las cuales se hizo un ferviente aficio-
nado muy respetable.

Desde pequefio dirigio su atencién hacia lageometria, y se
comentaque alos 15 afios resolvié problemas dificiles propues-
tos por Pascal sobre la cicloide. L’'Hpital estuvo particularmente
interesado por el nuevo calculo, presentado al mundo por Leibniz
y Newton, a tal grado que escribio el primer libro de calculo,
Analyse des infiniment petits pour I'intelligence des lignes courbes,
en 1696, el cual estuvo influido por las lecturas que realizaba de
sus profesores: Johann Bernoulli, Jakob Bernoulliy Leibniz
(Collette, 1986:151).

3. Unvistazo al Andlisis de los infinitamente pequefios
de L’Hopital

El Analyse desinfiniment petits pour lintelligence des lignes courbes
de L'Hopital fue el primer libro publicado de calculo. Consta de
diez secciones, cada una de ellas enfocada a diferentes variantes
del célculo, y sonlos siguientes (L’Hopital, 1998: 23; Collette,
1986: 153):

1. Donde se dan las reglas del célculo de las diferencias.

Il. Uso del calculo de las diferencias para encontrar las tangentes
detodoslostiposdelineas curvas.

IIl. Uso del calculo de las diferencias para encontrar las ordena-
das mayores 'y menores, alo que se reducen los problemas de
mMaximosy minimos.

IvV. Uso del célculo de las diferencias para encontrar los puntos de
inflexiony de retorno.

V. Uso del célculo de las diferencias para encontrar las evolutas.

V1. Uso del célculo de las diferencias paraencontrar las causticas
porreflexion.

ViI. Uso del calculo de las diferencias para encontrar las causticas
por refraccion.

Viil. Uso del calculo de las diferencias para encontrar los puntos
delaslineas curvas que tocan unainfinidad de lineas de posicion
dada, rectasocurvas.

1X. Solucién de algunos problemas que dependen de los métodos
anteriores.

X.Maneranovedosade hacer uso del calculo de las diferenciasen
las curvas geométricas, de donde se deduce el método de los sefio-
res DescartesyHudde.

En la seccidn X se encuentra una regla de diferenciacion para
las formas indeterminadas, este resultado dio origen ala contro-
versia que pretendia sacar alaluz laautenticidad de laobray el
autor real.
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4. Regla de L’Hopital

Enlaseccionix, 8163 del Andlisis de los infinitamente pequefios,
se propone el siguiente problema (L'Hépital, 1998: 259):

Sea AMD unalineacurva ( AP=x,PM =y, AB=a)talqueel valor
de la ordenaday esté expresado por unafraccién, enla cual el
numerador y el denominador se vuelvan cada uno cero cuando
X = a; es decir, cuando el puntoPcaiga sobre el punto dadoB, como
se muestra en lafigura 1. Se pregunta: ; cual debe serentonces el
valorde laordenadaBD?

Lasoluciénaeste problemaes lo que se conoce comolareglade
L'Hopital, que entérminos practicos podriamos leer de lasiguiente
manera:

Para hallar el valor de una expresion racional en x que para un
valor de abscisa dado x toma la forma 0% determina el
cociente de las diferencias del numerador y del denominador,
para este valor de la abscisa (Solaeche, 1993: 101).

Enlaactualidad laregla de L’'HOpital se enuncia del modo siguien-
te (Spivak, 1992: 282):
Supongamos quefy gsonfuncionesderivablestalesque

limf(x ) ¢,y limg(x)=0

L fEx)
Supongamos también gque existe L!@% .Entoncesexiste

T i £ f 9
®ag(x) e gtx)

lim
®a g(x)’

Elsimbolo !im, 16ase como limite cuando xtiende aa

Aplicando unaformaalterna de la definicién de derivada, para el
caso especial en que f(a)=g(a)=0, fty gtson funciones continuas
y g€a)? 0, lasiguiente ‘justificacion‘ daunaideadel por qué laregla
escierta:

im0 f(@)

80 _f¢a) _#d ca . f0- f@ ()

wagfx) g¥a) ;9% - 9@ wag(x)- g@) =ag(x)
x®a X- a

Esta justificacion no es deltodo correcta, pues paraello el deno-
minador del término central de estas igualdades debe ser no cero
paratodo x distinto dea. Paraunademostracion mas rigurosade la
reglade L’HOpital, véase Spivak (1992: 283).

El ejemplo que el marqués utilizé parailustrar su regla fue hallar
el limite de la funcién (L’Hopital, 1998: 260):
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N

Figura 1. Problema planteado por L'Hopital en su andlisis de los

infinitamente pequefios.

N2aix- ¥ - aﬂ
a- {ax

Cuando xtiende aay dondea>0". Lasolucién adicho ejemploes

Y =

lasiguiente:
a-2¢ a
Iim\/2a3x- X - ava I Voaix- ¥ 3fax? 16a
= lIm—--=—
x®a a- 4 ax3 x® a _ A 9
4a’x

5. Interpretacion geométrica de laregla de L'Hopital

Enlasfiguras 2y 3, se sugieren de maneravisual las razones por las
cuales laregla de L'Hopital podria ser verdadera.

En lafigura 2 se muestran dos funciones diferenciables,fyg,cada
unade las cuales tiende a0 cuando x® a.

Conunaampliacién en el punto ( a,0), las graficas empezariana
verse casi lineales. Pero si las funciones fueran en realidad lineales,

entonces su razén serfa:
‘m(x-a) _m
n(x-a n

lo cual implica la razén entre sus derivadas (ver figura 3). Esto

sugiereque:
lim 10 im f
X® a g(x) X® a g'(x)

1. Enese tiempo comunmente se escribia 8a en lugar de a2.
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Figura 2. Dos funciones diferenciables que se acercan a cero cuando la

variable independiente se acercaa a.

6. Otras formas indeterminadas

En los cursos tradicionales de calculo diferencial se le pide al
estudiante evaluar limites, los cuales mediante alguna manipula-
ciénalgebraica pueden calcularse; en otros casos puede aplicarse

algun argumento geométrico, como por ejemplo para calcular
l EnX

)@r’QTr donde no es claro cudl seria el valor de este limite,
pues el numerador y el denominador tienden a cero y obtendria-
mos laforma — lacual no esta definida. A este tipo de formas se
les denominaformas indeterminadas, pues cualquier tipo de de-
finicion que quiera darseles conduce a contradicciones.

Hay otras situaciones (Spivak, 1992: 295-296) en las que el
limite no es evidente, por ejemplo, cuando buscamos unaasintota
horizontal no es evidente como evaluar este tipo de limites,
porque el numeradory el denominador se hacen grandes cuando
x® ¥ (léase xtiende a infinito). En este caso, si el numera-
dor tiende mas rapidamente a¥, entonces el limite sera¥ ;si
eldenominador tiende mas rapidamente a¥ , entonces lares-
puestasera0. Otal vez tanto el numerador como el denominador
tiendan a infinito con la misma rapidez, en cuyo caso larespues-
taserd un nimerofinito; estaformaindeterminada es del tipo ¥
y en este caso podemos aplicar de lamisma forma laregla de
L'Hopital.

Consideremos ahora la situacién en que le@n; fxFCy
Ixi®r2g( X) =¥ | entonces no es claro cudl seria el valor de
lim f(x)g(x) ; aqui tenemos una ‘lucha’ entre fy g: si ftiende mas
rapidamente a cero que ga¥, entonces larespuesta es 0; sig
tiende mas rapido a¥ quefa0 entonces el valor del limite sera
¥ . O quiza suceda que tanto f como gtienden a Oy a ¥ respecti-
vamente con lamismarapidez, en cuyo caso larespuestaseraun
numero finito; esta forma indeterminada es del tipo 0%,y para
aplicar laregla de L’'H6pital basta con rescribir el productofg

¥ v=mi{r-1)

o >

Rt R eti)]

Figura 3. Una ampliacién en el punto X=a de la figura 2.

f 9
como un cociente fg = A o f9 = — locualnosayudaa

convertir el limite en una forgma indeterrr;inada del tipo 9 o i
de tal forma que podemaos aplicar laregla de L’Hopital.

Por otro lado, si Lgr; f(x)=¥ Lgr; 9(X)=¥ entonces la
expresion lim[ f(x)- g(x)] tiene unaformaindeterminada del tipo
¥-¥.en e)i%ﬁle unavez mas existe una ‘competencia’ entrefyg;
esdecir, dependiendo de cuél de lasfuncionestiende masrapidoa
¥ podriamos tener como respuesta¥ o—¥, o quiza un ‘término
medio’. La Unica forma de averiguarlo seria realizando una manipu-
lacién algebraica como unaracionalizacion o factorizando un factor
comun, deotal rQodo que obtengamos alguna de las formas indeter-
minadas 0°%:

Finalmente si consideramos el liml[ f(x)]°” dependiendo de
como sean los limites le®n; f(9 ylimd %, podriamosteneralguna
del asformas i ndet erminadas 0°, ¥ °01¥. En cada uno de estos
casos podemos recurrir alafuncién logaritmo natural y lafuncién
exponencial, y escribir [ £ ()19 ="* " * ,que nos conduceal
producto indeterminado g(¥ Inf (X), que es del tipo 0% .

7.Lareglade L'Hbpital en lavidareal

Comoyacomentamosen lasecciénanterior, lasaplicacionesdirec-
tas de lareglade L’'H6pital son en el calculo de limites. En este
apartado se muestran dos aplicaciones practicas donde lareglade
L’Hépital se hautilizado.

En electrénica, sitenemos un circuito eléctrico con unaresis-
tencia de Rohms, una inductancia deL henrys y unafuerza
electromotriz de E volts, dondeR L,E son positivasy ohms,
henrys, volts son las unidades correspondientes. Se sabe que la
corriente i en amperes que fluye en el circuito después det
segundos esta modelada matematicamente comoj = E (1-€ ”L )
donde ees el nUmero de Euler cuyo valor es aproximadamente
2.718281. Siconsideramosa R L, Econstantes, pormediodela
regla de L’'Hopital puede concluirse que amedidaE gue laresisten-

ciatiende a cero la corriente se acerca al valor T
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Paraejempilificar otrasituacion de lavidareal, supongamos que
invertimos una cantidad inicial, digamos A de dinero enun banco
con unatasa de interési, la cual reinvertimosnveces al afio.
Sabemos que el valor de lainversion después de cierto tiempo't
en afios puede modelarse matematicamente como A = A, (1+ IF) ",
Si el nimero de veces que reinvertimos dicha cantidad es muy
grande, entonces podemos aplicar la regla de L’Hopital para
demostrar que lacantidad de dinero que recibiremos despuésde
tafios es A= A €', donde aqui nuevamente ees el nimero
deEuler.

8. Una controversia por los derechos de autor

En 1696, de manerainesperada, el marqués de L’'Hopital publica el
primer libro de célculo: Analyse desinfinimentpetits pour l'intelligence
deslignes courbes. Se sabe que estaobraestuvo influida por las
clases que el marqués recibia de otros matematicos, principal-
mente Johann Bernoulli y Leibniz. La influencia que ellos aportaron
adichotexto es clara, incluso en laintroduccion L'Hopital reconoce
que parte del trabajo se lo debe a ellos y hace hincapié en haberse
servido libremente de sus descubrimientos (L'Hopital, 1998: 7,21
y Solaeche, 1993: 100).

Poco tiempo después, Bernoulli recibe un ejemplar del libro,
cuyo remitente era el mismo autor. Como muestra de agradeci-
miento, Johann Bernoulli envia una carta al marqués de L'Hopital,
enla cual agradece lamencion que éste hizo sobre sutrabajoy
ademas lo felicita, ya que tanto la redaccion de la obracomo la
presentacion de las proposiciones le parecen perfectas; por ulti-
mo, como unaatencion hacia su condiscipulo, promete devolver la
mencién ensu préxima publicacion.

Apesar de que Bernoulli percibe que un resultado suyo es pre-
sentado en elAndlisis de los infinitamente pequefios, ensu cartano
menciona ningun tipo de reclamo al marqués. Sin embargo, en
1698, envia una carta a Leibniz donde narra su sentimiento de
fraude y laamargura que sufre al darse cuentade laformadescara-
daen que L'Hopital haya plagiado sus notas. De lamismamanera,
en 1704, poco tiempo después de lamuerte de L’Hbpital, Brook
Taylorrecibe unamisivasimilar. Es hastaentonces cuando Bernoulli,
al considerarse libre, realizaalgunas declaraciones publicas acerca
de los numerosos resultados obtenidos y en particular de laregla
deL’Hopital (Solaeche, 1993: 101).

Debidoalo anterior, algunos matemaéticos interesados en esta
clase de controversias se dedicaron aindagar sobre la paternidad
de lareglaanteponiendo lareputacionimpecable del marquésy la
grandeza mateméaticade Bernoulli.

Durante mucho tiempo no se logré nada para esclarecer la pe-
numbraque cubrialaautoria verdaderade lareglaen cuestiony, sin
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dudaalguna, para Bernoulli el tiempo no estaba de su lado, pues
para 1748, afo en que murio, las dudas seguian en pie. Es hastael
siglo xX,en 1922, cuando aparece un tratado escrito por Johann
Bernoulli, confechaentre 1691-1692, cuyo tema principal erael
célculo diferencial, asi como uno més sobre célculo integral. Con
esto inician las comparaciones entre el libro de L’'Hépital y los
manuscritos de Bernoulli. Los cotejos reflejan ala cienciamatema-
tica que lasemejanza entre dichos escritos no es producto de la
casualidad, pues presentan una secuencia peculiar y unaintersec-
ciénimposible de pasar inadvertida ante los ojos del mundo mate-
mético. Aqui el panoramaempiezaacambiar; sinembargo, en 1955
el hallazgo de mayor importancia para este dilema fue una carta
remitida por L’Hopital, donde proponia a Bernoulli la exclusividad
desusresultadosacambiodealgunasmonedas, dichodocumento
fechado el 17 de marzo de 1694 dice asi:

Con placer le daré una pension de 300 libras, la cual comienza
desde el primero de enero del presente afio, y le mandaré 200
libras por la primera parte del afio, por los articulos que usted ha
mandado, y seran otras 150 libras por la otra parte del afio, y asi
en el futuro. Prometo incrementar esta pension pronto, dado
que sé que es mesurada, y lo haré tan pronto como mis asuntos
sean un poco menos confusos [...] No soy tan irrazonable como
para pretender de usted todo su tiempo, sino sélo le solicitaré
que de vez en cuando me dedique algunas horas de su tiempo
para trabajar en lo que le pregunte, y también que me comuni-
que sus descubrimientos, pidiéndole a la vez que no muestre
ninguno de ellos a otros. Le suplico incluso que no envie aqui
copias de los escritos que ha dejado conmigo ni al sefior de
Varignon ni a otros; pues no me agradara que sean publicados.
Envieme su respuesta a todo esto y créame,
Monsieur tout a vous
LE M. DE L'HOPITAL.
(L’Hopital, 1998: 5)

AUn no se sabe si Bernoulli accedi6 ala propuesta, pero se su-
pone que pudo haber aceptado, informacion deducida a partir de
maés correspondencia halladay considerando que en esa época
Bernoulli eraun joven de 24 afios y sin empleo, en 1694 estaba
recién casado y alin no tenia trabajo, lo que probablemente lo orilld
avender sutrabajo.

Unade las tantas cartas halladas de Bernoulli dirigidas a L'HOpital,
confechadel22dejuliode 1694 6Solaeche, 1993: 103), contienela
reglade L'Hopital paralaforma oY Por algunajustarazén laredac-
cién es similar ala que se aprecia en elAnalisis de losinfinitamente
pequefios, incluso los ejemplos propuestos por el marqués en su
obradifieren muy poco de los contenidos en lacarta.
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La Gltima misiva de la que haremos mencion esta firmada por
L’'Hépital (Solaeche, 1993: 103), donde comentaaBernoullique
estatrabajando enunescrito sobre las secciones conicasy unomas
acercade calculo diferencial; alude también suintencién a otorgar-
le el crédito por sus contribuciones. Mientras tanto y hasta el diade
sumuerte, L’Hopital no se ocupd de hacer justicia por quien en
realidad elabord los resultados publicados en su obra.

Conestas condiciones, logré adjudicarse el resultado de laregla
de L'Hopital a Johann Bernoulli; a pesar de ello, hasta nuestros dias
este maravilloso resultado sigue conociéndose como lareglade
L’Hépital, y muchos consideramos que seriamas justo mencionarla
como reglade Bernoulli-L"Hépital

g
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