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Resumen. Sean X un continuoy C_
(X) el conjunto de los subconjuntos
no vacios y cerrados de X que tienen
un nimero finito de componentes.
En este trabajo demostraremos que,
para A JC_(X):

1. C_(X) es localmente conexo en A
si y solo si C_(X) es localmente
conexo en cada una de sus
componentes.

2. C_(X) es conexo en pequefio en A
si y s6lo si C_(X) es conexo en
pequefio en cada una de sus
componentes.

Palabras clave: continuo, conexidad
local, conexidad en pequefio, hiperes-
pacios.

Connectedness in Kleinen and Local
Connectedness in C_(X)

Abstract. This paper investigates the
relationships between the continuum X and
the hyperspace C_(X) with respect to local
and im kleinen point-wise connectivity
properties. This work, particularly, proves
that C_(X) is locally connected (connected
im kleinen) at a component of Aand A in
C_(X) if and only if C_(X) is locally
connected (connected im kleinen) at each
component of A.

This article is part of the research project:
“Continuum Hyperspaces and Graphic
theory”. Key 1829/2004.

Key words: Continuum, Connectedness im
Kleinen, local connectedness and
hyperspace.

Introduccion

Un continuo es un espacio métrico, no vacio, no degenerado,
compacto y conexo. Para un continuo X, consideremos 2*
el hiperespacio de los subconjuntos no vacios y cerrados de
X, C(X) el hiperespacio de los subconjuntos no vacios,
cerrados y conexos de X, para cada numero natural n, C,
(X) el hiperespacio de los subconjuntos no vacios y cerrados
que tienen a lo méas n componentes de X'y el hiperespacio
C_(X) = {A O 2¢ A tiene un numero finito de
componentes}, cada uno con la métrica de Hausdorff. Uno
de los primeros resultados acerca de propiedades locales de
hiperespacios de un continuo se debe a Wojdyslawski (1939),
quien probd que: 2* (C (X)) es localmente conexo si y s6lo

si X es localmente conexo. Goodykoontz (1974, 1977 y 1978)
investigo la conexidad local puntual en los hiperespacios 2*y
C (X) con X un continuo. Para mas informacion al respecto
de propiedades locales de hiperespacios de espacios mas
generales que un continuo consultar Dorset (1982a, 1982b,
1984), Goodykoontz y Rhee (1998), Michael (1951),
Makuchowski (1999), Tashmetov (1974) y Charatonik e
Illanes (1999). Para temas relacionados con los hiperespacios,
véase Nadler (1978), lllanes y Nadler (1999) y Macias (1999,
2000 y 2001).

El proposito de este articulo es investigar las relaciones
entre un continuo Xy el hiperespacio C_ (X) concernientes
a la conexidad local y la conexidad en pequefio como
propiedades puntuales.
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CIENCIAS EXACTAS Y APLICADAS

1. Preliminares

Sean (Z,d) un espacio métrico, x ] Zy € > 0, denotamos a
la bola abierta con centro en x y de radio € como:
BY(={yDZ:d(xy)<g: y para ADZ. la
vecindad de A de radio € por N (¢, A) ={x [0 z: existe a
O A tal que d (x ,a) < €}. Denotamos la cerradura (el
interior) de un conjunto A [IZ como CI, (A) (Int,(A)). La
letra N denota el conjunto de los nimeros naturales.

Sean X un continuo y A,...,A_subconjuntos de X,
definamos:

(A...A,) ={EO 2 paracadaill{1,.,n}, En A #J
yEC_ A}

La métrica de Hausdorff para 2* (lllanes y Nadler,
1999:11), la cual es denotada por H, se define como sigue:
para cada A,B [0 2~.

H(AB)=inf{e >0: AON(g,B) y BJ N(e, A}

La coleccion de todos los conjuntos de la forma [W,,...,
U Licon U,,..., U abiertos en X, es una base para una
toplogia 7, para 2*(lllanes y Nadler, 1999:3). A esta topologia
se le llama la topologia de Vietoris}. Es conocido que la
topologia inducida por la métrica de Hausdorff coincide
con la topologia de Vietoris (Nadler, 1978:10). Los
hiperespacios 2%, C (X) y C_(X) resultan ser continuos
con la métrica de Hausdorff (Nadler, 1978:7, 63,65).

SeaH [ 2* C(X),C_(X),C_(X)}. Unarcoordenado
en H es un arco U en H tal que si A, B 0., entonces A [
BoBUA

Si A, B OH con A# B, entonces existe un arco ordenado
de AaBen Hsiysélosi ABYy cada componente de B
intersecta a A, ver Teorema 1.8 de (Nadler, 1978:59).

Sean X un continuo y U,,...,U_ subconjuntos de X.
Hagamos:

w,.,u.n m,.UlxC (X)) y
W,,..U.0_W,.U:0n C (X).
Es fécil probar que, si son abiertos en X, entonces:

[T1, (U,),..,Cl (U)O=Clc (x) (..U ).

Si Aesun conexo en 2y A n C (X) 24, entonces A
es un conexo en X, ver Lema 1.2 de Kelley (1942:23).
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Se puede probar que, si V es un conexo en un continuo
Xy mON, entonces el conjunto {A OV : A # @y Atiene
a lo mas melementos} es conexo en C_ (X).

Sea Z un espacio topoldgico. Decimos que Zes localmente
conexo en p (con p O Z) si para cada abierto U en Z tal que
p 0 U, existe un abierto y conexo Ven Z talque pdV 0O
U. El espacio Zes conexo en pequefio en un punto p (con
p O 2) si para cada conjunto abierto U tal que p 0 U, existe
una vecindad conexa V de pen Zcontenidaen U.

En lo sucesivo la letra X denotara un continuo, la letra d
una métrica para X y la letra H la métrica de Hausdorff
para el hiperespacio 2*,

Proposicion 1. Si A es un abierto en C_ (X) entonces
UA es un abierto en X.

Demostracion. Sea x [ (JA. Entonces existe M 00 A
tal que x 0 M. Como A es un abierto en C_ (X), existe € >

0 tal que BE(M) n C_ (X) O A. Demostraremos que

B!(x) O O A Tomemos y O B (x). Hagamos J = M

U{y}. Notemos que J 00 C_.(X). Dado que d (X, y) <€, se
tiene que J O N (g, M). Ahora bien, usando M O N (g, J)
se sigue que H (M, J) < &. Asi que J O A. Esto indica que
y O Ay que UAesun abierto en X. Termina la prueba de
la proposicion. ¥

m
tales que cada V, = U U}, donde U;...Un son abiertos
j=1
en X, entonces: <U11,---,Ur1nl.--..U1k,--.,U,'i‘k)w es Conexo en
C.(X).

Demostracién. La prueba de este teorema se obtiene
de una modificacién del dltimo parrafo de la demostracion
de la suficiencia del Teorema 5 de (Goodykoontz,
1974:395).%

2. Conexidad local

Teorema 3. Sea M [ C(X). Entonces C_ (X) es localmente
conexo en M si y so6lo si para cada abierto U en X que
contenga a M, existe un abierto y conexo V en X tal que
MOVOU.

Demostracion. Sea M [0 C(X). Para la necesidad,
tomemaos un abierto U en X que contenga a M. Dado que
M O W, por la conexidad local de C_ (X) en M, existe un
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abierto y conexo V de C_ (X) tal que M O V O L.
Entonces JV es conexo en Xy M [7 JVI.U. Por la
Proposicién 1, se sigue que |JV es abierto. Esto muestra la
necesidad.

n
C, (X) talque M O W, U []. Consideremos U= U u.
""" i=1

Como M 0O U, por hipotesis, existe un abierto y conexo V
tal que M 0V O U. Por cada i [7{1,...,n}, hagamos V, _U,

la demostracién de la suficiencia y la del teorema. ¥

Corolario 4. Sea x J X. Entonces C_ (X) es localmente
conexo en {x} siy so6lo si X es localmente conexo en X.
Corolario 5. Sean x 0 Xy m O N. Si X es localmente
conexo en X, entonces C_(X) es localmente conexo en
{x.
Demostracion. Sean x 0 Xy [U,,..., U [] un abierto en
n

C, (X) tales que {x}CJ U,,..., U []. Dado que x [] N U,
i=1
por hip6tesis, existe un abierto y conexo V tal que x 00V
n
o N U. Notemos que {x} [ [VL]. Probaremos que
i=1
VL] esconexoen C_(X). Hagamos A={AOV:AZ# @
y A tiene a lo mas m elementos}.

Tomemos E O W[\ A. Es facil probar que existe un
arco ordenado Cen C_(X) de {e,,....e} a E para algin
{e,...e} O A Dadoque OOV yAesconexoenC_
(X), entonces se tiene que [VL] es conexo en C_ (X).

n

Dado que V O n U,, se deduce que V(] O W,,...,
i=1

U, L] Por lo tanto C_(X) es localmente conexo en {x}. ¥

El regreso del corolario 5 no es cierto. El ejemplo que
muestra esto es el Ejemplo 1 de Goodykoontz (1974:392).

Teorema 6. Sea A O C_ (X). Entonces C_ (X) es
localmente conexo en A si y s6lo si C_(X) es localmente
conexo en cada una de las componentes de A.
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Demostracion. Sean A, ,..., A las componentes de A
Solo probaremos que C_ (X) es localmente conexo en A,
la demostracion para las demés componentes es similar.
Consideremos un abierto Wen X que contenga A,. Tomemos
abiertos U ,...,U en X tales que A [0 U, para cada i []
{L...n},Un UJ:Q, si i#) y A/OU, OW. Dedonde
A0 U,,...,U . Por la conexidad local de C_ (X) en A,
existe un abierto y conexo Cen C_ (X) tal que AO C O
W.,,...,uU . Definimos f: W,,..., U] - [U,[] como f
(B) = B n U, La funcion f esta bien definida. Si
Ww,,...w,0J O 0Ou,0, con Wl,...,Wp abiertos en X,
entonces:

£ (W, W)= WV, W, U, U0 DU, U

Asi que f es continua. Por lo que f(C) es conexo en
[(W,[J. Notemos que f(A) =A [ f (C). Entonces Uf(C) es
conexo en X.

Necesitamos probar que f (C) es abierto en C_ (X). Sean

E O Cye>0tales que B (E)NC,(X)OC. Hagamos U
= B (f(E)) n W, Elegimos D O U. Denotemos K =

D O (E\ f(E)). Esclaro que K O C_(X). Debido a que E
=f(E)O(E\ f(E))yH(D,f(E)) <€, sededuce que H
(E,K) <e. Asique KOC.Como (E\ f(E)) nU,=@3y
D 0O U,, deducimos que K n U,=D. Se concluye que f (K)
=D Of (C). Esto prueba que U O f (C) y f (C) es abierto
en [W.[] De donde f (C) es abierto en C_(X).

Por la Proposicion 1, | f (C) es abierto en X. Dado que
AOUf(Co u w, por el Teorema 3, C_ (X) es
localmente conexo en A,.

Supongamos ahora que C_ (X) es localmente conexo en

cada A. Probaremos que C_ (X) es localmente conexo en
A. Consideremos € > 0. Usando la compacidad de cada A,

podemos elegir 0< d < % y puntos a;a;“ OA tales que

m .
A DUBs(@) paracada i7 {1,..,n} y
=1

m . ms
(gBé(ali))ﬂ(L:JlBé(ajs)) =@, sii #s Como C_(X) es

localmente conexo en cada A, por el Teorema 3, se tiene
que, por cada ilJ {1,..., n}, existe un abierto y conexo V,

m .
tal que A OV 0 UB @),
=1
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Por cada i[7{1,..., n} y por cada j[J{1,..., m}, haga-
m .
mos VJ.i =B, (a‘j)ﬂ\/i. Notemos que Vi :Ulvj' para cada
iz

i [J{1,...,n}. Por la Proposicion 2, se tiene que <\/11 .....

/=T VAR VAL >w esconexo en C_(X). Claramente AD <V11,

VoV ) . Veamos que (Vi Vg, VeV )

0B (A). Tomemos GO (V... ViV ) yg O G.

Entonces g [ V| paraalgin i O{1,...,n} y paraalgln j
0{1,...m}. Dedonde d(g, a) <4 Asique GO N(&, A).
Ahora, consideremos x [ A. Por lo que d (X, aij) < Jdpara
algin j O{1,...m} yparaalgan i 0{1,...,n}. Como G n
V! #@elegimosy 0 G n V/. Entonces d(x, y) <d(y, &)
+d(x, &) <e Conesto, AON (g,G). Se sigue que H (A,
G) <. Concluimos que (Vs Vag sV Vin ) DB (A).

Esto demuestra que C_ (X) es localmente conexo en A ¥

3. Conexidad en pequefio

Teorema 7. Sea M O C(X). Entonces C_ (X) es conexo
en pequefio en M si y s6lo si para cada abierto U que
contenga a M, existe una componente de U que contiene a
M en su interior.

Demostracion. Para la necesidad, sean U un abierto en
Xtal que M O Uy C la componente de U tal que M O C.
Demostraremos que M [ Int (C). Como M O W]y C_
(X) es conexo en pequefio en M, existe una vecindad conexa
V de M en C_(X) tal que V JOJUL]. Dado que V es un
conexo de C_(X) y M OV n C(X), se deduce que UV es
un conexo en X. Ahora bien, debido a que C es la
componente de U que contiene a My M O V 0OOUL],
obtenemos que M [0 JV O C. Como V es una vecindad
de M en C_(X), usando la Proposicion 1, se tiene que M [
Int (C). Esto demuestra la necesidad del teorema.

Ahora, para la suficiencia, sea [U,,...,U [] un abierto en
C, (X) tal que M 0O0OU,,...,U []. Consideremos abiertos
V...,V en X tales que:

M OV, Vo) O Cle, o ((VrnVe) D (U,nnU,),

o

m

Hagamos vV =UVi. Por hipétesis existe una componente
i=1

C de V tal que M O Int (C). Por cada i O {1,...,m}
denotemos W. = V. n Int (C). Observemos que M [J
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W,,...,W [y que si, AOW,,..,W [J, entonces A es un
subconjunto de CI, (C) y A, CI, (C) OOCI, (V)....Cl,
(V). De donde, por cada A OOW,,...,W [], existe un
arco ordenado a, en C_(X) que une a A con CI, (C). Sea

Vv =U{a,: ADW,...W,) } . Entonces V es una vecindad
conexa de M. De que [Cl, (V),...Cl, (V)OI = Cl s
(v,,...,v, ) 0OU,,...,u O, se sigue que V [1OU,,...,U .
Esto termina la prueba de la suficiencia. ¥

Corolario 8. Sea x O X. Entonces C_ (X) es conexo en
pequefio en {x} si y s6lo si X es conexo en pequefio en X.

Teorema 9. Sea A [1 C_ (X). Entonces C_ (X) es conexo
en pequefio en cada componente de Asiy s6lo si C_(X) es
conexo en pequefio en A.

Demostracion. Consideremos A, ,...,A las componentes
de Ay que C_(X) es conexo en pequefio en A. Sea W un
abierto en X que contengaa A . Tomemos abiertos U, ,...,U_
en Xtalesque ADU paracadai i 1,...n}, U nU=0
si i#j,yA OU OW. Entonces A[JU,,...,U []. Sea C
una vecindad conexa de A en C_(X) tal que C O
W,,...,u . Definimos f: C - [W.[] como f (B) =B n
U,. Elegimos [V,,...,V,[] un abierto en [W,[]. Es facil ver
que:

FH((VeV,), ) = (Mo ¥ UgnU, ) 1C

Con esto, f es continua.

Asi que f (C) es un conexo en [U,[]. Notemos que f (A)
= A, 0Of (C). De donde Uf (C) es un conexo en X. Es
claro que A, 0 Uf(C) O U, 0O W. Sea U = f(C).
Mostraremos que A, O Int (U). Tomemos x [ A,y € > 0

tales que B (x) DU,y BE(A) O C. Probaremos que B¢ (X)
0 U. Consideremos y [ Bg(x). Entonces A U{y}J N(g,

A). Dado que A 0 N(g, AU{Y}) se tiene: AU{y}O B (A).
Esto significa que AU{y}d C y f(AU{y}) O f (C). Como
BS(X) 0 U, se concluye que y 00 U,. Por lo que y O

f(AU{y}) y y O U. Concluimos que B{(x) DUy A [
Int, (V).

Por lo tanto, por el Teorema 7, C_(X) es conexo en
pequefio en A

Supongamos ahora que C_ (X) es conexo en pequefio en
cada A. Probaremos que C_ (X) es conexo en pequefio en
A. Consideremos € > 0. Por cada i [ 1,...,n}, hagamos

V=U(B;' (A) n C_(X)). Entonces cada V, es abierto en

Orozco-ZiTL, F. I CONEXIDAD EN PEQUERNO Y CONEXIDAD LOCAL...



X. Elegimos, para cada i [ 1,...,n}, un abierto V" en X
tal que A OV yCl (V") O V. Como C_(X) es conexo en
pequefio en cada A, por el Teorema 7, existe una
componente C, de V' tal que A O Int(C) por cada i [
{1,....n}. Notemos que CI (C) OV, por cada i [ 1,...,n}.

Denotemos G = UC|X (C). Observemos que A [ G.
i=1

Veamos que G O B/ (A) n C_(X). Tomemos g [ G. De
donde g 00 CI (C) para algin i [{ 1,...,n}. Consideremos
KO By (A) n C_(X) tal que g 0 K. Dado que K [J N(e,
A), existe a O A tal que d (a, g) < €. De donde g O N(,
A). Asi que G [0 N(g, A). Ahora, debido a que A 0 G, se
sigue que A N(g, G). Por lo que H(G, A)< €. Esto muestra
que G O B'(A) n C_(X).

Porcadai [{ 1,...,n}, hagamos U = Int (C). Necesitamos
demostrar que: si E OOU,,...,U [], entonces cada
componente de G intersectaa E. Sean E [IOU,,...,U []y
K una componente de G. Entonces existe i [{ 1,...,n} tal
que C [K . Dado que E [1JU,,...,U [], se sigue que E(M U,

n o’

#@. Asi, como U, [J C, se obtiene que ENK# @.

Sea W = B/ (A) n [U,,...,U_ []. Observemos que A [J
W. Por cada E 0 W, existe un arco ordenado a_de E a G
en C_(X). Hagamos V = J{a _: EOJW}. Deesto, V es
un vecindad conexa de A. Probaremos que V O B} (A) n
C_(X).SeaL OV.Entonces EOL OG paraalgiin E O W.
Ahora bien, debido a que H(E, A) < £ y H(G, A) < g,
se tiene que A [0 N(g, L) y L O N(g, A). Se concluye que
H(L,A)<eyL OB (A) nC_(X). Conesto, VO B (A)
n C_(X).

Concluimos que V es una vecindad conexa de A contenida
en B!'(A) n C_(X). Por lo tanto C_(X) es conexo en
pequefio en A. Termina la prueba del teorema. ¥

Teorema 10. Sea M 00 C_(X). Si C_ (X) es conexo en pe-
quefio en M, entonces C_(X) es conexo en pequefio en M.

Demostracion. Sean M O C_(X)y (W,,...,U [] un abierto
en C_(X) tales que M OOU,,...,U []. Consideremos
Cle g (V... V,[]) 0OU,,...,U, 0. Dado que C_ (X) es
conexo en pequefio en M, existe una vecindad conexa C
de M tal que C [1IV,,...,V, []. Entonces Cl._, (C) es un
subcontinuo de C_(X) con tenidoen [U,,...,U []. Hagamos
G =UCl_y (C). ComoM O Cl._, (C), porel Lema 3.1
de Hosokawa (1997), se sigue que cada componente de G
intersecta a M. Deducimos que G tiene a lo mas m
componentes y G I C_(X). Como Cl_ ., (C) U
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W,,...,u_ 0, resulta que G OOU.,,...,U []. Consideremos
un abierto Aen C_(X) tal que M O A O C. Dado que A
es abierto en X (ver Proposicién 1) contenido en G, se
deduce que, si F O A, entonces F es un subconjunto propio
de G.

SeaU=A n C_(X). Por el Lema 3.1 de Hosokawa
(1997), si E U Cl_,, (C), entonces, cada componente de
G intersectaa E. Asi que, por cada E [ U, existe un arco
ordenado a_ de E a G en C_(X). Hagamos V =U{a .. E
U }. Observemos que M 0 U O Vy que V es conexo en
C,, (X). Probaremos que V 0OU,,...,U []. Tomemos L [
V. Entonces existe E 0 U tal que EO L 00 G. Dado que E
0cCycCiu,,...,U 1], se tiene que E n U, # D para cada
i 1,...n}.DedondeL n U #@ paracadai [ 1,..,n}.

Como GO W,,...,U, [, se deduce que L DUUi . Asi que
i=1

L (u,,...,u. ], Concluimos que V [1JU.,...,U []. Por lo
tanto C_(X) es conexo en pequefio en M.¥

El regreso de este teorema no es cierto, ver el Ejemplo
posterior al Teorema 6 de Rogers (1972).

Corolario 11. Si C_(X) es conexo en pequefio en Ay A
tiene n componentes, entonces C_(X) es conexo en pequefio
en cada componente de A para cada m_n.

Demostracion. Supongamos que C_(X) es conexo en
pequefio en A. Por el Teorema 9, C_ (X) es conexo en pe-
quefio en cada componente de A. Dado que cada
componente de A pertenece a C_(X), por el Teorema 10,
C, (X) es conexo en pequefio en cada componente de A. ¥

Corolario 12. Sea M [0 C(X). Si para cada abierto U que
contenga a M, existe una vecindad conexa V de M tal que
V O U, entonces C_(X) es conexo en pequefio en M.

Preguntas:

¢Son ciertos los anélogos al Teorema 10 y al Corolario 11
para conexidad local?

(Es cierto el regreso del Corolario 12? E
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