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Caminos minimosy burbujasdejabon

CLARA EuceniA GARzA HuME*

Resumen. Se muestra como las peliculas y burbujas de jabon pueden utilizarse para visnalizar y “resolver”

algunos problemas matemiticos en forma sencilla y divertida.

Palabras clave: superficies minimas, caminos minimos, cleulo de variaciones, burbujas de jabon, peliculas

de_jabon.

Minimal Paths and Soap Bubbles
Abstract. We show how soap films and bubbles may be used to visnalize and “solve” some mathematical

problems in a  simple and fun way.

Key words: minimal surfaces, minimal paths, calculus of variations, soap bubbles, soap films.
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Introduccion

Las burbujas y peliculas de jabén son objetos de la vida diaria
que mirados con cuidado llevan a plantear preguntas muy
interesantes y pueden llevar a descubrimientos importantes.
Los trabajos de Boys (1959) e Isenberg (1992) son excelentes
introducciones al tema; aqui sélo hablaremos de unos cuan-
tos ejemplos.

Empezaremos mencionando un hecho muy bien conoci-
do, pero cuya demostracién matematica requiere algo mas
que cdlculo, y después veremos como las peliculas de jabon
dan una demostracién muy sencilla del hecho conocido y
de otros no tan conocidos.

I. Matematicas

Se sabe que el camino minimo (mas corto) entre dos puntos
es la recta que los une. Para probar matematicamente este
hecho se usa una herramienta llamada cdleunlo de variaciones.

En los cursos de calculo se aprende a encontrar puntos
criticos, maximos, minimos o puntos sillas de funciones.
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Para encontrar un camino minimo hay que encontrar una
funcién que minimiza una “funcién de funciones”; es de-
cir, un funcional.

Para encontrar el camino minimo entre dos puntos (z,, y,)
¥ (X, y,) hay que escribir la distancia a lo largo de cualquier
curva que una a los dos puntos dados y encontrar el minimo
de ese funcional. Es usualmente el primer ejercicio que se
resuelve en un curso de calculo de variaciones.

Por el teorema de Pitagoras, el elemento de distancia esta

dado por

ds=[ary +(ayy]”

La longitud total del camino que une (z,, y,) con (z,, ¥,) €s

s= Jle [(dm)2 + (dy)z] ¥z,
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CAMINO MiNIMO

FIGURA 1.

ENTRE DOS PUNTOS Y

VARIACION DEL CAMINO.

FIGURA 2. PELICULA DE JABON MOSTRANDO EL CAMINO
MiNIMO ENTRE DOS PUNTOS.

Necesitamos el minimo de s. Para encontrarlo se escribe
el camino arbitrario como

y(x, o) =y(x, 0) +an ()

donde O es un parametro y N(z) es una funcién arbitratia
tal que

() =n(x) =O0.

Luego se detiva con respecto al parametro y se evalia en o = 0.
Se obtiene

of doofno
S Oy 0= 0,
oy dx 0y, o
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con f =(1+ yf)l/z. Como f no depende explicitamente de y
esto se reduce a

e integrando

of _
ay,

es decir

Esto implica que y = m, e integrando se obtiene
y=mx +c,

la ecuacion de una recta.
Aun el caso mis sencillo requiere cierto trabajo.

II. Jab6on y matematicas

¢Y qué tienen que ver las burbujas de jabon? Son parientes
de las peliculas de jabon, que tienen mucho que ver con los
caminos minimos.

Si uno sumerge en una solucién jabonosa dos placas de
acrilico unidas por dos tornillos, al sacar las placas se forma
una pelicula de jabén entre los tornillos y las placas cuya
area es la minima posible. Si la separacion de las placas es
constante, esto nos da también la minima distancia entre los
dos tornillos. En la figura 2 se observa que se forma un
rectangulo entre las placas y los dos tornillos y la proyeccién
de eso sobre uno de los actilicos es precisamente la recta
que une los dos tornillos. Es decir, el agua con jabén encon-
tr6 la distancia minima entre dos puntos.

¢Qué sucedera ahora si en vez de dos puntos tenemos
cuatro?, scudl serd el camino mas corto que une a los cuatro
puntos? Esto ya no es tan conocido, aunque es un resultado
clasico. Por simplicidad, supongamos que los cuatro puntos
se encuentran en los vértices de un cuadrado de lado 1.
Entonces el primer camino que mostramos mide 4. Es cla-
ro que puede quitarse un lado y todavia se tiene un camino
que une los cuatro puntos, pero mide 3. El camino en fot-

ma de X mide 21/2=283,
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CAMINOS MiNIMOS Y

FIGURA 3. ALGUNOS POSIBLES CAMINOS ENTRE 4 PUNTOS.

B URBUUJAS D E JABON

FIGURA 4. CAMINO MAS CORTO ENTRE CUATRO PUNTOS.

El camino en forma de H mide 3.

¢Habra un camino mas cortor Si uno trata de resolver el
problema usando calculo de variaciones, se tropieza con un
problema: hay que suponer que el camino se puede expre-
sar como una grafica de una funcién diferenciable. Pero de
todos los caminos que se ocurren, hay muchos que no cum-
plen ese requisito.

¢Qué pasa si se le “pregunta” a la pelicula de jabon? “Res-
ponde” que hay un camino mas corto, el que se muestra en
la figura 4.

Esta configuracion tiene dos puntos en los que se unen
tres caminos haciendo un angulo de 120°. Usando trigono-
metrfa se puede calcular la longitud de este camino, que es
1+4/3 =2.73. Efectivamente, este camino mide menos que
los que mostramos en la figura 3.

Para otras configuraciones y otros nimeros de puntos,
el camino minimo tiene uniones de tres caminos a 120°
grados y la pelicula de jabén lo encuentra ficilmente.

¢Qué pasa si hay restricciones? Si se quiere encontrar el
camino minimo, digamos entre tres puntos, pero que no
pase por un lago? El problema se puede resolver nueva-
mente usando peliculas de jabén. La restriccién se impone
haciendo una perforacién en el acrilico.

En general, las peliculas de jabén encuentran la superfi-
cie minima subtendida por una frontera dada. En térmi-
nos matematicos, la ecuacién que hay que resolver es no
lineal y no trivial y ademas los métodos clasicos del calculo
de variaciones sélo encuentran las soluciones dadas en
forma de funcion.

Lo que observé Plateau hace mas de cien aflos (ver
Nitsche, 1974) fue que en las peliculas de jaboén, si se
intersectan los planos lo hacen con angulos de 1200, y las
lineas resultantes se intersectan formando un angulo de cerca
de 109°. Esto se observa muy claramente sumergiendo un
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120°
120°

FIGURA 5.

CAMINO MIiNIMO ENTRE TRES PUNTOS CON
RESTRICCION.

tetrahedro en una solucién jabonosa, como se observa en
la figura 6.

El tratar de entender las superficies minimas que no
pueden verse como superficies tradicionales fue parte
de la motivacion para desarrollar teorfas matematicas muy
complejas, como la teorfa geométrica de la medida, el
concepto de varifolio, de corriente minimizante, etc.

Las observaciones de Plateau motivaron el trabajo ma-
tematico fundamental de Jesse Douglas en los afios de
1930, que le dio la Medalla Fields y la prueba completa
requirié una nueva y poderosa herramienta, en parte de-
sarrollada por F. Almgren Jr. (1976), y se logré en la dé-
cada de 1970 por Jean Taylor (1976).

Las peliculas de jabon atn se usan para estudiar el pro-
blema no lineal y muy complicado de la turbulencia en
flujos “casi” bidimensionales. La espuma también pre-
senta problemas importantes no lineales y no resueltos.

Cabe sefialar que incluso los colores de las burbujas sélo
pueden explicarse completamente usando mecanica cuantica.
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FIGURA 6. TETRAHEDRO CON PELICULA DE JABON
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Conclusion

Algo tan sencillo, tan atractivo y tan conocido como las bur-
bujas y las peliculas de jabon puede ser, si se mira con cui-
dado, fuente de muchas preguntas y muchas respuestas in-
teresantes.
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Sugerencia a los lectores para experimentar con peli-
culas de jabon.
Puede usarse una mezcla de agua limpia (algunos dicen desti-
lada), un poco de jabén liquido para trastes y un poco de
glicerina pura. Una versién hace referencia a una taza de
agua, media de glicerina y un par de cucharadas de jabon,
pero las cantidades exactas no son criticas. Para las peliculas
de jabon, basta con un par de cucharadas de glicerina por
cada taza de agua. Para hacer burbujas mas grandes y dura-
deras, si es necesario usar mas glicerina.

Si se hacen figuras de alambre, debe usarse alambre forra-
do para que se adhiera el jabén. También pueden usarse pa-
lillos unidos con plastilina o spaghetti (crudo). g
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