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Uno no puede evitar la sensacion de que esas formulas matematicas

tienen una existencia independiente e inteligencia propia, de que son mas
sabias que nosotros, incluso mas sabias que sus descubridores, de que se

puede obtener de ellas mucho mas de lo que originalmente se suponia.
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Resumen: Se revisa el origen de los solitones
como soluciones de la ecuacion de
Korteweg-deVries y su presencia en la
formulacion supersimétrica de la Mecanica
Cuantica. Se introducen los diagramas de
Bianchi como una herramienta simbélica para
construir socios supersimétricos de un
Hamiltoniano dado.
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Bianchi Diagrams for Susy

Abstract: The soliton-like solutions of the
Korteweg-deVries equation are reviewed in a
historical context as well as their presence in
Supersymmetric Quantum Mechanics. The
Bianchi diagrams are introduced as a symbolic
tool to obtain supersymmetric partners of a
given initial Hamiltonian.
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Introduccién

El 2005 fue motivo de festejo mundial por dos razones: se
celebraron 100 afios de la publicacion de los primeros traba-
jos de Einstein que cambiaron nuestra forma de entender a
la naturaleza y se celebré también el IV centenario de El
Quijote de Cervantes. Esta coincidencia caprichosa refleja dos
aspectos importantes de nuestra civilizacion: la ciencia y la
literatura. Noo siempre bien entendidas (y nunca lo suficiente-
mente bien apoyadas), estas actividades son, con mucho, pa-
trimonio de nuestra especie que debe ser valorado y cultiva-

do. Afortunadamente, las comunidades cientifica y literaria
del mundo organizaron, como parte del festejo, diversos con-
gresos, talleres y un sin nimero de actividades que espera-
mos, repercutiran en las nuevas generaciones para fomentar
su interés en la ciencia y la literatura. EI nimero especial de
la revista al que pertenece este articulo es un ejemplo de ello.

En la primera seccion del articulo presentamos una revi-
sion de los origenes de los solitones como soluciones de
ecuaciones diferenciales no lineales. Como veremos, las
soluciones de la ecuacion de Korteweg-deVries resultaron
apropiadas para describir el fendmeno que dio origen al
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término solitdn. Su estructura analitica se entendi6 después
de usar las transformaciones de Béacklund y Darboux. En
general, las aplicaciones de los solitones son diversas, abar-
can desde teoria de fluidos y sistemas electronicos hasta
tsunamis y gravitacion (Lamb, 1980; Drazin y Johnson, 1989;
Calogero y Degaspens, 1982; Faddeev y Takhtajan, 1987;
Dubrovin, Matveev y Novikov, 1976; y Fordy, 1994). En
las Ultimas décadas se han usado incluso para modelar el
comportamiento de la molécula del ADN (Aglero, Fujiokay
Ceciliano, 2002; Ramirez, Garcia, Agiero y Villagran, 2005;
y Villagran, Agliero, Vazquez y Garcia, 2006 y referencias
ahi citadas). En la segunda seccién del articulo mostramos
que la transformacién de Darboux también es del interés
de la Mecanica Cuantica. Son muy pocos los potenciales
que admiten soluciones exactas para la ecuacidn de
Schrddinger. Una ampliacion inmediata de esta clase de
potenciales consiste en obtener sus transformados de
Darboux que resultan, ademas, sus socios supersimétricos.
En la tercera seccion mostraremos que la iteracion apro-
piada de este mecanismo incluye la transformacion de
Bécklund como una consecuencia. Sacaremos provecho de
estos resultados introduciendo un método simbolico, basa-
do en los diagramas de Bianchi de la teoria de solitones,
que facilita el calculo de la obtencién de estos nuevos po-
tenciales en la formulacion supersimétrica. Terminaremos
el articulo con una pequefia seccién de conclusiones y plan-
teamientos generales.

1. Una historia solitaria

El origen histérico de la teoria de solitones puede situarse
en agosto de 1834 con las observaciones de J. Scott en el
Canal Union de Edimburgo. Scott observaba el movimien-
to de un bote jalado por dos caballos a lo largo del canal; el
bote se detuvo subitamente pero la perturbacion de agua
continu6 su movimiento con gran velocidad, tomando el
aspecto de una gran elevacion solitaria (una cresta suave y

1. Si una cadena de atomos es sometida a una tension externa, se
produce una respuesta de los enlaces que repercute en el movi-
miento (oscilaciones) de cada particula. Si la cadena se tensa dos
veces mas fuerte la repuesta de los enlaces no es dos veces mayor
y el movimiento de cada particula dista mucho de ser similar al
anterior. Decimos entonces que la respuesta de los enlaces a la
tension de la cadena es no lineal (las cuerdas de una guitarra, por
el contrario, son un buen ejemplo de un sistema lineal: al tensar
la cuerda y soltarla se produce una vibracién que es dos veces
mayor si la tensién aplicada a la cuerda es dos veces mas fuerte).
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Las ondas de traslacion estudiadas por Scott a principios del siglo XIX.

Lacurvacontinuacorresponde al solitén en t=0.

u {1} t>0™ T 4

bien definida) sin cambiar su forma o disminuir su veloci-
dad (ver figura 1). Impresionado por este fenémeno, Scott
siguié a la ““onda solitaria” por varios kilometros hasta que
la perdi6 de vista al final del canal (Scott, 1844). Estudios
posteriores le permitieron establecer que las ondas de tras-
lacion (como él las llamo) estan descritas por la funcion;

u(x,t) = A ,

cosh?[(x-wt)/A] (L1)
y que existe una relacion entre la rapidez v, la amplitud A,
y la longitud de onda A: v=2A=-4/A%,

El trabajo de Scott inicidé un gran debate acerca de la
explicacion tedrica del fendmeno, que culmind con los re-
sultados obtenidos por Korteweg y deVries (1895), quienes
mostraron que las “ondas de traslacién” (1.1) son solucio-
nes de la ecuacion diferencial no lineal:

3,
u_gou_o

_ 1.2
ot ox o’ 1.2)

La ecuacion Korteweg-deVries (KdV), con las condiciones
de frontera apropiadas, ha mostrado ser de enorme utilidad
para la fisica desde su descubrimiento. Aparece en disciplinas
que aparentemente no tienen conexién alguna con el trabajo
original de Scott. Por ejemplo, en 1953 Enrico Fermi, John
Pasta y Stanley Ulam estaban interesados en el estudio de la
tendencia por el desorden (entropia) que tienen todos los siste-
mas fisicos, asi que modelaron, por computadora, una cadena
de 64 particulas idénticas (representando atomos) unidas en
sus extremos por resortes (representando los enlaces quimicos
entre ellos). Fermi sospechaba que el caracter no lineal de los
enlaces quimicos! podria originar un inevitable incremento en
la entropia, por eso analizaron cientos de interacciones calcu-
lando cada una de las fuerzas y las posiciones involucradas en
su modelo. Ellos esperaban un conjunto desordenado de vi-
braciones arbitrarias, pero el resultado que obtuvieron los
sorprendio. Las vibraciones mostraron un comportamiento
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ordenado partiendo de una determinada frecuencia que se
fue modificando poco a poco y de punto en punto (digamos
hacia la derecha). Entonces, esta modificacion cambid sibita-
mente de direccion y de ritmo para finalmente regresar a la
frecuencia original y al punto de partida. Fue como si al vibrar
la cadena se comportase como una cuerda de guitarra que
poco a poco va cambiando de tono en forma suave y paulati-
na y después, de repente, invirtiera los tonos para regresar al
de partida. Fermi qued6 impresionado, jamas pens6 que un
sistema no lineal pudiese mostrar un comportamiento tan or-
denado. Estos resultados llamaron también la atencidn de
Kruskal y Zabusky (1965), quienes calcularon el limite conti-
nuo de la cadena de Fermi-Pasta-Ulam (FPU) y encontraron
que la ecuacién correspondiente era la KdV. La solucion nu-
mérica de Kruskal y Zabusky mostré que en la cadena FpU se
producen inicialmente pulsos del tipo (1.1) y que éstos se mue-
ven a velocidad constante sin cambiar su forma. Ademas, las
colisiones de unos con otros sélo producen un ligero desplaza-
miento con respecto a su posicion en el movimiento libre.
Kruskal y Zabusky decidieron que el nombre més apropiado
para estas ondas es el de solitones (Kruskal y Zabuski, 1965).

Dos afios después, Gardner, Greene, Kruskal y Miura es-
tablecieron el método de solucion al problema de valores
iniciales asociado con la ecuacién KdV (Gardner, Greene,
Kruskal y Miura, 1967). Haremos un pequefio bosquejo de
las ideas involucradas, el lector interesado puede consultar
las referencias clésicas del tema (Lamb, 1980; Draziny Johnson,
1989; Calogero y Degaspens, 1982; y Faddeev y Takhtajan,
1987). El ingrediente bésico es una “transformacion espec-
tral” (TE) de la funcion u(xt) con respecto a la variable inde-
pendiente x, semejante a una transformacion de Fourier (TF).
De hecho, como la ecuacion KdV es no lineal, la transforma-
cién espectral es una generalizacion no lineal de la TF. Para
empezar, consideremos una funcion auxiliar ¢ (x,) que de-
pende de un parametro k, y que tiene la enorme virtud de
satisfacer una ecuacion diferencial lineal mas que conocida:

=luxt)-«o (13)

k)
x>

Obsérvese que, con las condiciones de frontera apropia-
das, (1.3) es la ecuacién de Schrodinger para ¢ (x,k) con el
valor propio € = k2 EI Hamiltoniano correspondiente es:

02
H=-—+u(xt
ox? ()

(14)

El comportamiento asintético de ¢ en x — £ propor-
ciona la informacion suficiente para obtener la transfor-
mada espectral T (k, t) de u(x, t). En concreto, para la
parte continua de € (-1 < k < 1), la TE coincide con el
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coeficiente de reflexion R(k, t) que se define en la teoria de
dispersion para u(x, t). La parte discreta de & por el contra-
rio, consiste en valores imaginarios puros kK =iA,, k=1,2,
., N.Asi, & =-A2 representa a las energias de los estados
ligados de u(x, t). En este caso, la TE es igual al coeficiente
de normalizacion de ¢ (x, A,) (Calogero y Degaspens, 1982).

La TE, al igual que la TF, permite determinar la evolucion
temporal en forma sencilla y explicita (aunque difieren pre-
cisamente en la parte discreta de K y en que la correspon-
dencia u(x, t) — @ (k, t) es no lineal). De esta forma, como
las soluciones de la ecuacién KdV con un espectro pura-
mente discreto (e.g. nvalores enteros de k) corresponden a
la interaccion entre n solitones, todos ellos con diferentes
velocidades y diferentes formas, la transformacion espec-
tral describe en este caso el movimiento de n particulas
libres. Por otro lado, las soluciones con espectro puramente
continuo se comportan como paquetes de onda: se disper-
san con el tiempo.

La parte final del método consiste en invertir el mapeo
u(x, t) - a(k, t). Para ello consideremos la evolucion del
problema de valores iniciales u(x, 0) — u(x,t) mediante la
conmutatividad del diagrama mostrado en la figura 2.

El método directo u(x,t) —» u(k, t) requiere sélo resol-
ver la ecuacion de Schrodinger (1.3), mientras que el méto-
do inverso G (k, t) — u(xt) requiere resolver una ecuacion
lineal-integral (la ecuacion de Gel'fand-Levitan-Marchenko,
ver Dubrovin, Matveev y Novikov, 1976). Para estudiar la
conmutatividad del diagrama existen diversas técnicas en-
tre las que se encuentran la formulacion de los pares de
Lax (Lamb, 1980) y la transformacion de Bécklund (Fordy,
1994 y Wahlquist y Estabrook, 1973).

1.1. Transformaciones de Backlund

En las Ultimas décadas, la transformacion de Backlund ha sido
la base de importantes avances en el estudio de las ecuaciones
diferenciales no lineales. Introducida por A. V. Bécklund a fina-
les del siglo x1x para el estudio de superficies (Bécklund, 1873),
esta transformacion también fue investigada por Lie (1880),

Latransformacién espectral de lafuncién uimplica que el diagrama

sea conmutativo. Con la notacién obvia tenemos: u(0) - u(t) - [] (t), o bien
wo- 00 -0 w®-uo.

ul F, 0 e——a i

uga, t) = = iR T
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Bianchi (1922), y Darboux (1894); y posteriormente fue desa-
rrollada por Goursat (1902) y Clairin (1910). Desde un punto
de vista moderno, la transformacién de Bécklund cobra inte-
rés por dos aspectos importantes: 1) La invariancia de una ecua-
cion diferencial no lineal ante una transformacion de
Backlund da lugar a la generacion de una cantidad infinita
de soluciones mediante el uso de principios de superposi-
cién puramente algebraicos y 2) la transformacion de
Bécklund permite relacionar algunas ecuaciones diferen-
ciales no lineales con ecuaciones diferenciales candnicas que
son bien conocidas.

Las aplicaciones mas conocidas incluyen el estudio de la ecua-
cion sine-Gordon 1 + 1 (e.g. propagacion de pulsos ultracortos),
la ecuacion eliptica sine-Gordon (e.g. propagacion estacionaria
de flujo magnético), la ecuacién Monge-Ampére-Burgers (e..
efectos combinados de dispersion y difusion), y la ecuacion KdV
que, como hemos visto, modela el comportamiento dindmico
de las ondas solitarias de Scott. Esta ecuacion también es usada
para estudiar una gran cantidad de fenémenos dispersivos en las
teorfas de sélidos, liquidos, gases y plasmas. Tal diversidad de
aplicaciones se origind con los resultados publicados por Wahlquist
y Estabrook (1973). Ellos reportaron una ingeniosa variante de
la transformacion de Bécklund que permite obtener en forma
muy econémica y eficiente una sucesion de soluciones de la
ecuacion (1.2), siempre que se conozca al menos una de ellas. El
mecanismo Wahlquist-Estabrook se puede resumir de la siguiente
manera: al realizar el cambio de variable dependiente u = 2cg,
con el subindice x denotando derivacién parcial con respecto a
X, la ecuacion (1.2) queda de la forma

(11.1)

que se satisface automaticamente por el siguiente sistema
de ecuaciones acopladas:
w, =W - K, = 4K, (11.2)

Las soluciones de la ecuacion KdV se obtienen del siste-
ma (1.1.2), donde el parametro arbitrario k determina tan-
to la amplitud del solitén A= 2«2 como su rapidez v = 4k2.
Por ejemplo, la solucion regular es
0= —ktanhz, z = —K(x — 4k2t) + ¢ (1.1.3)
donde la constante c identifica la posicion inicial del soliton.
Asi, se corrobora que la onda de traslacién de Scott, u =
2w, = —2K2sech?z es solucion de (1.2).

El método puede iterarse: sea ¢y, alguna solucion de (1.1.1)
y U, = 2@,/ @x la solucion de (1.2) que se construye con w,.
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Entonces, las funciones w, y u, = 2@cw,/@x, construidas con
la transformacion de Bécklund

d d
%0 -y
0wy __ouw, Oy

ot ot +4§(12U1 + uo2 _uo(wl _%)2 - X (wl _%)E (114)

son también soluciones de (1.1.1) y (1.2) respectivamente.
Obsérvese que la primera de las ecuaciones (1.1.4) se pue-
de expresar en forma algebraica
U, +U, = 2w, - ap)? - 2k, (1.15)

En el caso particular a= u,= O, la ecuacion (1.1.5) se
reduce a la primera de las ecuaciones (1.1.2), asi que del “vacio
soliténico” se genera el solitén u,. Sin embargo, este no sera
diferente de (1.1). ElI mecanismo Wahlquist-Estabrook-
Bécklund (wEeB) se puede usar incluso partiendo de una solu-
cion no trivial u # 0. Al iterarlo k veces se obtendra un soliton
k-paramétrico (jk diferentes pardmetros «!): w, = w(k,), w,=
wyK,, K,), ... Obsérvese que ¢y excepcionalmente podria ser
1-paramétrico, es decir, = w,(K,). Para la iteracion se usa el
siguiente principio de superposicion:

Superposicion WEB. Sea {wy,, u,=2@c)/@x} el par generatriz
de la transformacion (1.1.5) y sean {w,(k,), U,(k,) =
200,(k,)/@x}, m=1, 2, dos pares de soluciones WEB rela-
cionadas (1.1.4-1.1.5). Un tercer par {w, (K, K,), U, (K,, K,)
= 20wk, K,)/@x}, se obtiene de

Uy +U, = 2(0, ~@)° = 2, (1.1.6)
donde

2_ 2
W, =+ N (1.1.7)

wl(Kz) _w_l(Kl)

Asi, la nueva solucion u, de (1.2) se escribe en términos
de dos soluciones diferentes del paso anterior

—u. + 0 U 2(K22_K12) O

u, =u, +=——
2% ok Bal) - () (L18)
La situacion se puede ilustrar graficamente con un diagra-
ma de Bianchi como el de la figura 3.
Para una iteracion general tendremos, en el n-ésimo paso,
la siguiente expresion

o8 2k’ -«,) O

U, =U, ,+
e o B k)~ (ko)

(1.19)
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Diagrama de Bianchi representando la aplicacién del método WEB para
obtener nuevas soluciones de laecuacion KdV a partir de unaug ya conocida. En
este caso se muestrasdlo laobtencién de tres nuevas soluciones: ul(Kl), up (K2),

u, (Kl, KZ)

gl Ry ) ey
. - ."r_'i-ll

-~ T
-~ T "_,-__.l

By it M, A |
b

donde:

Wy (Kp) = 0 (Ky K K K )

wnfl(Knﬂ) = C‘)nfl(Kvizv""Y anz ' Kn—1) '

Por ejemplo, partiendo de u, = O se tienen de inmediato la
solucion regular wy(k,) = —K,tanhz y la solucion singular
w,(k,) =—k, coth z (y respectivamente u,(k,) = —2k,sech?z,
u,(k,) = 2k,csch?z). Asi que el método wes (1.1.9) nos lleva
a una tercera solucion:

Ua0,,K) = 2062 ~K2) ) (i ool (1.1.10)

La funcion (1.1.10) es uno de los potenciales cuadraticos
de Bargmann y representa la interaccion de los solitones
libres u,(k;) , u,(k,), descritos lineas arriba. Terminamos
esta seccion insistiendo en la conexion que existe entre la
ecuacion KdV (1.2) y la ecuacion de Schrodinger (1.3) a
través de la transformacion espectral u = 2w, Obsérvese
que la primera de las ecuaciones (1.1.2) se puede linealizar
a una ecuacion diferencial de segundo orden tomando w =
-9 /9. Asi w,— of =—¢, /¢ = — K% Queda claro que ¢ es
funcion propia del Hamiltoniano de la particula libre con
valor propio E = (ik)?= -k

2. Una historia supersimétrica

En la seccién anterior hemos visto que, dada una primera
solucion u(x) de (1.2), podemos construir un sin fin de
nuevas soluciones usando simplemente el método WEB.
Lo més interesante es recordar que u(X) juega también el
papel de un potencial en la ecuacion de Schrodinger (1.3)
y que las funciones «w(x) estan, a su vez, relacionadas con
las funciones propias ¢(x) a través de la derivada
logaritmica w= —(In ¢),. Pensemos entonces en un meca-
nismo apropiado para resolver la ecuacion (1.3). Note-

CIENCIA ergo sum, Vol. 13-3, noviembre 2006-febrero 2007

LA FisicA A CIEN ANOS DE EINSTEIN

mos primero que el Hamiltoniano H en (1.4) es un opera-
dor diferencial de segundo orden, asi que podemos
expresarlo como el producto de dos operadores diferen-
ciales de primer orden Ay A":

H= -L4u(x)=A'A+e, (2.1)
donde
A=%+B(x), Ay=—%+ﬁ(x) (2.2)

y € es una constante a determinar mientras que S(x) es una
solucion de la ecuacion de Riccati:
By +B2=u- €. (2.3)

Asi, al resolver la ecuacion de primer orden Ap= @ +
Be= 0, se obtiene la funcion propia g exp(-[* B(y) dy)
de H con valor propio &, es decir, Hp= (A" A + &)p= €@

Las aplicaciones del método se extienden facilmente; por
ejemplo, sea u(x) = x2 el potencial del oscilador arménico
(por sencillez en la notacién hemos omitido el factor ¥2 que
suele acompafar a X2 en los textos). Una simple inspeccion
de la ecuacion (2.3) arroja la solucion particular 8= x, siem-
pre que €= 1. Asi, los operadores de factorizacion Ay A" son
los convencionales operadores de aniquilacion y creacion A
= d/dx + x, A" =—d/dx + X, y @& no es méas que la funcién
del estado base @=y), o exp(—x?/2). Las demés funciones
propias de H para este caso, como ya sabemos, se obtienen
de la accion iterada de At sobre el estado base: ¢, o (A" ¢,
cada una de ellas con valor propio E, = 2n + 1L

2.1. Las musas de Darboux

Un aspecto importante del método de factorizacion descrito
lineas arriba es que se pueden interrelacionar las soluciones de
un cierto Hamiltoniano inicial H, = —5’722 + u, con las de uno
nuevo H, = —5‘722 + u,. Laclave del asunto se encuentra en
uno de los muchos resultados que el matematico francés Gaston
Darboux obtuvo en sus estudios de las superficies (Darboux,
1882; vease también Mielnik y Rosas-Ortiz, 2004): si  es
funcion propia de H, con valor propio k y si 6es tal que —6,
+ u,0 = £6 entonces la funcion

55

es funcion propia de H, con valor propio k (H,' = k'),
donde el nuevo potencial:

2.1.1)
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ulzuo—zee—xx+259—x§ (2-1-2)

0o

Si escogemos B = —6/6, la expresion (2.1.1) puede facil-
mente interpretarse como la accion del operador A sobre :@
=AY = Y+ By =y, - (B/0)Y. La generalizacion es
sencilla: las funciones ¢, = Ay, seran funciones propias de H,
con valor propio E, siempre que las ¢, lo sean de H, con el
mismo valor propio. En forma algebréica decimos que H, y
H, estan entrelazados por los operadores Ay A', escribimos:
AH,= HA, AH, = HA (2.1.3)
asi que, necesariamente, los dos Hamiltonianos se factorizan
como sigue:

H, = AlA+g H, = AA'+ ¢ (2.1.4)

Es claro que la transformacion logaritmica 8 = —6,/6
linealiza la ecuacion de Riccati (2.3) mapeandola a la ecua-
cion de Schrodinger (1.3) para 6. EI mapeo se invierte facil-
mente por medio de cuadraturas; i.e., la transformacion 6 a
exp(=s *B(y)dy) mapea la ecuacion de Schrodinger (1.3) en
la ecuacién de Riccati (2.3).

El método de factorizacion ha mostrado ser de suma
utilidad como herramienta de calculo en Mecanica Cuéntica;
sus aplicaciones parecen no agotarse, COmo veremos en-
seguida.

2.2. Susy, heredera moderna de Darboux

Los métodos de Darboux y de B&cklund se aplicaron durante
mucho tiempo al estudio de solitones y permanecieron laten-
tes en muchas otras areas de la Fisica-Matematica. Sin embar-
go, la década de 1980 deparaba algunas pequefias sorpresas.
Laescuela rusa, representada por A.A. Andrianov, N.V. Borisov
y M.V. loffe, publica en 1984 una serie de resultados que
muestran la conveniencia de usar la funcion del estado funda-
mental de u, (2.12), ie. 8= @, (Adrianov, Borisov e loffe,
1984a-1984d). Los nuevos Hamiltonianos H,, junto con los
originales H,, sirvieron para construir un caso particular de los
Hamiltonianos matriciales H,, de E. Witten. El operador Hg
actlia sobre los estados fermidnicos y los estados bosonicos
como si ellos formaran un solo estado supersimétrico (Witten,
1981a). En breve, H, (el Hamiltoniano fermionico) y H, (el
Hamiltoniano bosonico) se pueden agrupar en forma matricial:
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Asi, H, y H, son uno el socio supersimétrico del otro. El
operador matricial Hs, es conocido como Hamiltoniano
Supersimétrico y satisface las siguientes relaciones de con-
mutacion (algebra Susy):

Haw ={Q Q}. [Has Q=0 (Q)*=0

donde las supercargas Q, estan definidas por:

0o 0O 0o A
Q=0,.

B o Ho &

En ese mismo afio, B. Mielnik publica sus resultados sobre
una generalizacién del método de factorizacion (Mielnik, 1984)
y muestra que con el oscilador arménico no es indispensable
usar 0 = g en (2.1.2) para obtener los nuevos potenciales
u,(x). De hecho, actualmente se sabe que cualquier 8= ¢
libre de ceros en el dominio de uy, tal que, H, ¢ = ¢ produce
un par (2.1.4) para cada valor de € < E; (ver figura 4). En ese
mismo trabajo también se muestra que el conjunto de fun-

ciones {¢ .} puede no ser completo ya que la funcion ¢, =

a (1/¢), que es aniquilada por el operador A', i.e. A= 0, es
ortogonal a todos los ¢, y no hay , tal que ¢, =Ag
Dado que H, es un operador Hermitiano, todas sus funcio-
nes propias deben ser de cuadrado integrable, i.e., s|@ J2dx <
oo, y deben ser ortogonales entre si. De esta forma, si s|@ |2
dx < oo, entonces @, se debe agregar al conjunto {7} v el
nuevo Hamiltoniano H, tendra el espectro discreto {E,, £}

Los resultados de Mielnik, estan relacionados con los po-
tenciales de Abraham y Moses, quienes mostraron que al
modificar el espectro discreto de un potencial (ya sea elimi-

Se muestralaestructura espectral formada por el Hamiltoni_f}no dei
oscilador arménico HOy su socio 1-Susy H1. Lafuncién de Mielnik @ m=Q e,
estd"desconectada" de las funciones orginales {fn }. En general HOy H1 tienen
el mismo espectro a partir dfl primer estado excitado, el estado fundamental
estaradegenerado sélo si @ m es de cuadrado integrabley e =EO. El esquemase
generaliza facilmente para cualquier potencial y cualquier e £EO (Fernandez,

Hussin y Mielnik, 1998; Rosas-Ortiz, 1998a-1998b; y Fernandez, 2000).

GO —— — &®
e —— 4 —— ¢®
%(X)4®7 A0
@) —— cernenes @ (X)
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Diagrama de Bianchi para latransformacion 1-Susy.

e}
Ha -

H,le.)

nando o agregando un nivel de energia), éste necesariamente
se “deforma’” para adaptarse al nuevo espectro (Abraham y
Moses, 1980). Para algunos valores de los pardmetros de los
osciladores de Mielnik se reproducen los osciladores defor-
mados de Abraham y Moses. También en 1984, M. M. Nie-
to traduce estos resultados al lenguaje de la supersimetria
(Nieto, 1984) y D.J. Fernandez los aplica al potencial de
Coulomb (Ferndndez, 1984), con lo que el método de
factorizacion generalizada de Mielnik se establece como una
herramienta poderosa para construir los pares supersimétricos
H, y H,. Posteriormente, C. V. Sukumar estudia con mayor
detalle este método (Sukumar, 1985) y muestra que también
es aplicable para el estudio de solitones (Sukumar, 1986).

3. El recetario grafico de Susy
Como mencionamos en la seccion anterior, la transformacion

de Darboux es el ingrediente fundamental para construir el
socio supersimeétrico H,(€) de algin Hamiltoniano inicial H,,

Hi(e,) =Ho+2B,'(x,€.), (31)
Vi(x.&,) =V (0 +2B,'(x.£,), 32)
~Bi(x%.£,)+ BE(X.E,) =Vo(X) &, 3.3)

donde ' =@/@x, En estas expresiones asumimos que la ecua-
cién (3.3) tiene la solucion B(x, &) para &, fijo. Gréfica-
mente representaremos a los Hamiltonianos H, y H, (&)
con circulos y al superpotencial B,(x, €,) con una flecha. Asi,
la transformacion (3.1) se grafica como un par de circulos
conectados con una flecha (ver figura 5), el sentido en el
que apunta ésta indica cuél de los dos Hamiltonianos es
considerado como el inicial.

La gréfica construida de este modo no es méas que un
diagrama de Bianchi, como el que se presento en la seccion
2, que codifica muy bien la informacién de las ecuaciones
(3.1)-(3.3). A partir de este momento, cada vez que usemos
este diagrama entenderemos que se trata de una transfor-
macion 1-Susy, donde H,, es el Hamiltoniano inicial (con
espectro conocido), la funcion de transformacion (super-
potencial) es solucion de (3.3), y H, es el socio 1-Susy de
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H,, construido con (3.1), cuyo espectro incluird un estado
ligado (de energia &,) adicional al espectro de H,. Para la
descripcion anterior bastard con tener una solucién parti-
cular B,(x, &,) de la ecuacion de Riccati (3.3). Sin embargo,
la solucidn general se construye facilmente si se usan
cuadraturas de la solucién particular (Ince, 1965). El resul-
tado es una familia de soluciones caracterizada por un
pardmetro A, escribimos:

ZIﬂl(vaa)dy

O
Bux£,A) = B(xe) -&In [, —[e (3.4)
8

El lector puede ahora facilmente construir el
superpotencial B,(x, £,=|A,| >/m/4) de Mielnik (1984) usan-
do Bi(x, £,=1) = xen (3.4).

Cada uno de los miembros de la familia (3.4) se apega a
lo descrito para los ingredientes de la figura 5, por ello en
los diagramas no sera necesario complicar la notacion agre-
gando explicitamente al parametro A, ; bastara con tener en
mente que 3, representa a toda la familia de soluciones de
(3.3) con ¢, fijo, antes que a sélo uno de sus miembros.
Esto también es valido para cualquier otro posible valor de
la energia de factorizacion & que permita obtener solucio-
nes de (2.3). Para cada ¢, existira la familia, B,(x, &; A,)
cuyo diagrama de Bianchi se lee igual que el de la figura 5.
Por ejemplo, la figura 6 representa la situacién en la que se
conocen n diferentes familias de superpotenciales. En la
préctica n no tiene por qué ser un nimero finito.

Iteremos el procedimiento: partiendo de H,(&,) hagamos una
nueva transformacion de Darboux y construyamos H,(€,, &,).
La notacién que estamos introduciendo exigira una cantidad
cada vez mayor de epsilones, uno por cada iteracion, pero se

Diagramade Bianchi multiple donde se muestran n socios 1-Susy de HO'

Lalecturade cada"brazo" de este diagramaes idénticaalalecturadel diagramade

lafiguras.
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Diagrama de Bianchi representando laiteracién de transformaciones

sinds S

ganara claridad en la interpretacién de cada uno de los diagramas.
Las etiquetas de H,(&,,) se deben leer de izquierda a derecha,
el subindice denotard el nimero de iteracion y la posicion de los
epsilones indicara cuél de ellos se us6 primero. En este caso,
H,(&, &) se lee de la siguiente manera: hagase una transforma-
cion 1-Susy con el superpotencial B,(x, &), después hagase una
segunda transformacién 1-Susy pero ahora con el superpotencial
B, &, &), que es solucion de la siguiente ecuacion de Riccati:

—_,,Hll dile, #a) .'(’::_h\".
f'/”';x' ./

_ﬁz'(xlgalgb)+B22(Xlsa'€b) =Vi(x,€,) &, (35)

En la figura 7 se muestra el diagrama de Bianchi corres-
pondiente. Para identificar todos los ingredientes de (3.5),
que se requieren en la interpretacién de este diagrama, no-
temos que se deben satisfacer expresiones equivalentes a
(3.1)-(3.3). Por ejemplo, de (3.1) tenemos:

H, (g, &) =H, (&) + 2B, (x. &, &) =

Ho+ 2B/ (X &) + B, (X, &, )] (3.6)
con una expresion equivalente para el potencial B,(X &, &)
(véase (3.2)). El asunto es ahora resolver (3.5) para 3, dando
por conocidos a V,, &, B,(x &) Yy &, Empecemos por intro-
ducir una nueva funcion que debe ser igual a la suma de S,y
B, es decir

Q% &, &) = B &) + B(X &, &) 3.7)
Entonces la ecuacion (3.6) se simplifica
H, (&, &) = H,+ 2QYX, £,, &) (3.8)

y nos permite establecer una conexion directa entre H, y H,
(compérese con (3.1)). Diremos que H, es el socio 2-Susy de
H, y que Q, es la funcién de transformacion. El diagrama de
Bianchi correspondiente (ver figura 8) indica claramente que
para obtener el Hamiltoniano H,, a partir de H,, hay dos
caminos posibles (completamente equivalentes):

1). A partir de H, construyase primero H,(&,) con (X,
€,) y luego itérese el procedimiento con B,(x, &, &,) para
construir Hy(x, &, &)

2). A partir de H, constriyase H,(&,, &,) con Q,(X, &, &)-

La utilidad de los diagramas de Bianchi empieza a ser
mas clara ahora. Sin embargo, ain no hemos resuelto (3.5)
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Mecanismo 2-Susy en dos perspectivas: iteracion de pasos 1-Susy

(cuerpo del tridngulo). Un solo paso 2-Susy (base del triangulo).
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y, por ende, desconocemos qué tipo de funcion es Q,(x, &,
&,)- Paraadquirir un poco de intuicion notemos que el cuerpo
del tridngulo de la figura 8 involucra dos ingredientes de la
misma naturaleza: 3, y ,. Cada uno de ellos es solucion de
una ecuacion de Riccati con exactamente la misma estruc-
tura pero diferente potencial (comparense (3.1) y (3.5)).
Como V,(x, €,) se escribe en términos de V,(X) y B,(X, €,)
es natural pensar que B,(X, €,,&,) se escriba en términos de
funciones semejantes a B,(x, €,). La clave esta en Q,(x, &,
&,), que resulta ser una expresion de diferencias finitas para
los superpotenciales S3,(x, &) de la figura 6. Para evitar una
derivacion complicada de Q,(x, &, &) usamos el siguiente
lema (Nieto, Mielnik y Rosas-Ortiz, 2001):

Lema A: sean B,(X, &) Y B,(X, &) soluciones de (2.3) con
&, # &, Una solucion de (3.5) esté dada por

B &, &) = =Bi(X &) = Qy(X, &, &) (3.9)
donde
QX €48) = ~Bice - B k) (3.10)
es una solucion de la ecuacion de Riccati
—Q,+(Q,)" =B+ B, (3.11)
Demostracién: es inmediata usando (3.9), (3.11) y (3.3).

El algoritmo de diferencias finitas (3.10) requiere s6lo dos
superpotenciales 1-Susy diferentes B,(x, &) y B,(X, &,)- Asi,
de (3.8) tenemos (Mielnik, Nieto y Rosas-Ortiz, 2001;
Ferndndez, Hussin y Mielnik, 1998; y Rosas-Ortiz, 1998a y
1998b):

2e. )

Hz(galgb) = HO ax 1(X £ ) ﬁl(x Eb H (312)
V, (X, E,4,8,) =V, (X) — 00 2e.~cy) 3.13
b T ACPREACENE (313)
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Es ilustrativo comparar (3.13) con (1.18). Ambas son la
misma ecuacion y producen la misma transformacion V, =
u, si V, = u, = 0 (comparense también (3.9) y (1.1.6)).

Obsérvese la simetria de Q, ante el intercambio de &,y
&,, es decir, Q,(x, &, &) = Q (x g, &,). Como consecuen-
Cia, el Ham|lt0n|ano H, (el potencial V,) es invariante bajo
permutaciones de los epsilones: Q,(x, €,, &) Y Q,(X, &, &,).
El significado fisico de esta simetria es que el espectro de
H, puede obtenerse agregando, a lo mas, dos nuevos nive-
les de energia al espectro de H, primero un nivel en &,y
luego uno en &, o bien operando en sentido inverso. La
situacion se ilustra mejor exigiendo que el diagrama de
Bianchi correspondiente sea conmutativo (ver figura 9).

Debe notarse que la parte derecha del diagrama (la itera-
cion 1-Susy) incluye explicitamente 2 epsilones (2-Susy).
Esto motiva el establecer conexiones directas entre V, y sus
socios k-Susy. Cada uno de estos nuevos potenciales V,(x,
&, &, .., &) dependerd explicitamente de k-epsilones (y k
parametros lambda). Por simplicidad en la notacién hare-
mos explicita solo la dependencia de 3, con la energia de
factorizacion introducida en la Ultima iteracion, es decir,
B, € = BX, &, &, ... &, ). Ademas, usaremos la
convencion de que k = Osignifica ausencia de épsilon: V,(x,
&) = V,(X). La generalizacion es inmediata con el siguiente
teorema (Nieto, Mielnik y Rosas-Ortiz, 2001).

Teorema 1: considérense las siguientes ecuaciones de Riccati:

B, (x&)+ B (xe) =V (&) -], k=1,2,...,n,  (3.14)

donde cada socio k-Susy B,(X, £) de V,(x) es el transforma-
do de Darboux del anterior

Vk(xrg) =Vk—1(X7£k—1) +ﬁk'(xr‘€)! k =2 0
Vo(%86) =Vo(X) - (3.15)

Para k fijo, sean B(X, &) ¥ B(X &) dos soluciones de
(3.14),con g, ¢,y Q,,,(x &) las funciones definidas por

2(e,— &) _
Qk+1(xr‘gb) ﬁk(X £ ) Bk(x gb) k—Z 1 (316)
Entonces, la funcién definida por
Bkﬂ(x' Eb) = _Bk(xl Ea) +Qk+1(xv£b)v k=21 (317)
es solucién de la ecuacién
- B‘k+1 (X'Skq) + B2k+1(X, £k+1) =
AV (%,€,) =€l (3.18)

para &, = &,
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Demostracion: use induccion y el lema A.
Este teorema permite obtener de inmediato la expresion
analitica del socio n-Susy del potencial inicial V,(x):

V,(X,€,) =Vo(X) + Zﬁk'(xf‘sk) =

%09+ [ooscr s 2 § 2, (x) (3.19)

donde hemos extendido la definicion (3.16) para incluir
Q,(x, &) = B(x o).

La utilidad del teorema 1 radica en que la construccion
de los socios k-Susy de V, requiere conocer sélo las solu-
ciones de (2.3) asociadas con V,, una para cada valor de &.
Asi, uno puede iniciar el procedimiento teniendo s6lo dos
betas. El resultado final sera una red de Bianchi representada
por un diagrama abierto, como el de la figura 10.

La interpretacion del diagrama es sencilla; la punta de la
piramide es el Hamiltoniano inicial, la primera linea horizon-
tal hacia abajo corresponde a los socios 1-Susy, la segunda a
los socios 2-Susy, y asi sucesivamente. En cada caso la for-
mula (3.19) proporciona la expresion analitica de V,, donde
n es el nimero de ‘escalon’ contado de arriba hacia abajo. En

Diagramade Bianchi paraunatransformacion 2-Susy de dos vias (comparese
con lafigura3). Por simplicidad hemos omitido lagraficacion del vector asociado con

Q,(x, &y :b) =Q,(x, &y za) » conectando a H,, directamente con Hy (véase figura 3).

_/

-\.

“\

ISIERIAN Representacion de un diagrama de Bianchi abierto construido con tres

superpotenciales Bl(x, £).

A
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una situacion general, la red de Bianchi llegara a ser tan basta
como grande sea la cantidad de betas accesibles.

Obseérvese que la interpretacion de (3.19) es similar a la de
(3.15): en la k-ésima iteracion el potencial V,(x, &) tendra, a lo
mas, k nuevos niveles de energia, adicionales al espectro de
V,(X), colocados en &,, &, ...,&. No importa el orden en que
éstos fueron incrustados al espectro, asi que V, es simétrico
ante permutaciones de epsilones. Este resultado se formaliza
con la siguiente proposicion, que se presenta sin demostracion.

Proposicion A: dado un conjunto de k diferentes
superpotenciales 3, la suma

k k
> Axe)=y [cos((k +i)r/ 2] %2, (x. &) (3.20)
es invariante bajo permutaciones de epsilones.

Una consecuencia inmediata de la proposicion anterior es
que la suma (3.20) es Unica y, de esta forma, existe un solo
potencial V, con valores propios { E, €,¢,, ..., &}, donde
{ E }es el conjunto de valores propios discretos del potencial
inicial V. Asi, el significado del siguiente lema es inmediato.

Lema B: Sea {B,(x, €.}, un conjunto de k diferentes
superpotenciales 1-Susy (k fijo). El socio Susy de mayor orden
que se puede construir usando estas betas es de grado k.

Debe notarse que una seleccion diferente de las energias
de factorizacion involucradas lleva a un potencial diferente;
es decir, V,(X, €, &,, ..., ) es diferente de V,(X, &, &, ...,
&) siempre que el conjunto { &} _, sea diferentede{e}* _,
. Todas estas observaciones se resumen en el siguiente
resultado (Nieto, Mielnik y Rosas-Ortiz, 2004):

Teorema 2: Sea {B,(X, €,)}"., Un conjunto de n diferentes
superpotenciales 1-Susy. La aplicacién del Teorema 1 a
{B.(x, €.)}",-, producira, a lo mas, 2" — 1 diferentes socios
k-Susy de V,.

Demostracion: sea F, :%ﬁzﬁ el nimero de todos los
—1):h

diferentes subconjuntos de i elementos que se pueden
construir del conjunto {B,(x, £,)}",-,. Dado que cada

[F['I-W &M Diagrama de Bianchi cerrado que se obtiene de aplicar el teorema 2

cuando s6lo se conocen tres diferentes superpotenciales ﬁl(x,e).
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subconjunto corresponde a una clase de potenciales {V,}
tenemos F diferentes clases de potenciales i-Susy asociados
con V,(X). Asi, el niumero total es F, = é F,=2"—1donde
hemos usado el Lema B.

El teorema 2 junto con la Proposicion Ay el Lema B son de
suma utilidad para determinar los socios k-Susy de V, con k
arbitrario. Asi, la aplicacion del teorema 1 se refina y se hace
posible la construccion de diagramas de Bianchi cerrados. Por
ejemplo, dadas tres energias de factorizacion €, &, y &, junto
con los superpotenciales 3, correspondientes, obtendremos
sdlo siete diferentes socios k-Susy de H,: tres para k = 1, tres
para k = 2 y sélo uno para k = 3 (ver figura 11).

3.1. Susy construye ondas solitarias
Consideremos el potencial de la particula libre V,(x) = 0.
La ecuacion de Riccati (3.3) tiene la solucion general:
Bu(x.&:a) = ~/2¢ cot]/2¢ (x-a)]- (3.1.1)
Dependiendo de la naturaleza de los pardmetros €y a
esta funcion beta produce socios 1-Susy reales del poten-
cial de particula libre catalogados como: singular (¢ < 0, a
O R), regular (¢<0, 0 a C), periddico (¢>0, a OR),y
nulo (¢ =0, a O R). Todos ellos resultan ser casos particu-
lares de la funcion 0 de Weierstras (para mas detalles
consultese Mielnik, Nieto y Rosas-Ortiz, 2000). Es decir, la

expresion mas general del socio 1-Susy de V,(x) = O se
escribe

Vl(x,s;a)=D§<+a,3E%§ﬁ%‘ﬁEe%g.

Por ejemplo, el caso regular se reduce al potencial de
Pdschl-Teller (1.1) estudiado por Scott para describir el com-
portamiento de las ondas solitarias (ver figura 1 graficada
con un factor global de -1):

(3.12)

V1§<' £ <O;—b—i2—7;ﬁ: -k *sech?[k (x +b)] (3.1.3)

La iteracion del procedimiento nos lleva directamente a
los resultados conocidos en teoria de solitones. Por ejemplo,
la combinacion de los casos regular y singular produce un
pozo doble, transparente, que es uno de los potenciales
cuadraticos de Bargmann (Mielnik, Nieto y Rosas-Ortiz,
2000):

V,(%,&,) =
KkZcsch?[k, (x +b)] + kZsech?[k,(x-a)] (3.1.4)
(=, coth[k; (x + b)] +k, tanh[ Kk, (x - &)])?

(k7 =k3)
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De hecho, todos los pozos transparentes n-Susy se pue-
den interpretar ahora como expresiones instanténeas de las
perturbaciones multisoliténicas que se propagan de acuer-
do con la ecuacion KdV.

3.2. El caso confluente

Como vimos en los parrafos anteriores, la aplicacion de los
teoremas 1y 2 es inmediata si se tiene a la mano al menos un
par de superpotenciales 1-Susy (Io mismo ocurre con el mé-
todo WEB para la ecuacion KdV). La expresion general (3.1.1),
por ejemplo, representa una fuente inagotable de soluciones
ya que €y a son arbitrarios. Sin embargo, no siempre se
tienen condiciones tan afortunadas. Existen potenciales con
propiedades tan especiales que no admiten mas que un con-
junto finito de soluciones a la correspondiente ecuacion de
Riccati. Supongamos que hemos agotado tales soluciones en
el paso k y queremos construir un nuevo potencial V,,, a
partir de V, , es decir, queremos obtener el potencial V,, (X,
£, & o & E), donde | O {1, 2, ..., k}. Las restricciones
del teorema 1 implican Q,,,(X, &,,) =0si g,,=¢ para Ay
A, arbitrarias y cualquier j en {1, 2, ..., k}. Para eliminar
esta dificultad escogemos A,,, = A, y tomamos el limite g,
- & en (3.16). Este procedimiento se puede entender como
la confluencia entre dos energias de factorizacion.2 El resul-
tado es como sigue:

QI (€)= 1M, @, (xe.) =—2§’%@ . (32))

De esta forma, el superpotencial correspondiente %" (x, &)
se escribe, seguin (3.17), de la siguiente manera

ﬁfﬁ’l‘f(x,si)=—ﬁj(x,si)+Q°j°j‘1'(x,£i)

Daﬁk(x,ek)gl

i , (32.2)

=B, (x,£,) -2

y se puede iterar libremente sin necesidad de conocer nuevas
soluciones S3,. El algoritmo confluente (3.2.1-3.2.2) es, de esta
forma, la expresion més versatil del algoritmo de diferencias
finitas (3.10): Se pueden construir los socios k-Susy de V,, con
k arbitrario, usando solamente un superpotencial S3,(x, €). Para

2. Laecuacion (3.2.1) recibi6 el nombre de “confluente” porque,
en el paso 2-Susy confluente, la energia € que se agrega puede
entenderse como el “encimamiento” de dos energias en el mismo
punto €, en forma similar a la confluencia de dos singularidades de las
funciones hipergeométricas que da lugar a las funciones
hipergeométricas confluentes.
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[ZIEREN El potencial (3.2.4), curva punteada, contrastado con su socio 2-Susy

confluente (curvacontinua).
]
n Irl
7
|
at |
a
2 4 1 ] 1B

ilustrar esto usamos nuevamente el potencial de particula libre.
Sabemos que el superpotencial regular B,(x, € < 0; —b — %)

= —k tanh[k(x+b)] (con k =./2e]) genera el soliton Poschl-

Teller (3.1.3) como socio 1-Susy de . De la aplicacion del
algoritmo confluente (3.2.2) y la ecuacion (3.19) obtenemos el
nuevo potencial (ver figura 12):

=1
cor 1 _ X, €
QT (e ) =lim,, Q0. =2 PR AN

(3.23)
Discusiones mas detalladas de la relacién entre estos re-
sultados y los obtenidos por otros autores pueden encon-
trarse en Mielnik, Nieto y Rosas-Ortiz (2000).
Como altimo ejemplo del caso confluente consideremos
el siguiente oscilador:

V=3 +X_2 y>0 (3.2.4)
0 8xt 2 T'hE e
La solucion para la correspondiente ecuacion de Riccati es
inmediata si £ =0, y tiene la forma B,(x, € = 0)=-3/2 + X,
mientras que la funcion Qo se escribe

3
Q;Onf (X,S = 0) == 22X y
Ke® +x*-1

ELIERPA Se muestran dos socios 2-Susy del potencial de particulalibre
obtenidos con laiteracién convencional (curva punteada, ecuacion (3.1.4)y la

iteracion confluente (curvacontinua, ecuacion (3.2.3)).
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con K una constante. La figura 13 muestra al potencial V, o
(¥ resultante. En Nieto, Mielnik y Rosas-Ortiz (2001) pueden
encontrarse expresiones mas generales de esta clase de osciladores.

4. ;Solitones generalizados?

El método de factorizacion ha estimulado la formalizacion
de teorias fisicas como la mecanica cuantica y la teoria
cuantica de campos, herramientas indispensables para re-
solver muchas de las ecuaciones de la fisica-matematica
(Hull e Infeld, 1951 y Negro, Nieto y Rosas-Ortiz, 2000),
este método es tanto heredero de la matematica del siglo
X1X como precursor de nuevos modelos exactamente solu-
bles (Mielnik y Rosas-Ortiz, 2004).

Parte de la ensefianza de los capitulos anteriores es que, en
la fisica-matematica, ningun resultado formal se desecha:
“todo es rescatable” (Fernandez, 2005). Con esta mentalidad,
el método de factorizacién se ha usado exitosamente en el

estudio de estados coherentes (Fernandez y Fernandez-
Garcia, 2005; y Nieto, 2006) y muchos otros sistemas
(consultese Mielnik y Rosas-Ortiz, 2004). El caso confluente
(introducido en Mielnik, Nieto y Rosas-Ortiz, 2000) ha sido
recientemente discutido por Fernandez y Salinas-Hernandez
(2003 y 2005), quienes reportan nuevas aplicaciones. La
generalizacion del método de factorizacion a modelos no
convencionales que incluyen Hamiltonianos no Hermitianos
y vectores de Gamow puede hallarse en Fernandez, Mufioz
y Ramos (2003), Rosas-Ortiz y Mufioz (2003), Mufioz
(2004), Fernandez-Garcia (2005) y Rosas-Ortiz (2006).

Con toda esta pléyade de aplicaciones cabe preguntarse si
s6lo los socios k-Susy de particula libre se pueden identificar
como soluciones solitdnicas de una ecuacion dindmica no
lineal (en este caso la ecuacion KdV). En otras palabras,
¢existe algun sistema fisico no lineal que admita, por ejemplo,
a los socios k-Susy del oscilador como soluciones de su
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