Efectos de la tension superficial sobre
la superficie libre de un fluido en un
cilindro con rotacion eje simétrica

ABRAHAM MEDINA OVANDO*

Surface Tension Effects on the Free Surface of a
Fluid Within a Cylinder Under Axisymmetric
Rotation
Abstract. We stndy the steady-state shape of the free turface of a
luid confined within a very small arcnlar cylinder, which rotates
vertically. We also have considered low angular velpcities, wet anple
equal to 70/ 2 vad and takes into acconnt surface tension in the
balance of nornal effort to ihe free surface. We show how the
snclusion of the capillary effects produces important changes in the
Jree surface shape.

Introduccion

El estudio de la forma superficial que adquiere un fluido
contenido en un cilindro circular vertical que rota bajo la
accion de la gravedad, alrededor de su eje, es un proble-
ma clasico en mecanica de fludos (Landau v Lifshitz,
1959; Troutman, 1983; White, 1994; Squire, 1950 y Ka-
poulitsas, 1997). En este caso, es sabido que la superficie
estacionaria es un paraboloide de revolucién aun para
pequefios valores de la veloaidad angular. Este compor-
tamiento del fluido ha resultado ser muy util, por ejem-
plo, en el disefio de concentradores solares, enfoques
Opticos y acelerometros (White, gp. at.; Squire, gp. ar.).
No obstante, cuando el radio del cilindro circular es
muy pequefio resulta necesario tomar en cuenta la in-
fluencta de la tension superficial, pues este parametro
afecta, principalmente a estas escalas, la forma de cual-
guier sistema fluido con una frontera libre (Middleman,
1995). En efecto, la tension superficial se origina cuando
la energia potencial del sistema incluye la enetgia de inte-
raccion de cualesquiera dos interfases. La energia conte-
nida en cada una de éstas es proporcional al drea de la
nterfase, y el factor de proporcionalidad —que es una
propiedad de los materiales que forman la interfase— se
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conoce como tension superficial. En

¥

nuestro sistema particular hay energia su-
perficial en las interfases atre-fluido, aire-
cilindro y fluido-cilindro. Si la energia de
bulto del fluido es mayor que la de las in-
terfases, los efectos de la tension superfi-
cial estaran confinados en la vecindad de
los puntos donde el aire, el fluido y el ci-
lindro se encuentran. Muy cerca de estos
puntos, las fuerzas superficiales dominan a
las demas y determinan propiedades rales
como el angulo entre la interfase fluido-
aire y la frontera sohida. De otra manera, si
la energia de bulto es igual o mayor que las
energias en la interfase, los efectos de la
tension superficial serdn importantes 2 tra-

vés de todo el fluido, lo que modifica la
forma superficial y —por tanto— los niveles
de energia potencial y las lineas de accion
del campo gravitacional.

La influencia de la tensién superficial
sobre la forma superficial ya ha sido analizada, de modo
poco claro, al tomat en cuenta la condicion de equilibrio
mecdnico, por medio de la ecuacion de Young-Laplace
(Ogotlec, 1995). Debido a las dificultades de los calculos
s0lo se ha tratado hasta ahora el caso en el cual el dngulo
de mojado (medido desde la superficie solida a la tan-
gente de la interfase, desde el intenior del fluido) es {gual

a m/2 rad. AGn asi, esta situacion produce superficies li-
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bres con importantes desviaciones respecto a la forma
paraboloide. Por otra parte, no es clara la introduccién de
presiones ficticias y tampoco se discute la importancia
del marco de referencia en el tratamiento del problema.
Con la finalidad de presentar una discusion cuidadosa de la
existencia y forma de la superficie libre dividimos este
articulo como sigue: en la seccidn I estudiamos el problema
sin tensi6n superficial en el marco de referencia que gira
con ¢l fluido; en la II construimos y analizamos la super-
ficie libre tomando en cuenta el sistema girando con el flui-
do y la tensi6n superficial. Finalmente, exponemos las prin-
cipales conclusiones y limitaciones de este trabajo.

I. Ecuaciones de la presion y de la superficie libre
€n un marco con rotacion eje simétrica

Es conveniente estudiar el problema estacionario de la
rotacion eje simétrica de un fluido incomprensible desde
un marco de referencia no inercial (x*, y*, ¢*) que gira
con el clindro a una velocidad angular Q, y cuya coor-
denada g* coincide con el eje de simetria del cilindro y es
paralelo al vector aceleracién de la gravedad g. Asociado
con este marco, escogemos el sistema de coordenadas
cilindricas (r*, ¢*, 6), donde el eje ¢* del sistema cilin-
drico coincide con el eje g* del sistema cartesiano. En el
sistema de referencia que rota con el cilindro, el fluido
esti en reposo; por tanto, la ecuacién de balance de fuerza
(por unidad de masa) para cualquier elemento de fluido es

. .
_;VP.;.f:aPon:p[f—ap] (1

donde p(x*, y*, 2*) es la densidad del fluido; p(x*, y*,
Z*), la presion; f(x*, y*, £*), la fuerza total de cuerpo por
unidad de masa actuando en el elemento de fluido, y a,
es la aceleracion del elemento de fluido relativa a un sis-
tema inercial fijo (X*, Y*, Z*), respecto al cual se mueve
el sistema no inercial (y el cilindro). Consideraremos de
aqui en adelante que ambos marcos de referencia tienen
su origen justo en el centro de la base inferior del cilindro.

Si p(x*, y*, 2*) es no nula, a partir de la ecuacién (1) se
satisface que

vx(plr-a,])=0 @

en cualquier lugar del fluido. Si esta ecuacién no se satis-
face, el fluido no puede estar en equilibrio en el sistema
no inercial.

Si el fluido es homogéneo, entonces (en el sistema no
inercial) en cualquier punto P(x*, y*, 2*) del fluido exis-
tird una presién p(x*, y*, ¢*) (que siempre puede ser su-
puesta positiva para que sea la presién del fluido), la cual
es solucién de (1). Por otro lado, para que el fluido tenga
una superficie libre Sy la funcién p(x*, y*, ¢*) debe ser
de la forma
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PERfr )+ 3)
donde ¢ es una constante relacionada con la presién ex-
terna que actia sobre el fluido y £, en el caso estaciona-
r10, es una funcion sélo de las coordenadas. Asi, la ccua-
cién de la superficie libre del fluido es

Jet % =a @)

La constante o puede ser evaluada al igualar el volu-
men 1nicial con el volumen ocupado por la forma desig-
nada para la superficie Sy y las paredes del contenedor.

Si p no satisface la ecuacidon (3), pero si obedece la
ecuacion (2), la solucién para la ecuacion (1) determina
(s1 p = constante) una superficie de presion constante.

Para el caso de rotacién pura (es decir, sin traslacion) y
uniforme (2 = constante), la aceleracién a, del punto
P(xc*, y*, £¥) respecto al sistema mercial fijo (X*, Y*,
Z*) es

1 X .
3P=QX(QXL)=—-V(;Qr*“) =-Qr#* 5)

donde Q = Qk es el vector velocidad angular paralelo al
eje * y L es el vector de posicion del punto P respecto al
origen del sistema coordenado L = x*i + y*j + ¢*k, r* =
X*¥i+ yFjy rF2 =k o p* = (%2 + y*2). Debido a lo ante-
rior, la ecuacién (2) asegura que
Vxf=0 (6)
Este resultado permite establecer que, en el caso mds
general, existe una funcién potencial [{x*, y*, ¢*) en el
espacio ocupado por el fluido, tal que
f=-VI/ 0
El cdlculo de la presion en cualquier punto del fluido
(en el sistema no inercial) es ahora directo. Si se multipli-
ca internamente la ecuacién (1) por dL y se usan las
ecuaciones (5) y (7), encontramos que

Vp-dL=-p[VV - Qr*|-dL- ®)
Esto conduce a que la presion en cualquier punto del
fluido en el sistema no inercial tenga la forma

pxt, 727 =
- —p[[/(x*, 7.24-1(0,0, 0)-%9% *3]+ #0,0,0)

Para calcular la superficie libre vemos que de acuerdo

©)

con la ecuacién (9), st V' = —®(x*, y*, 2¥), el campo de
presion es simplemente

1 s
N B R S PQr* 4 (10)
esto permite la formulacién de la superficie libre de la
forma (3), es decir,

1 5
Ot y,57) 4590 =, (1)

Es claro que para la rotacién del fluido contenido en
un ciindro circular de radio R, bajo la accion de la acele-
racion de la gravedad (g), se satisface que
Vet ) =& (12)
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por tanto,

1
plx*, ot 2¥) = —pgr* +5 P e (13)

donde ¢ es una constante.

La ecuacion de la superficie libre se calcula a partir de
la ecuacién (11), de donde obtenemos que

1 Q%+

=5 2
aqui ¢’ = a/g. El valor de la constante en la ecuacion de
la superficie libre se encuentra a partir de la conservacion
del volumen inicial, que para un fluido contenido en un
cilindro de radio R y que alcanza una altura bes

2] <*(rr* dr = 7R (15)

+¢' (14)

Sin embargo, por ahora su valor no es importante.
I1. La superficie libre para vn cilindro pequeiio

Con el propdsito de encontrar la deformacion de la su-
perficie libre bajo la accion de la tension superficial va-
mos a mantenemos en el marco no inercial que gira con
el fluido. También debemos recordar que las condiciones
de frontera en la superficie libre, para un sistema con
estas caracteristicas (Middleman, gp. 42), son: a) La con-
dicién puramente cinemitica que establece que el fluido
no cruza la superficie libre. Debido a que estamos consi-
derando s6lo el caso estacionario, la superficie libre en el
marco no inercial se mantiene fija en el espacio. Esto
implica que la componente de la velocidad normal a la
superficie libre es

ven=0 (16)
aqui v es el campo de velocidad en la superficie libre, y n
el vector unitario normal a la superficie libre; b) las con-
diciones de frontera sobre el esfuerzo son mis compli-
cadas. Fisicamente, una condicién de frontera establece
que (para el caso de la interfase aire-fluido y baja veloci-
dad relativa) no hay esfuerzo cortante en la (direccion
tangente a la) interfase. La otra condicién de frontera
establece que el esfuerzo normal a la interfase, dentro del
fluido, debe ser balanceado por el esfuerzo normal debi-
do a la tension superficial, es decir

P P NELYF R
R Rz] =Pmp=parpgr o pQ* e (D)
donde o es la tension superficial del fluido; (1/Ry +
1/Ry), la curvatura media de la superficie; p,, la presion
atmosférica (considerada de ahora en adelante como
nula), y p es la presidn hidrostatica obtenida en la seccién
anterior (ecuacién (13)). La ecuacién (17) es conocida
como ecuacion de Young-Laplace (idem.).

La ecuacién diferencial para la curvatura media
(Bronsthein y Semendyayen, 1985), permite reescribir la
ecuacion (17) en la forma
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a2t gt | (dz*)’

dr*? +r*dr* 1+ dr* 2 18
pQ (18)
- -

Por claridad en los cilculos, introducimos en la ecua-
cién (18) un escalamiento en las coordenadas de la for-
ma: r = r*/R, ¢ = z*/FR, donde F es el nimero de
Froude, que se construye mediante el cociente de las
fuerzas inerciales (pC2R) a las fuerzas gravitacionales
(pg (Landau y Lifshitz, gp. ar); es decir, F = Q?R/s.
Este escalamiento nos permite encontrar una ecuacion
diferencial adimensional del tipo

1idz 1dg z(d_zy
Ba[dr2 +r dr{“-F dr
d"’ 2
e

donde ¢ es ahora una constante adimensional, y

PR

olw
[V | \u

Bo = pgR?/ o relaciona los parametros del fluido (den-
sidad y tensidn surperficial) con la gravedad y el radio
del cilindro (Middleman, gp. 4t). El problema plantea-
do por la ecuacidn diferencial (19) es no lineal; su so-
lucién analitica vilida para todo F'y Bo hasta ahora no
se conoce. Por tanto, de aqui en adelante limitaremos
el problema a soluciones lineales, es decir, imponemos
la condicién

1>)F’(j—f)z (20)

Fisicamente, esta condicion asegura que el problema se
resuelve para pequefias velocidades angulares (bajos F) y
leves cambios en la pendiente de la superficie libre (pe-
quefios valores de dg/dr). En tal caso, la ecuacién dife-
rencial (19) se transforma en

1|d*; 1dg r
—_—|——— |z ——=— 21
Bo|:dr2 rdr] I @)
La solucién adimensional de la superficie libre es:
1, 1 1
2= 7" + 25 =5 MI,(VBor) 22
La cantidad

-1

M= (_l‘ol rl, (\/Eo-r)dr) 23)
se obtuvo al suponer la conservacion del volumen de
fluido (ecuacién (15)), y Io(«/Er *) es la funcién modifi-

cada de Bessel orden cero.

Cominmente, el nimero de Bond puede relacionarse
también con la constante capilar o longitud capilar
a =-Ja/pg , en la forma Bo = R2/42 Por tanto, este

nimero da una medida relativa de la longitud de la zona
donde la tension superficial supera a la gravedad. Asi, el
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caso Bo — oo (@ — 0) implica que la influencia de la ten-
s10n superficial en la superficie libre (ecuacion (22)) llega
a ser nula, Lo contrario también es cierto: st Bo — 0 la
zona de mnfluencia de los efectos capilares es del orden
de las dimensiones del sistema,

Para mostrar algunos aspectos importantes de los cil-
culos realizados previamente, graficamos la superficie li-
bre tomando en cuenta un cilindro de radio R = 2.6 cm
(o radio adimensional R = 1). Supondremos que este
sistema fue llenado con mercurio y que rota a una velo-
cidad angular muy baja, de manera que F = 0.1336. En
este caso, la longitud capilar es 2 = 0.26/+/2, €l ntimero
de Bond es Be = 200 y M = 9.8848 x 105, Estos valo-
res de Bo y M cumplen exactamente con el hecho de que
el angulo de mojado, 6., es 6, = n/2.

En efecto, si evaluamos

ﬁ; 0en r=1
dr

(24)
mediante la ecuacion (22), encontramos que

VBo
- =1,(VBo)

Esto da como resultado
Bo = 200 (26)
La grifica (bidimensional) adimensional de la superfi-
cie libre (ecuacion (22)) para los valores de Bo, M y F s
muestra en la figura 1. Obsérvese que también hemos
graficado la superficie libre para el caso sin tension su-

(25)

perficial (Bo — o0); aunque en la grafica bidimensional se
aprecian parabolas, las superficies libres son paraboloi-
des. Un aspecto interesante de las superficies libres en las
que la tensidn superficial no es despreciable, es que la
elevacion en el centro es inversamente proporcional al
nimero de Bond.

Conclusiones

El cdleulo de la superficie libre con y sin influencia de los
efectos capilares es muy comoda en el sistema no inet-
ctal. El aspecto mas notorio en el caleulo de la superhicie
libre es que para cilindros pequefios hay una desviacion
importante de la nueva forma superficial, respecto al pa-
raboloide de revolucion, esto debido a la inclusion de la
tension superficial en la ecuacion de balance de esfuerzo
normal 4 la superficie hibre. Esta desviacion crece st R
disminuye o si o crece. Mas adn, la ecuacion de la super-
ficie libre depende de los parimetros del material a
través del nimero de Bond, lo cual no ocurre en ¢l ca-
so ideal (Boe — o0); esto implica que la forma superfi-
cial depende del fluido y del medio material en el que
esta Inmerso.
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Desde un punto de vista formal también es importante
observar que el problema dado por la ecuacion (19) tenc
una singulandad esencial s1 Bo — 0, pues €l lado 1zquerdo
de dicha ecuacion queda indeterminado. De 1gual manera, si
el limite impuesto por la desigualdad (20) no se mantiene, la
busqueda de una solucion 4 la ecuacion diferencial no lineal
resultante es muy complicada. En ambos casos se requieren
téenicas matematicas especiales (como la teoria simgular de
perturbactones v el andlisis asmtonco), que estan fuera del
alcance de este trabajo. g
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