
de la tensión superficial sobre
superficie libre de un finido en un

con rotación eje simétrica

Abraíiam Medina Ovando*

Surface Tensión Efíects on che Free Surface oía

Fluid Within a Cylinder UnderAxisymmetric
Rotación

Abscract. W'e study í.he steady-state shape oftheJrse surface qfa
fluidconfined mthm a vcry smaU. circular cylinder, which rotales
veriically. We also have comidered low angular neloáües, n/et angk
cqital tu ni2 rad and takes into account surface tensión in the
balance njnormal efforl lo thefree suface. We show hoiv the
inclusión oj the ccipillary effects produces impnrlant changes in the

Jreesurface shape.

Introducción

El esaidio de !a foirna superficial que adquiere un fluido
contenido en un cilindro circular vertical que rota bajo la
acción de la gravedad, alrededor de su eje, es un proble
ma clí'isico en mecánica de fluidos (Landau y Lifshitz,
1959t Troutman, 1983; VX'bite, 1994; Squire, 195C) y Ka-
poulitsas, 1997). En este caso, es sabido que la superficie
eslacionaiia es un paraboloide de revolución aun pai'a
pequeños valores de la velocidad angular. Este compor
tamiento del fluido ha resultado ser muy útil, por ejem
plo, en el diseño de concentradores solares, enfoques
ópticos yacelerómetros (\Xdiite, op. al:,Squire, op. áti).

No obstante, cuando el radio del cilindro circular es

muy pequeño resulta necesario tomai" en cuenta la in

fluencia de la tensión superficial, pues este parámetro
afecta, principalmente a estas escalas, la forma de cual
quier sistema fluido con una frontera libre (Middleman,

1995). En efecto, la tensión superficial se origina cuando
la energía potencial del sistema incluye la energía de inte
racción de cualesquiera dos interfases. La energía conte
nida en cada una de éstas es proporcional al área de la

interfase, y el factor de proporcionalidad -que es una
propiedad de los materiales que forman la interfase— se

S riúy{6ti Tii«s. N o

conoce como tensión superficial. En
nuestro sistema particular hay energía su
perficial en las uiterfases aire-fluido, aire-
cilindro y fluido-cilindro. Si la energía de
bulto del fluido es mayor que la de las in
terfases, los efectos de la tensión superfi
cial estarán confinados en la vecindad de

los puntos donde el aire, el fluido y el ci
lindro se encuentran. Muy cerca de estos
puntos, las fuerzas superficiales dominan a
las demás y determinan propiedades tales
como el ángulo entre la interfase fluido-

aire y la frontera sólida. De otra manera, si
la energía de bulto es igual o mayor que las
energías en la interfase, los efectos de la
tensión superficial serán importantes a tra
vés de todo el fluido, lo que modifica la
forma superficial y —por tanto— los niveles
de energía potencial y las líneas de acción

del campo gravitacional.
La influencia de la tensión superficial

sobre la forma superficial ya ha sido analizada, de modo
poco claro, al tomar en cuenta la condición de equilibrio
mecánico, por medio de la ecuación de Young-Lapiace
(Ogorlec, 1995). Debido alas dificultades de los cálculos

sólo se ha tratado hasta ahoia el caso en el cual el ángulo
de mojado (medido desde la superficie sólida a la tan
gente de la interfase, desde el interior del fluido) es igual

a 7:/2 rad. Aún así, esta situación produce superficies li-
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bres con importantes desviaciones respecto a la forma
paraboloide. Por otra parte, no es clara la introducción de
presiones ficticias y tampoco se discute la importancia
del marco de referencia en el tratamiento del problema.
Con la finalidad de presentar una discusión cuidadosa de la
existencia y forma de la superficie libre dividimos este
artículo como sigue: en la sección I estudiamos el problema
sin tensión superficial en el marco de referencia que gira
con el fluido; en la II construimos y analizamos la super
ficie libre tomando en cuenta el sistema girando con el flui
do y la tensión superficial. Finalmente, exponemos las prin
cipales conclusiones ylimitaciones de este trabajo.

I. Ecuaciones de la presión y de la superficie libre
en un marco con rotación eje simétrica

Es conveniente estudiar el problema estacionario de la
rotación eje simétricade un fluido incomprensible desde
un marco de referencia no inercia! ij;*) que gira

con el cilindro a una velocidad angular Q, y cuya Coor
denada coincide con el eje de simetría del cilindro y es
paralelo al vector aceleración de la gravedad g. Asociado
con este marco, escogemos el sistema de coordenadas

cilindricas (r*, 0), donde el eje ^ del sistema cilin
drico coincide con el eje del sistema cartesiano. En el
sistema de referencia que rota con el cilindro, el fluido
está en reposo; por tanto, la ecuación de balance de fuerza
(porunidad de masa) paracualquier elemento de fluido es

1
- —Vp-ff = a oWp = p f - a, 0)

donde es la densidad del fluido; p{x*,y*,
^), la presión; f(x*, j*, ^), la fuerza total de cuerpo por
unidad de masa actuando en el elemento de fluido, y a;,
es la aceleración del elemento de fluido relativa a un sis

tema inercial fijo {X*, Y*, Z*), respecto al cual se mueve
el sistema no inercial (y el cilindro). Consideraremos de
aquí en adelante que ambos marcos de referencia tienen
su origen justo en el centrode la base bferior del cilindro.

Sip{x*,j*, ^) es no nula, a partir de la ecuación (1) se
satisface que

Vx(/>[f-a^])=0 (2)
en cualquier lugar del fluido. Si esta ecuación no se satis
face, el fluido no puede estar en equilibrio en el sistema
no inercial.

Si el fluido es homogéneo, entonces (en el sistema no
inercial) en cualquier punto P{x*,y*, í^) del fluido exis
tirá una presión p{x*,y*, ^) (que siempre puede ser su
puesta positiva para que seala presión del fluido), la cual
es solución de (1). Por otro lado, para que el fluido tenga
una superficie libre S/, la función p{x*,y*, ij;*) debe ser
de la forma
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p - pj{x*,y*, z*) + c (3)
donde c es una constante relacionada con la presión ex
terna que actúa sobre el fluido y/, en d caso estaciona
rio, es una función sólo de las coordenadas. Así, la ecua

ción de la superficie libre del fluido es
f{x*,y*, = A (4)

La constante a puede ser evaluada al igualar el volu
men inicial con el volumen ocupado por la forma desig
nada para la superficieSj y las paredes del contenedor.

Si p no satisface la ecuación (3), pero sí obedece la
ecuación (2), la solución para la ecuación (1) determina
(sip —constante) una superficie de presión constante.

Para el caso de rotación pura (es decir, sin traslación) y

uniforme (Q = constanté), la aceleración Zp del punto
P{x*,y*, respecto al sistema inercial fijo {X*, Y*,
Z*) es

a^= f2 X(fi XL) = -Cl'i (5)

donde C2 = Qk es el vector velocidad angular paralelo al
eje ij;* y L es el vectorde posición del punto P respecto al
origen del sistema coordenado L = x*¡+j'-^j + i^k,r* =
x*i y*\ y c*- = r* • r* = (>r*2 + j*2y Debido a lo ante
rior, la ecuación (2) asegura que

Vxf=0 (6)
Este resultado permite establecer que, en el caso más

general, existe una función potencial I >'*> Z*)
espacio ocupado por el fluido, tal que

f = -VK (7)
El ciílculo de la presión en cualquier punto del fluido

(en el sistema no inercial) es ahora directo. Si se multipli
ca internamente la ecuación (1) por dL, y se usan las
ecuaciones (5) y (7), encontramos que

yp-d'L =-p[s/V-Qrt*]-d'L- (8)
Esto conduce a que la presión en cualquier punto del

fluido en el sistema no inercial tenga la forma

p{x*,y\z*) =
r 1 1=-p v{x*, y*, z*)- y{o. O, o) - -nV-I- ;>(o. O, o)

Para calcular la superficie libre vemos que de acuerdo

con la ecuación (9), si I^= —<í>(x^,ji'*, ^), el campo de
presión es simplemente

p{x*,y*,Z*^ =p<^{^x*, y*,z*) +—pQ.^r*' +c (10)
esto permite la formulación de la superficie libre de la
forma (3), es decir.

X*, y*,z* (11)

Es claro que para la rotación del fluido contenido en
un cilindro circular de radio R, bajo la acción de la acele
ración de la gravedad (¿), se satisface que

V{x*,y*,zp)=gZ' (12)
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por tanto,

(13)

donde c es una constante.

La ecuación de la superficie libre se calcula a partir de
la ecuación (11), de donde obtenemos que

? = + 04)
2 ¿

aquí c' = c\¡g. El valor de la constante en la ecuación de
la superficie libre se encuentra a partir de la conservación
del volumen inicial, que para un fluido contenido en un
cilindro de radio R y que alcanzauna altura h es

2/rj^ ¡l*(r*)r* dr* =ttR "h (15)
Sin embargo, por ahora su valor no es importante.

II. La superficie libre para un cilindro pequeño

Con el propósito de encontrar la deformación de la su
perficie libre bajo la acción de la tensión superficial va
mos a mantenemos en el marco no inercial que gira con
el fluido. También debemos recordar que las condiciones
de frontera en la superficie libre, para un sistema con
estas características (¡Vliddleman, op. át), son: a) La con
dición puramente cinemática que establece que el fluido
no cmza la superficie libre. Debido a que estamos consi
derando sólo el caso estacionario, la superficie libre en el
marco no inercial se mantiene fija en el espacio. Esto
implica que la componente de la velocidad normal a la
superficie libre es
V• n = O (16)
aquíVes el campo de velocidad en la superficie libre, y n
el vector unitario normal a la superficie libre; b) las con
diciones de frontera sobre el esfuerzo son más compli
cadas. Físicamente, una condición de frontera establece

que (para el caso de la interfase ^re-fluido y baja veloci
dad relativa) no hay esfuerzo cortante en la (dirección
tangente a la) interfase. La otra condición de frontera
establece que el esfuerzo normal a la interfase, dentro del
fluido, debe ser balanceado por el esfuerzo normal debi
do a la tensión superficial, es decir

= (17)

donde cr es la tensión superficial del fluido; (1/Ri +
I/R2), la curvatura media de la superficie; pa, la presión
atmosférica (considerada de ahora en adelante como
nula),y/) es la presión hidrostáticaobtenidaen la sección
anterior (ecuación (13)). La ecuación (17) es conocida
como ecuación de Young-Laplace {ídem).

La ecuación diferencial para la curvatura media
(Bronsthein y Semendyayen, 1985), permite reescribir la
ecuación (17) en la forma

VUL. S NwHCMoThib, NovifHBHE 1 «96• FlOhIRO 1999

dr*^
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r* rfr *I \dr*-)
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3

215
•PiPL*

(18)

Por claridad en los cálculos, introducimos en la ecua

ción (18) un escalamiento en las coordenadas de la for
ma; r = z= ^/FR, donde F es el número de
Froude, que se construye mediante el cociente de las

fuerzas inerciales (/OÍl^R) a las fuerzas gravitacionales

(pg) (Landau y Lifshitz, op. cA); es decir, F = Q.^R/¿.
Este escalamiento nos permite encontrar una ecuación
diferencial adimensionaldel tipo

J_
Bo

d-z

= ?-• • — c
(19)

donde c' es ahora una constante adimensional, y

Bo = pgR-lcr relaciona los parámetros del fluido (den
sidad y tensión surperficial) con la gravedad y el radio
del cilindro (Middleman, op. át). El problema plantea
do por la ecuación diferencial (19) es no lineal; su so
lución analítica válida para todo Fy Bo hasta ahora no
se conoce. Por tanto, de aquí en adelante limitaremos
el problema a soluciones lineales, es decir, imponemos
la condición

1»F (20)

Físicamente, esta condición asegura que el problema se
resuelve para pequeñas velocidades angulares (bajos F) y
leves cambios en la pendiente de la superficie libre (pe
queños valores de d^/dr). En tal caso, la ecuación dife
rencial (19) se transforma en

1

Bo dr^ r dr\ 2
La solución adimensional de la superficielibre es:

La cantidad

M=|£r7o(VBÓr)</rj (23)
se obtuvo al suponer la conservación del volumen de

fluido (ecuación (15)), y es la función modifi

cada de Bessel orden cero.

Comúnmente, el número de Bond puede relacionarse
también con la constante capilar o longitud capilar

a =-y/<T / pg , en la forma Bo = RP-ja^. Por tanto, este
número da una medida relativa de la longitud de la zona
donde la tensión superficial supera a la gravedad. Así, el

(21)
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caso Bo —> co (a —» 0) implica que la influencia de la fen-
sión superficial en la superficie libre (ecuación (22)) llega

a ser nula. Lo conrrario también es cierto: si Bí> —> O la

zona de influencia de los efectos capilares es del orden
de l'.Ls dimensiones del sisfenia.

Para mostrar algunos aspectos importantes de los cál
culos realizados previamente, graficamos la superficie li
bre tomando en cuenta un cilindro de radio R = 2.6 cm

(o radio adimensional P = 1). Supondremos que este
sistenia fue llenado con mercurio y que rota a una velo

cidad angular muy baja, de manera que F = 0.1336. En

este caso, la longitud capilar e.s a = 0.26/-y2, el número
de Bond es Bo —200 y M = 9.884B x 10"^. Estos valo

res de Bí y Afcumplen exactamente con el hecho de que

el ángulo de mojado, es 0„ = Jl/2.

En efecto, si evaluamos

^=Oen/-=l (24)

mediante la ecuación (22), encontramos que

P5)

Esto da como resultado

Bo= 200 (26)

La gráfica ^idimensional) adimensional de la superfi
cie libre (ecuación (22)) para los valores de Bo, Af y F se
muestra en la figura I. Obsérvese que también hemos
graficadü la superficie libre para el caso sin tensión su

perficial {Bo —^ co); aunque en la gráfica bidimensional se
aprecian pai-ábolas, las superficies libres son paraboloi
des. Un aspecto interesante de las superficies libres en Ivis
que ia tensión superficial no es despreciable, es que la
elevación en el centre; es inversamente proporcional al

número de Bond.

Conclusiooes

El cálculo de la superficie libre con y sin influencia de los

efectos capilares es muy cómoda en el sistema no iner
cia). El aspecto más notorio en e! cálculo de la superficie
libre es que para cilindros pequeños hay una desviación
importante de la nueva forma superficial, respecto al pa
raboloide de revolución, esto debido a la inclusión de la

tensión superficial en la ecuación de balance de esfiierzo

nomral a la superficie libre. Esra desviación crece si R

disminuye o si crcrece. Más aún, ia ecuación de la super

ficie libre depende de los parámetros del material a
través del número de Bond, lo cual no ocurre en el ca

so ideal (BíJ —> oo); esto implica que la forma superfi
cial depende del fluido y del medio material en el que
está inmerso-
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Desde un punto de vista formal también es importante
observar que el problema dadt; por la ecuación (19) óene

una singularidad esencial si Bo —> ü, pues el lado izquierdo
de dicha ecuaciónqueda indeterminado. De igual manera, si
el limite impuesto por ia desigualdad (20) no se mantiene, la
búsquedade unasolución a laecuación diferencial no lineal
resultante c,s muycomplicada. En ambos casos se requieren
técnicas matemáticas especiales (como la teoría singular de
perturbaciones y el análisis a-sinrcitico), que están fuera del
alcance deestetrabajo. É

Bibliografía

Bconslitein, I. N. y Semendyayei'. 14. .\. (1585). Handbaak ojMaÜK-

maüa. Van No-Uvand Reinhold Co., New Yotk

Knpoiilit.sas, G. M. (1597). AciaMaibaaica. (122): 12.V

LfUldaii. L. D. y lifsliitz, I, M. (1959). Rml Mecbamcs. Ppiy5:iiiií>ii

Ptesv, Loiidoii.

Middlcinau, S. (1995). A'á^mmtlriealFlows: C^namccs o!FiltUi,

jí/j. andDro/a..^cadciiik-Press,San Diego

Ogodcc,Z. (1995). Eur. Joiir, Plys. (16)-256.

Snuitc.H. B. (1956). "Rotating Ruids", editado

por Biitclieior, G. K.y Davíes, R. M. Cambádge Umversity Press,

Londres.

Troutmim, J. L. (1983). '̂ 'orietlitnal Calculas. Springer-Verlag, New

York,

White, F-M. (1994). FluidMabaam.McGraw 1lili, N'ew Yoik.


