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Differentiation of Defined Integráis Ahout
Depending Seis of a Parameter
Abstract. Integráis that aredependenton aparameter, haeebeen
long usedasmathenaticaí tools losokeprohlems offluidphysies
andelectranagTetklheory. Hozeeier, theintroditctknofderivaticn
properties ofthese integráis mzectorcalatlaüon andphysies
textbooksareoLerlookedorpartiallypresentEd Tbispapergies a
detaÜedmathenaticaífiomialisn andsu^sts thephysicalcontext
ofthese integráis. So itpnruides a teaching strategi to show how
probiens areapproadxdund? a ngnous mathenattcal
hackground A series oftheotens andlervnaemth their
denaistrations aremdnded to^thermth theReynolds theoren
anddrreephysical appíications.

Introducción

En el estudio de la física de los fluidos y en el electro
magnetismo frecuentemente hay que resolverproblemas
que involucran integrales cuyo integrando y región de
integración son variables temporales. Así por ejemplo,
en la física de los fluidos, la masa contenida en una re

gión tndimensional se establece mediante una mtegral
definida de la densidad del fluido sobre tal región, si el
fluido se encuentra en movimiento entonces la regiónde
integración puede depender del tiempo así como de la
densidad de masa. La ley de conservación de la masa nos
conduce a reconocer que la derivada con respeao al
tiempo de aquella debe ser igual a cero, en este caso se
trata con el problema de derivar con respecto al tiempo a
una mtegral definida sobre una región variable en el
tiempo. Asimismo al considerar la ecuación de balance
de momentos también se enfrenta uno con el mismo

problema de derivar una mtegral de volumen sobre im
volumen que depende del tiempo. De lo anteriorse llega
alTeoremade Reynolds de la mecánica de fluidos. Apli
cando este torema al principio de conservaciónde la ma
sa y a la ecuación de balance de momentos, se obtienen

la ecuación de continuidad y las ecuaciones
de movimiento de Cauchy.

En electromagnetismo, por su parte, es
posible encontrarse con integrales de
superficie e integrales de línea. Por ejemplo,
para la ley de inducción de Faraday se trata
con una mtegral de superficie para definirel
flujo magnético a través de una superficie.
Este flujo puede depender del tiempo, y la
ley de mducción de Faraday asegura que la
derivada con respecto al tiempo del flujo
magnético es igual en valor absoluto a la
fuerza electromotriz (fem) generada a lo
largo de la frontera de la superficie de
mtegración. Lavariación de este flujo puede
deberse a la variación temporal del campo
magnético o biena la variación temporal de
la superficie de integración, o debida a am
bas. Si el campo es estático pero la super
ficie es vanable, entonces es posible demos
trar usando la fuerza de Lorentz que si la
frontera de la superfiae se deforma en función del tiem
po de tal manera que el flujo magnético sea variable,
entonces se cumple la ley de inducción de Faraday. Sin
embargo, si la frontera de la superficie está fija debido a
que la divergencia del campo magnético es cero, el flujo
magnético no cambia aún cuando la superficie en su
conjunto se encuentre en movimiento.

En los textos tradicionales de varias variables o de cál

culo vectorial, no tratan por lo general el problema de la
derivación de integrales definidas sobre regiones o con-
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juntos que dependen del tiempo (o de un parámetro).
Por otra parte en los textos de física donde presentan
estos problemas, la obtención de las fórmulas corres
pondientes a la derivada deeste tipode integrales sehace
conpoco rigordesde elpuntode vista matemático.

El propósito de este trabajo es justamente comple
mentar el material que se presenta en los cursos de cál
culo vectorial, proporcionando una obtención rigurosa
desde el punto de vista matemático, pero sin excederse
del nivel de un curso ordinario de cálculo vectorial diri

gido a estudiantes deciencias e ingeniería.
Para abordar elproblema, secomenzó por definir rigu

rosamente lo que se entiende poruna región (conjunto)
de integración que depende continuamente de tm pará
metro, para esto se introdujo el concepto de "flujo pa-
ramétrico" definido por un campo vectorial, que es jus
tamente la definición del concepto de líneas de campo
que seofrece en física. En latercera sección seenuncian
los teoremas correspondientes a la derivación de inte
grales definidas sobre conjuntos que dependen conti
nuamente de un parámetro. Las demostraciones subse
cuentes de estos teoremas se desarrollan una vez que se
demuestran una serie de lemas auxiliares, parafinalmente
completar la demostración de una manera digamos "ele
gante" desde el punto de vista matemático. Por último
en la cuarta sección a manera de ejemplo, se incluyen
aplicaciones en física de los teoremas que aquí se de
muestran.

I. Definiciones

Se considera el problema de la diferenciación de funcio
nes reales de variable real tales como:

<j>[t)=\ F[t,r[t)\-(^ ,

G[t,f(í)]-£é" ,
n>)

Í(í)= í ,
donde C (í) e W, S (t) c 913 sonuna curva y unasuper
ficie stiaves y D (í) es una región en íl", las cuales de

penden de im parámetro t. F y G son campos veao-
riales definidos en/xC(í)e/x5(í) respectivamente,
con / c 91. Para comenzar es conveniente introducir las

definiciones que permiten establecer aquello que se en
tiende por unacurva, superficie o región, dependiente de
un parámetro í.

D^tnicián 1. Sea v un campo vectorial O en / x D„,
donde / es un intervalo y D» es un subconjunto abierto
de 91". Las soluciones que se obtienen integrando el sis
tema de ecuaciones diferenciales ordinarias
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J =t;[í,r(í)],
se llaman curvas integrales delcampo vectorial ü.

El teorema de existencia y unicidad de las ecuaciones
diferenciales ordinarias asegura que por cada punto
r &Dn pasa unay sólo unacurva integral del campo vecto
rial ü.

Sea <f>^: D„ —> D» unafundón definida comosigue:

Paracada punto fijo r eD„, la función = ^, (?) con

te / (^,: / —• D«) es unaparametrizadón de la curva in

tegral del campo vectorial ü que pasa por r. Además
para cada í 8 / fija, el punto (f) corresponde a un

punto sobre la curva integral que pasapor r que se en
cuentra a una distancia rf(í) contada a partir de f y me
dida a lo lai^o dedicha curva integral. Si í > O, la "trasla

ción" delpunto r alpunto (r) es en la direcdón que

señala elvector Ü{t, r) tangente a la curva en r; si í <
O, la trasladón es en la dirección contraria.

Las funciones son de clase O, biyectivas y sus in

versas son también de clase O y satisfacen las relaciones
siguientes:

= identidad.

D^imáán 2. El "flujo" paramétrico generado por el

campo vectorial V es el conjunto de funciones {}

donde son las funciones definidas antes. Estas fun

ciones desplazan a cada punto r e D„end(í) unidades a

lo largo de la curva integral del campo vectorial V que
pasa por f.

D^hváón 3. Sea { } el flujo generado por el campo

vectorial ¿5 definido en / x D„con / c 9í un intervalo y
D„un conjunto abierto de 9í".Supóngase además que Bo
c D,„ de aquí se define al conjunto B{t) como B{t) =

5(í)={feD„|r =^,(fo) para algún neB^] oequiva
lentemente que5(í) = (5o).

Así, si Cb c: 913 y Sb c: 913 son una curva y unasuperfi
cie suave respectivamente, mismas que están contenidas

en Dy sobre el cual está definido el campo vectorial V,
entonces

C(í) =¡r6D, Ir =^,(ro) para algún

?o 6Q} =^(Q)'
5(1)= |f eDj If =^,(?o) para algún

(1)
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n, e5o¡ (2)
Si Do c D c l)í" es una región contenida en el con

junto abierto D„ de Dí" donde está definido el campo

vectorial ü, entonces esposible definir

D(t) =\r &D„\r = (ro ) para algún

^0 ^^0} - ^¡{P '̂ (3)
Las tres definiciones anteriores expresan que C{i), S{t)

y D(í) son el conjunto de los puntos que se obtienen al
desplazar end(i} unidades a cada punto, rj, € Co, Sb y Di
respectivamente, a lo largo delacurva integral del campo
vectorial ü que pasa por fg.

En esta sección se han definido las curvas, superficies
y regiones que dependen continuamente de un paráme
tro í e /.

11. Propiedades de las Integrales

A continuación se presentan los enunciados y las de
mostraciones de una serie de teoremas y lemas funda
mentales, dedonde se siguen las propiedades de diferen
ciación de integrales definidas sobre conjuntos que de
penden continuamente de un parámetro. El plan fue
enimciar losdosteoremas cruciales paraelproblema que
se pretende mostrar, a continuación se enuncian un teo
remay un par de lemas (junto con sus demostraciones)
que son necesarios para proceder a la realización de las
demostraciones de los dos primeros teoremas.

Teorema I: Sea ü un campo vectorial de clase O defi
nido en I XD3 donde / <z y D3 es un subconjunto

abierto de 91-'. Sea { } el flujo generado por el campo

vectorial ü definido sobre Dj de acuerdo a la ecuación

(2). Considérense C(í) (z D3 y S{t) c Di una curva y vina
superficie suave, respectivamente, que dependen de í en
la forma descrita en las ecuaciones (1) y (2). Supóngase
queFyG son dos campos vectoriales de clase O defini
dosen / XC(í) e / XS(í), respectivamente, entonces

•dr ;

•dr

donde A •B y A x B son el producto intemo y el

producto vectorial de los vectores A y B respectiva
mente.

Teor&na II (Reynolds): Sea ü un campo veaorial de
clase O definido en / x D„, donde / c 91 y Dn esun sub

conjunto de 91". Sea el flujo generado por el campo

vectorial v definido sobre D». Considérese D(í) c Dn

voe. $ NuMCMO Des, Julio

como una región que depende de t en la forma descrita
en laecuación (3). Supóngase que /? es un campo escalar
O definido en / x D(í). Entonces

—í yoííjf (í)]fln/ =í
dt Jn(t) I- " Jd(0 dt

Tearava III (diferenciación bajo el signo integral)
(Apóstol, 1957):

Sea i? = {(x , y) I x &A, y e. B-, A ezy B a

91"'} =AxBy donde

Ay B son conjuntos cerrados y acotados. Supóngase
que para cada y fijo en B, la integral múltiple ^ ( y) =

/(x, y)í5(''x existe. Si la derivada parcial ^ es

continua en Rpara todo i=1, 2, ..., m,la derivada ^
existe paracada y e fiy viene dada por

dy

Para demostrar el teorema anterior se requiere del si
guiente ijhid).

Lema I: Seaf continua en cada punto (x, y) e /? =

X B, conAyB subconjuntos cerrados y acotados de 91"

y 91»" respectivamente. Sea <f) la función definida en B

mediante

Entonces ^ es continua en B. En otras palabras, si

yo e 5 setiene

fe í =I fe /(*' 7)^"* =I /(* '70^"* =̂ ( %) •
Demostración:

Puesto quei? es tm conjunto cerrado y acotado,/es uni

formemente continua enR. Dado e > O, existe una ó(e)
tal que para todo par de puntos z=(x,y) y

f'=(x',y') en R que cumplen la condición

lz-2'|< 5, se tiene \f (2) - / (2')|< e. Si

I y 1

k(7)-^(y)|¿ I, |/(*.5')-/(*'.y)|̂ "-* =í:Vo1(/^
Esto establece la continuidad de ^ en 5.
Demostración del Teorema III:

Si >0 = (yi' - «7" - ,>) e Be y = (yi y,+ h,...,
B con h^O,se tiene

donde ^ =yi,^ ,y„con ^comprendido entre y,-e

y + h (¡teorema del valor medio!). Puesto que es

ciencia ERGO SUM 171



continua, se demuestrael teoremahaciendo ¿->0 y apli
cando el Lema I.

Como se dijo al principio de esta sección, con el pro
pósito de demostrar los Teoremas I y II, se requieren
establecer los lemas siguientes;

Lema II: Sea ü un campo veaorial definido en I x D
con/c iRyDjunsubconjunto abierto de Sean C(r)
y S(r) una cun^ y una superficie suaves respectivamente
(contenidas en Di), las que dependen de t en la forma

descrita en las ecuaciones (1) y (2). Supóngase que T (t)

es un vector tangente a 0(í) en cada punto y sea iV (í)
un vector normala S(í) en cada punto. Entonces

—=(r-v)-¿5.=r-(v¿))
íT

óÑ „ - _ -
— = Nv)N-(yv)-N.

a

Demostración;

Sea r —̂(í,^)con^ E[tt,¿']unaparametrizaciónde 0(t).
Entonces (Marsden y Tromba, 1991)

T (t) = esun veaor tangente a C(r) encada pun
to, así

dt d~r dd {fff -

iQ Sea r =Ó(í, (o^ /¡) e D c una pa-
rametri2ación de la superficie, entonces (z¿¿¿)
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\4y^)
~ '^a,/í)' 4a,fi)

^{n„N„N,) (4)
esun vector normal a S(t) en cada punto. Ahora

áÑ d^r ^ ^ d^r
dt dtda d0 da dtdp

daX^dt)^ dp dp\,dt}^ da
dü dr dv dr

da dp dp da

Usando la regla de la cadenay ordenando térmmos se
obtiene

dÑ _ ( d{x. y) t^(z,x)l ££ ( d{x. y) d{y,z)
dt 3x \'d{a,4' d{a,p)) dy { 3{a,0) '̂3{a,0)_

dO (d{z,x) _d[y,z) I
dz ^d[a,py d{a,py )

separando en componentes a D y empleando la ecua
ción (4) se obtiene

dz-dz'dzr^^"

- {V'ü)Ñ-{yv)'Ñ•

Conlo cual queda demostrado el Lema II.
Lema III: Sea o un campo vectorial definido enIxDn

con / c ÍR y Dn un conjunto abierto de 91'', Sea D{t)una
regón,contenida enDn, que depende deun parámetro t
en la forma definida en la ecuación (3). Sea F\ I x D -¥

D(í) una transformación definida como/^(í, = ^,(í)

donde ^ e Do. Entonces 77 =(V •t;)/ donde

} = es el jacobiano (Aposto!, op. át) de la

transformación f para cada t e /fija.
Demostración:

Para hacer la demostración se desarrolla d detenninante

jacobiano en cofactores con respecto al i^-ésimo renglón
con lo que se tiene

/= Cti;ii+... -I-Gb\M + — + ChM, (5)

v*i, s Nw*«aa Dea, Jwcio ií0t
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donde Cki es el cofactor del elemento ^, pero
ningún cofactorGfa contiene al elemento jik, entonces de
la ecuación (5) se sigue que

Usando la regla de la cadena, se tiene

pero por hipótesis no depende de í, = 1, , n,
entonces

d . (8)

ya que (nótese que en el penúltimo miembro

se usó la regla de la cadena); sustituyendo las ecuaciones
(6) y (8) en (7) se obtiene

• (^)
ot ¿=i /=! ox¡

Considérese ahora la sumatoria

n

Xj Qiitk ~ Qi in //n • (1®)
i=l

Si z= / entonces la ecuación (10) corresponde al desa
rrollo del determinante jacobiano en cofactores con res
pecto a la z-ésima columna y por lo tanto es igual a/. Si

entonces la ecuación (10) corresponde en este caso
al desarrollo en cofactores con respecto a la z-ésima co
lumna del determinante jacobiano con la z-ésima colum
na igual a la /-ésima coltomna y por lo tanto es igual a ce
ro. De donde

\J, sn = l-,
k=i [o. sizV/,

e introduciendo el símbolo

íl, sii-l-,

^ [o, úi^l,

^^kiJik -

se tiene que

S ^ki hi - • (11)
¿=i

Sustituyendo la ecuación (11) en (9) se obtiene

dj . dV: „ dV:

OI ,=i ^=1 /=! OX^ i=i 1=1 OXi
(12)

pero

-A
(13)

1-1 UX^

ya que Sf = 6^ = 1. Sustituyendo la ecuación
(13) en (12) se obtiene

Voi. 5 Núutno Ooi, Juno 199S

z?/ A ^V: A z7t). ,

Queda demostrado así este Lema.
Con los lemas ya establecidos se procede a continua

ción a demostrar el Teorema I.

Demostración:

i) Sea r = (T {t, 0) con 6 e \a, hl una parametrización
de la curva C(í), entonces, de la definición de integral de
línea (Apóstol, op. cit; Marsden y Tromba, op. cit. y Spi-
vak, 1972) se tiene

i f,/[l.K£)]-ár- =I f[(f.o-)(l,e)]. [1^
=̂ f[{F^a)(t,e)]f{c,e)d0, (14)

donde [Poa) {t, 0} = F[í, a {t, d)\ Como ahora el in
tegrando depende solamente de í y pero ^ a su vezno
depende de í, entonces es posible aplicar el TeoremaIII
y obtener

-í —--T +iFoa)-— Idd,
dt ^ ' dt^

alhacer uso de la regla de la cadena setiene

(af °g) -
dt dt

•oct-F
dx ¿dt^ dy

dF ,
—+ (v-V)f
dt

offl-r

g az 02

{t,d)cie

(15)

dz

(16)

debido a que ^ =

se obtiene

(foa) •̂ =(f»a) [f (Vi))]=[f (vi>)] (foct) =f•[(vü) (fo5)]
=[(V5)(f o5)].f ={[(/•v)5+/x(v xii)]o5]r (17)

en este último paso se ha utilizado la identidad vectorial
(Clemmow, 1973)

(v^)-(5) =(5-V)Í +Bx(WxA).
Sise sustituye (16) y (17) en (15), se obtiene

—J'[(.F ° ®)]' ~í' ^ +f X(V Xü)

invocando la identidadvettorial (ibid)
v(^-5)=(^-V)S+(5-V).4 -F^ x(Vx5)h-Sx(Vx^)
se consigue

ar(£,0)
dt

Ahora valiéndose del Lema II

-f[(fo5)(z,e)].f(z,0)«e=[
é (•)

dF_

dt
- VX(V Xf) +v(t) •f)

• tde

cF

•df.

Alsustituir en la ecuación (14) se concluye que
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-encías exactas aplicadas

TÍ ^-^=1(O

QP

—- ^X(vXf) -»- v(^ •F)

ii) Sea r =Ó(í, a, p) con (a, p) e c ' una pa-
rametrización de la superficie suave S{t). Entonces de la
definición de integral sobre unasuperficie de una campo

vectorial G (Apóstol, 1957; Marsden y Tromba, 1991;
Spivak, 1972), se tiene

7t í(o^f í[(^° P)1 P) '̂
donde (G oÓ)(í, a, p) = ,Ó(t, a, p)]. Como
ahora el integrando depende solamente de t, a, /?y ade
más a y no dependen de t, es posible aplicar el Teo
rema III:

=I
e(Goó) _ _v dÑ^n+(go<d).-^

dt

De la regla de la cadena setiene

Ñ-
¿(GoÓ) ^5 - dG

a ¿K

& dG d) dC ¿k'
ct di

cG T-f\^—+(v v)G

•Ñ

(20)

ahorade acuerdo con elLemaII, se sigue:

(G o<d) .— =(goé) •[(V •i;)Ñ - (Vt)) •Ñ].

=¡[(V •v)G-G-(Vt5)] oó} •Ñ
={[(V-i;)G-(G-V)T;]oé}-Ñ, (21)

donde se ha empleado la identidad vecto-

rialG-(Vt;) =(G-V)v.
Sustituyendo las ecuaciones (20) y (21) en (19) se ob

tiene

JJ(g. <i))(t,«,/?)] •Ñ(í,ar,/?)íía¿^=

V)G +(Vv)G-(gv)í> 6(t,a!,/?) •Ñ{t,a,d)á.oídfi.

De la identidad vectorial (Qemmow, qp. dt),

Vx(fixy4) =s(VM)-/4(V-5) +(^-V)5-(5.v)y4
se sigue

Tío[(^° ^)( '̂ P)] • =á

-I
dG

'Í)(í,a,p)l-Ñ(í,a,

=1(0 ^ +(V-G)?)-Vx(t)xG)
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sustituyendo en laecuación (18) se concluye que

TÍe<^=ícb "Sío «(O

dO— +(y-G)v-S7x(vxG)

Lo que demuestra el teorema.
Con los elementos desarrollados en las subsecdones

anteriores, es posible hacerla demostradón delTeorema
II de Reynolds:

Sea F:I XDq —> D{t) una transformadón entre la

región Dq y la región D{t) para toda í fija definida

como F con ^ e Dq . Del teorema de
cambio devariable en integrales múltiples se obtiene

ahorase puede aplicar elTeorema III, porque Dq es fi

jo.Asíse tiene

ó{poF)[t,4)
-k

+ P'

por lareg)a de la cadena

dt
•J =

f +(5V)p

•dV„ (23)

dp

dt
}

,=1 3x,-

dX:
debido a que . Luego delLema III se tiene que

P" ,4)]f=[p°f(«, 4)](V•vY], (25)
y sustituyendo las ecuaciones (24) y (25) en (23), se ob
tiene

parallegar a este último término se aplicó el teorema del
cambio de variable. Ahora, usando la identidad {jimi)

V-(TM) =^-V'T +TV •A (con T una fundón es
calar y A un vector), en la ecuación (26) y sustituyendo
elresultado enlaecuadón (19) seconduye que

4í pclV=\ \^+V-(pv)\íV.4d(0^ -bíO ai ^

De esta manera queda demostrado el Teorema de
Reynolds.

Voi. 5 NuHcao Ooi. Jvkio
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III. Aplicaciones

A manera de ejemplo se presentan a continuación tres
aplicaciones en las que es fácil reconocer la utilidad de
los aipimentos matemáticos presentados en las seccio
nes anteriores.

a) En electromagnetismo se definen integrales como
las siguientes (Clemmow, op. ciL-, Paúl y Nasar, 1987;
Tamm, 1979):

e= J^£ •fifi'

donde e representa la fuerza electromotriz (fem) que

produce el campo £ a lo largo del contomo cerrado

dS de Sy el flujo del campo magnético B a través
de la superficie S.

LaIty de inducción de Faraday {ibid) establece que
d

dt

y si 5 es tana superficie que depende del tiempo, de la
forma explícita comose ha planteado a lo largo de este
trabajo, entonces de acuerdo con el Teorema 1 y las
ecuaciones (27), se tiene que

e = -T®s.

[Edr =-[
•PS «(i)

(27)

(28)

+(V •B)v - VX{íi XjS) íñ.(29)

El segundo término del lado derecho de la ecuación

(29) es cero pues (V •B) =Odebido a que no existen
monopolos magnéticos (r¿¿¿). A la integral del tercer
término del lado derecho de (29) es posible aplicarle el
teorema de Stokes (Apóstol, cp. ciL; Marsden y Tromba,
op. dt-, Spivak, op. cit) de tal manera que la ecuación (29)
se puede escribir como

[ É-dr =—{ —•dá+\vxB-dr.
•05(0 «(O dt -05(0

Esta expresión permite reconocer que la fem inducida
sobre dS{t) se produce por lavariación de <I>g debido

a lavariación de B con el tiempo y por elmovimiento

del contomo dS{t) de 5 a través de S. Es de notarse

que por ser V •B = O, la fem inducida no depende de la
variación con eltiempo de S. Si dS{t) es fija, entonces

= Oy deacuerdo conla ecuación (30),

« dt

para cualquier superficie S quetenga como contomoa la

dB
curva cerrada dS . Si — = O, entonces la relación

dt

e = + |x)xB-fifies consecuencia de la fuerzade Lorentz.
•05(0

(30)

b) Dada una distribución de masa (carga eléctrica) p
(Malven, 1969 y White, 1991), la cantidad de masa (car
ga) contenida dentro de unvolumen Vviene dada por

iody,
pero el principio de conservación de la masa (carga) es
tablece que

porloque aplicando elTeorema II, se tiene que

+ (31)

o bien, aplicando elTeorema de Gauss (Aposto!, qp. dt;
Marsden y Tromba, (p. dt; Spivak, qp. dt) a la integral
del segundo término setiene que

donde dV es una superficie cerrada que contiene al
volumen V. Laecuación (31) esválida para todo V, por
lo tanto setieneque
do¿.v./=o, (33)

donde J =p>v representa la densidad de flujo de mate
ria (carga). La ecuación (32) indica que el aumento o
disminución de materia (carga) a través de la frontera
dV del volumen V. Mientras que la ecuación (33) es la
diferencial de continuidad que expresa la ley de conser
vación kodde la masa (carga).

c) Como en el ejemplo anterior, ahora se considera
una distribución de masap. LaCantidad de movimiento
o momento de un volumen de fluido V viene dado por
(Malven, op.dty White, op. cit)

[püfK,
de acuerdo conlasegunda leydeNewton, en mecánica de
fluidos o medios continuos se establece la ecuación de ba

lance demomentos como sigue:

= (34)

donde F denota las fuerzas que actúan en el volumen
defluido V. aplicando elTeorema II a cada componente
cartesiana deestaecuación vectorial, setiene que

'e(pxO ^
l dt

•V•(pffv) dV = F„

aplicando la regla de derivación, para elproducto de dos
funciones, alprimer término y laidentidad vectorial

V.((lL4) =(|)V-^-h^.V(l»,
al segundo término del integrando, respectivamente, se
obtiene
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Í,Íp(^h-5Í.V»,)+„,[^+V-(p®)) jy=F¡,

tomando en cuentala ecuación de continuidad (33) y ex
presando en formavectorial esta ecuación, setieneque

(35)

Ahorabien,en toeríade fluidos la fuerza F se expresa
comosigue (¿¿¿¿)

(36)

donde í(f, t,w) es la fuerza por unidad de área en la
posición r al tiempo t a través del elemento de área da

con dirección normal unitaria ñy b{r, t) es la fuerza
por unidad de masa que actúa sobre el elemento de vo
lumen de fluido dV en la posición r al tiempo t. El teo
rema de Cuachy establece que si la ecuación de balance
de momentos (34) se cumple, entonces í depende li-
nealmente de » y por lo tanto las componentes del

vector t se pueden escribir como í¿ = <pe

vectoiialmente se puede expresar como t = CT •ñ, don
de a(r, í) es una matriz 3x3llamada tensor de esfuer
zos de Cauchy ciyos elementos tj", que son la medida
dela i-ésima componente dela fuerza por unidad deárea
a través del elemento de superficie con normal unitaria

/, j-ésimo vector dela base cartesiana estándar. Sustitu

yendo esta expresión para t en laecuación (36) y usan
do elteoremade ladivergencia setieneque

F=\^[V-o +pb]clV,

donde V •á es un vector cv^a i-ésima componente es

•^-<3 -t f \ 1 •
/ 1 •Sustituyendo enla ecuaaon (35) se obtiene

laecuación integral:

•a+p^)dV,

como esta ecuación es válida para todo volumen V, se
llega así a lasecuaciones deCauchy:

(dv "1 . -VvJ =V-a-l-p¿

Considerando la ecuación de balance del momento an

gular ijbieF) se tiene
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— f XpvdV = y. tda-¥ x pbdV,

es posible demostrar que la matriz (tensor de esfuerzos)

esunamatriz simétrica tal que ct' = .

Conclusiones

Se demostraron una serie de teoremas y lemas, que tie
nen implicaciones importantes en las aplicaciones del
electronugnetismo y de la teoría de los fluidos, relativos
conlas integrales definidas sobreconjuntos dependientes
del tiempo. Se destacó como parte central del trabajo
una demostración rigurosa del teorema de Reynolds, Se
incluyeron tres ejemplos donde se requieren las citadas
integrales. Este trabajo planteó la necesidad de corregir
en la medida de lo posible las omisiones que existen
tanto en los libros de cálculo vectorial dondeno incluye
elproblema deladerivación de integrales definidas sobre
regiones que dependen del tiempo (o parámetro), y se
sugirió superar las deficiencias que exhiben lamayoría de
los textos de física donde la obtención de las fórmulas

correspondientes a la derivada de este tipo de integrales
se hace sin el debido rigor matemático. Se presentaron
las propiedades de las integrales definidas sobre conjun
tos que dependen continuamente de tm parámetro, si
guiendo un camino lógico que requiere el formalismo
matemático que en ocasiones se sacrifica durante la im
partición de cursos de electromagnetismo y de fltúdos
que son parte de los curricula de carreras tanto de inge
niería, de qtiímica e inclusive de física. É

ÍB?
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