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CorrespondenceAnalysisBased onAnalysis of
Variance or Dual Scaling. The Guttman and
Nishisato Approach. Practical Application
Abstrací. This article deals with Dual Scaling or

Correspondence Analysis based on analysis of

variance and its convergence with Correspondence

Analysis using contingency tables as developedby

Jean Paúl Benzecri of the French school ofíhought.
The Guttman and Nishisato approach as well as the

traditional Correspondence Analysis can be used,
however the results obtained wiíl invariably be

idéntica! whatever the method chosen.

Correspondence Analysis and Dual Scaling are

particularly useful in marketing research as well as
in social sciences.

Ei escalamiento doble tiene su origen en los
artículos de De Leuww (1973), Greenacre

(1978) y Nishisato (1979) y debe mucho a la

teoría matricial desarrollada en el siglo XVIII por

Euler, Cauchy, Jacobi, Cayley y Sylvester. La teoría

de representación de variables y datos en la misma

configuración no es nueva; los investigadores la han

descubierto y vuelto a descubrir en función de sus

necesidades. Esta teoría se ha denominado ya mé

todo de medias reciprocas, método de puntajes adi

tivos, método de puntajes apropiados, Guttman

weighting, análisis teórico de componentes princi

pales para datos cualitativos, escalamiento óptimo,

análisis factorial de correspondencias, análisis de
correspondencias, análisis de homogeneidad y esca

lamiento doble.

Muchos de estos métodos son utilizados actual

mente. la escuela francesa, encabezada por el pro

fesor Jean-Paul Bcnzécrí, utiliza el análisis de corres
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pondencias; la escuela holandesa (Rick de Leuww,

1973), el análisis de homogeneidad, y la escuela ca

nadiense, el escalamiento doble (Nishisato, 1980).

Los investigadores norteamericanos suelen utilizar

el análisis de correspondencias aunque sienten bas

tante más apego por el análisis de escalas

(escalamiento óptimo). La tendencia es una conver

gencia entre los dos tipos de métodos (Carroll y

Oreen, 1988) que Michel Tenenhaus y Forrest

Young sintetizaron en un articulo bastante notable

(Tenenhaus y Young, 1985).

En este sentido, el artículo tiene como propósito

presentar la teoría del escalamiento doble a partir

de datos de una tabla de doble entrada y comparar

los resultados con el análisis de correspondencias.

1. Teoría del escalamiento doble

1. Presentación de la teoría, según Guttman

La teoría del escalamiento doble se debe a S. Nishi

sato (1980), aunque el enfoque con respecto al análisis

de varianza fue introducido por Guttman en 1941.

Para determinar los valores óptimos en una escala

de categorías, Gutmann considera la tabla de datos X

de variables X\,... Xp, y presenta también medias de
hileras y la media total, como se observa en la labia

1, donde es la media del renglón i. Guttman

consideró la ecuación del análisis de varianza

(donde x es la media total)
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Variable Hilera

X^,...Xu>lt....Xl.XF,— Xp

X\,...Xl,X2....X2,Xr,...Xr

*1,... X\,X2,-- X2,Xf,... Xp

Columnas

definió el cociente if como la correlación cuadrada,

y planteó la maximización de

bajo las condiciones siguientes, media de X = O,
varianza ásX = 1.

2. Presentación de la teoría, según Nishisato

(Nlshisato, 1980)

El método representa una tabla de contingencia F,

de dimensiones (n,p) y el término corrientefji, como
un conjunto de datos de análisis de varianza a un

factor.

La variable columna posee p modalidades y se
pueden obtener los puntajes óptimos xi, X2,..., Xp,
para cada columna. La tabla 2 define F y sus totales

marginales.

La tabla 2 se presenta bajo forma de frecuencias

utilizadas en el análisis de correspondencias y la

tabla 3 presenta los datos bajo forma de análisis de

varianza.

a) Formulación de la teoría

Se considera minimizar el cociente SC'mtra/SCtotal

y maximizar el cociente SCinter/SCtotal, es decir.

CIENCIA ERGO SUU

minimizar la fracción de la suma de los cuadrados

intraclase (varianza por dentro) partido por la suma

total de los cuadrados {SCíotal = SCiníra + SCiníer)

y maximizar la fracción de la suma de los cuadrados

entre clases partida por la suma total de los cuadrados.

El cociente SCinter/SCtotal es llamado "cociente

de correlación al cuadrado" if, por lo cual:

= l-if
SCintra

SCtotal

¡=
SCintra

SCtotal

1 > > O

Análogamente, se puede considerar que minimizar
SCintra/SCtotal equivale a maximizar SCinter/SC
total.

Con el propósito de derivar fórmulas para las varian-

zas por dentro (intraclase), interclases y total, se pre

sentan las siguientes anotaciones clasificatorias:

Yj, = puntajeponderado del renglónj y de la columna i

Y, = suma de los valores ponderados

f¡ = suma total de los valores ponderados
Yj = valor ponderado del renglónj
fj = número total de valores ponderados de renglón j

yj = Yj/fj = media ponderada de valores de reglónj
yt = Y,/f = media general de valores ponderados

C -Y^t /f,- factor de corrección.

Las diversas fórmulas para el cálculode las varían-
zas se presentarían como sigue:

SCtotal = 1.1:{Yyd-

= ES P,,- - 2(P //,) SS Yj, +f,{Y, /f,f

= SSP,,-(P,/y:) = 55P,v-C

SCinter = Zfjiy - y,Y

= Z{rj/fj)- (P,./f,) = S(Py /fj)-C
SCintra = ES (Yj, -yjY

= 11 P,,-5(P,/^)

b) Presentación matricial

Se definirá:

^como la matriz de datos

/= vector de los totales de las columnas de F

D = matriz diagonal (pxp) de los totales de las

columnas de F

Dn= matriz diagonal (nxti) de los totales de los

renglones de F

A" = vector (pxl) de los puntajes de las categorías
p = número de columnas

n = número de hileras o renglones

g = númerode observacionespor renglón.
Por lo cual, aplicando las fórmulas obtendríamos:

la varianza total = SCtotal = X'D X\ y, la varianza

intergrupos= SCinter =X'F'D'^ F„X.
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En consecuencia:

, X'F'p-jFX
'' X'DX

Teniendo en cuenta que la suma de los puntajes

ponderados equivale a fX, el factor de corrección
equivaldría a:

( =

la varianza ínter gnipos a:

SCinter = A''[F 'D'^F-ff/ ftJX

la varianza total a:

SCtotal = X'fD -ff / ft]X

por lo cual

7_ SCinter X'[F' p-jF-ff/ ft]X
SCtotal X'[P-ff/ft]X

c) Optimación

if es un cociente de forma cuadrática y con el ñn de

optimizar el vector A' se puede maximizar tf direc

tamente o maximizar la suma de los cuadrados entre

grupos (SCinter) siempre que la suma total de los
cuadrados (SCtotal) quede fija.

Consideremos la fórmula simplificada de tf y la

condición X'P X = Jl (constante); debemos pues

maximizar X'F'P'̂ F X, y transformando X en IV,
obtendríamos:

W = X

lo cual equivaldría a:

X = D'^W

Entonces debemos maximizar

Q = W p-'^^F' p-„'Fp-'^^¡V

teniendo en cuenta que IV'¡V=JI,

Utilizando el método del multiplicador de La-

grange podemos reducir el problema a la resolución
de una ecuación homogénea.

dQW 0^, o
ciW ^ dX

donde:

Q = JF'p"^F' p-J F p-'^^ W- X(W'IV -fi)

La primera ecuación sería:

= 2p-"^ F' pf2W- 2XIW = O
dW

y la segunda:
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dQO'̂ =WW-ft =o
dÁ ^

lo cual daría que

Q.in p, ¡yt p

JVp-"^ F' p-JFP'"^W = W'XW

,^_lVp-'̂ -F'p-„'Fp-'̂ ^lV _X'F'p-,lFX
IV'IV X'PX

de estas ecuaciones obtendríamos que A = y las
ecuaciones a resolver serian:

Cp-f^^F' p-^FP-"^ -tfW =O

¡VW = /t

3. Análisis multidimensíonal

Consideremos C = D"'" f'D„"' F la matriz a dia-
gonalizar. El vector unidad es un vector propio triv

ial, que dejaremos de lado. rf\> if2> jfj serían los

valores propios de Ci, y IFj, íFj, IV3, los correspon

dientes vectores propios; nos referiremos a estos

vectores como vectores ortogonales. La matriz C

seria remplazada por Cu que tendría los mismos

valores y vectores propios menos el vector trivial.

Asi obtendríamos:

fV'jWJ

donde

I,'j=,7l] =tr(CI)

Xi = p-"^\Vj

A'i maximiza if, os llamada vector óptimo y es aso

ciada con los máximos locales de rf (vector óptimo

de pesos locales).

De manera práctica se suele calcular A'i con el corres

pondiente vector de puntajes y hacer de manera

análoga con Y\, Se pueden utilizar los vectores

propios ortogonales (Wj) o los vectores óptimos X/

que optimizan el criterio tf.
La primera dimensión revelará si el valor propio

es significativo. La prueba de la ;if (Ji cuadrada) in

dicará sí los valores propios restantes son significa
tivos y si se puede restar otra dimensión.

La fórmula de la ;if adaptada al escalamiento do

ble se presenta como la prueba de Bartlett:

x' =-[/i-I-I/2(n +m-l)]'Z.'j^,log,(l.tfj)

donde los grados de libertad equivaldrán a:

GL = (n-2) (m-2)

m = número de columnas
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n —número de renglones

y el porcentaje de inercia seria

para restar dimensiones se aplicarla el procedi

miento interatlvo, teniendo en cuenta las ecuaciones

siguientes presentadas en c.

(C-ifl)W =0

W'IV = Ji

y se restarían dimensiones

WjWj-

Wj'JVj

y =1.2 1-1

XJ y Wj representarían los vectores de las columnas

de la matriz de datos.

El vector óptimo sería indicado por l'i; el conjunto

de vectores óptimos, por ly:

"Jj

y los %'ectores ortogonales para los renglones corres
ponderían a

D¡rFXj_ D;rFD-"'lVj
U J - Un í j

'h

De manera practica, para restar dimensiones, se

analiza Si y se obser\'a si el para los valores

propios restantes es significativo.

11. Aplicación práctica comparativa del

escalamiento dable u un ejemplo del análisis de

correspondencias

Se puedo considerar el escalamiento doble como un

método de análisis de escalas asociado al análisis de

correspondencias. El escalamiento doble es capaz de
analizar matrices de datos, tablas de frecuencias,

tablas de contingencia, tablas disyuntivas, tablas de

Renqlones

1

2

3

4

Columnas

6 7

S 1 7

1 3 9

10 2 14

1 7 9

17 13 39

* Para los «st^ntos porcentajes ver apEnoke.
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Burt, etcétera, y se vuelve de hecho una técnica bas

tante interesante para el análisis de datos y para el

análisis de mercados en general.

1. Presentación de los datos del análisis

Con ci proposito de compararlo matemática y visual-

mente con otras técnicas, se han escogido datos ex

puestos previamente en el Jout-nal ofMarketing Re-
search (1986) por Douglas Carroll, Paúl Creen y

Caiherine Schaffer, para realizar un análisis de corres

pondencias. La tabla de datos escogida presenta ob

servaciones (o frecuencias absolutas) con sus res

pectivos totales (ver tabla 4).

Una de las razones por la cual se han escogido

estos datos es porque la inercia explicada en las dos

primeras dimensiones corresponde al total de la

inercia.

2. Presentación dei programa de análisis utilizado

El escalamiento doble empieza a ser una técnica

bastante conocida y utilizada en ciertas universi

dades norteamericanas. Existen varias versiones dei

programa DUALl escrito por Shizuhiko Nishisato

en 1979, versiones que se han ido perfeccionando

(Nishisato, 1980).

El programa integra matrices de datos, diversas

tablas (incluso tablas de datos ordinales), ordenados

por hileras, de comparaciones por pares y de cate

gorías sucesivas.

El programa de escalamiento doble utilizado para

el análisis de los datos presentes es la versión

DUAL3 para computadora personal (PC) de la Uni

versidad de Ottawa (Coulombe, s/f); este programa

es totalmente interactivo.

3. Análisis (le datos

Los datos previos han sido sometidos al análisis de

los programas DUAL3 (Coulombe s/f), CA de

análisis de correspondencias del paquete BMDP

(s/0- A efectos de control y para gráficas, se han
utilizado los paquetes SPAD (1984) en la versión PC

de la Universidad Brigham Young (s/f), PC-MDS y

el sistema CSS-graphics (s/f).

a) Análisis del listado del escalamiento doble (ver

apéndice 1)

El listado del escalamiento doble se pícenla de

manera bastante sencilla; la primera página recoje

¡os datos con los totales de los reglones y de las
columnas y a continuación presenta la matriz C (ver

IID) correspondiente a la matriz diagonal, donde la

traza do C cquh'ale a la suma de los valores propios.
Inercia total =

tr{Q = 0,5406 = 0,1378 + 0,2074 + 0,1954.
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La solución 1 corresponde a la presentación de la

primera dimensión donde el cociente de correlación
cuadrática {squared correlaíion ratio) corres

ponde a r]\-:

0.3780597

q^= VO.3780597 =0,6148656
V77) a la correlación máxima.

La varianza total para la dimensión 1 equivale a

q'¡ _ 0.3780597
= 0.69930208

tr(C) 0.5406243

El listado presenta seguidamente las coordenadas

de renglones y columnas con base en vectores ópti

mos (no normalizados y normalizados) y orto

gonales.

Se considerarán los pesos óptimos como coorde

nadas de los puntos renglones y columnas.

Los vectores renglones son calculados a partir de

ta ecuación

y los vectores columnas por la ecuación

Uj = Dn^Yj

donde

_Df^FD-'^-Wj
^ I

"J

Se consideran los puntos renglones y columnas

ponderados. Posteriormente, el listado presenta el ^

y una matriz de datos aproximados llamada también

matriz de frecuencias teóricas seguida de la matriz

residual-

E1 programa resta una dimensión suplementaria y

vuelve a presentar la misma información hasta la

extracción de toda la inercia (o varianza).

El residual indicará si se pueden restar otras

dimensiones. Si el no es significativo no se con

tinuará el análisis.

Ib) Análisis del listado de correspondencias según el

programa CA (correspondence analysis) del paquete

BMDP. Comparación de listados y gráficos (ver

apéndice 2).

Se puede observar en el listado de! paquete BMDP

que la inercia explicada es idéntica a la calculada

Dimensión 1

Plotof rows and columna

AX1S1

L1 = .3781 (69-9%)
L2= .1626(30.1%)

CINCOI
DOS I

- SIETE

-CUATRO

+...

-.50

-fUNO K-t

SEIS -

por el método del escalamiento doble, o sea 69.9%

para la primera dimensión y 30.1% para la segunda,

la inercia total es de 0.5406.

Las coordenadas de los puntos renglones y colum

nas son rigurosamente idénticas a las del listado del

escalamiento doble {optimal weighted vectors for

rows and columns, solution 1 and solution 2). Cada

solución representa una dimensión o im eje.

Se puede observar también que el cuadro 1 y el

cuadro 2 son rigurosamente idénticos.

El listado de BMDP presenta además información

complementaria sobro el peso relativo de los renglo

nes o líneas (MASS), la contribución de los ren

glones a la inercia total (INR, la suma INR para

renglones o columnas = inercia total), las coorde

nadas (FACTOR), la correlación con el eje o la di

mensión (C0R2) y la contribución relativa a la iner

cia del eje (CTR) (Abascal y Grande, 1989),

Este listado es una versión modificada del presen

tado en el programa "SPAD" (1984) (Statistical

Package for Analysis of Data) de Lebart, Morineau y

Warwick (1984) comunmente usado en Europa

(denominado "LADDAD") e inspirado por los traba

jos del profesor J.P.Benzécri.
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Conclusión

Se podría afirmar que el ascala/niciUo doble consli-
iiiyc un cirfoquc diferente del análisis de correspon
dencias. porque cslá basado en el análisis de varian-

¿a y encaja bien en la leería csiadislica iradicional,
por oposición al enfoque de análisis por componenles
príneipalcs de Benzécri, Lebari, Morineau (1984),

Tabart y Greenacre o al análisis canónico generali

zado de McKeon (1966) Saporta (1980) y Lecierc.

El escalamiento doble es capaz de analizar

cualquier tipo de dalos, al igual que el análisis de
correspondencias simples o múltiples; por ese simple

hecho se convierte en una herramienta de gran utili

dad para el análisis exploratorio en ciencias sociales

y particularmenteen la investigacióncomercial. ♦

Apéndice

1 S 1

14.29 71.43 14.29

11.11 29.41 7.69

2.56 12.82 2.56

6 1 3

55.66 11.11 33.33

65.56 5.89 23.06

12.82 2.56 7.69

2 10 2

14.29 71.43 14.21

22.22 58.82 15.36

5,13 25.64 5.13

1 1 7

11.11 11.11 77.77

11.11 5.89 63.85

2.SS 2.56 17.95

9 17 13

23.08 43.59 33.33

Análisis de Correspondencia

AxiSl:(69.g%)
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APENDICE 1

Dual Scalíng of Contingency Table

File Ñame: JMR86

Tille of sludy: Ejemplo de Dual Scaling

Dala Matrix:

1 5 1

5 I 3

2 10 2

1 1 7

Number of responses for roTvs:

7 9 14 9

Number of responses for columns;

9 17 13

Solution 1

Squarcd correíation ratio = .3780597

Ma.vimum correlation =.6148656

Delta (Total Variance accountcd for by 1 solii-

lion(S) = 69,93021%

Number of iterations = 14

Optimal/locally optimal wcighl vector (un-

weightcd. weighted by cía) for:

ROWS UMIWEIGHTED WEIGHTED COLUMNS UMWEIGHTED WEIOMTEO

1 0.91Sd 0.5632 1 -0.5070 -0.3117

2 -0.SS41 -0.5252 2 1.1099 0.6S2S

3 0.9159 0.5632 3 -1.1005 -0.6766

4 -1.2631 -0.7889

Orlhogonal weight vectors (unweighted. weighted

by eta) for;

I ROWS UMWEI6HTE0 WEIGHTED COLUMNS UNWEIGNTEO WEIONTED
2.4233

-2.5623

3.4271

-3.6492

1.4900

-15755

2.1072

-2.3667

Matrix C for EIGEN equation:

0.1379

•0.0900 0,2074

-0.0117 -0.1623

-1.5210 -0.9352

4.5764 2.6139

0.1954



Estudio del Análisis de Correspondencia según el Análisis de Varianza o Escalamiento Doble,

Trace of C = 0.5406243

Ordcr 1. residual malrix:

-0.15 0.04 0.11

2.37 -0.64 -1.73

-0.31 0.08 0.2.3

1.91 0.51 1.40

Solution 2

Sqiiared correlalion ratio = 0.1625685

Máximum correlalion = 0.4031978

Della (total variance accountcdfo by 2 solution(s)

= 100.0007%

Number of itcrations = 2

Optimal/locally optimal wcighl \ector (im-

weighted. wcighted by eta) for;

Rows Unweighted Weighted CoLUMNs Unweighted Weighted

1 -0,1350 -0,0544 1 1,7539 0,7072

2 1.6137 0,6506 2 -0,2493 -0,1005

3 -0,1350 -0,0544 3 -0,8882 -0,3581

4 -1,2988 -0,5237

Orthogonal« eight vectors

Rows Unweighted Weighted CoLUMNS Unweighted Weighted

1 -0,3571 -0,1440 1 5,2618 2,1216

2 4,8411 1,9519 2 -1,0280 -0,4145

3 -0,5050 -0,2036 3 -3,2025 -1,2913

4 -3,8963 -1,5710

Chi Square = 6.209552 with 2 degrees of frcedom

Ordcr 2 approximation of data matri.x:
1.00 5.00 1.00

5.00 1.00 3.00

2.00 10.00 2.00

1.00 1.00 7.00

Order 2 Residual niatrix:

0.00 -0.00 -0.00

-0.00 0.00 -0.00

0.00 -0.00 -0.00

-0.00 -0.00 0.00

APENDICE 2

Analysis of Observ'cd Freqiiency Table

Total Inertia = Sum of Eigenvalucs = 0.5406

Axis Eigenvalue % Of Inertia CUM % Histogram

1 0.378 69.9 69.9

2 0.163 30.1 100.0

Máximum Number Of Factors To Extract 2

Cut-OffTolerancc 90.00%

Number Of Factors Accounting For 90.00% Of

Inertia 2

Number Of Factors Actually Extracted 2

Chisquare Valué With 6DF= 21.084

Chisquare Associated P-Value = 0.002

úMCMO Oos. Jutiu 1944

CA Análisis de correspondencias

Row Ñame Mass QLT íNR Factor COR2 CTR

Axisi

Factor COR2 CTR

Axis 2

1 UNO 0.179 1.000 0.057

2 DOS 0.231 1.000 0.161

3 TRES 0.359 1.000 0.115

4 CUATRO 0.231 1.000 0.207

0.563 0.991 0.151

-0.525 0.395 0.168

0.563 0.991 0.301

-0.789 0.694 0.380

-0.054 0.009 0.003

0.651 0.605 0.601

-0.054 0.009 0.007

-0.524 0.306 0.389

CA Análisis de correspondencias
COLUMNS

Coi. Ñame Mass QLT INR Factor COR2 CTR

/Víis 1

Factor COR2 CTR

Axis 2

1 CINCO 0.231 1.000 0.138

2 SEIS 0.436 1.000 0.207

3 SIETE 0.333 1.000 0.195

-0.312 0.163 0.059

0.682 0.979 0.537

-0.677 0.781 0.404

0.707 0.837 0.710

-0.101 0.021 0.027

-0.358 0.219 0.263
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