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Correspondence Analysis Based on Analysis of
Variance or Dual Sealing. The Guttman and
Nishisato Approach. Practical Application
Abstract. This article deals with Dual Scaling or
Correspondence Analysis based on analysis of
variance and its convergence with Correspondence
Analysis using contingency tables as developed by
Jean Paul Benzecri of the French school of thought.
The Guttman and Nishisato approach as well as the
traditional Correspondence Analysis can be used,
however the results obtained will invariably be
identical whatever the method chosen.
Correspondence Analysis and Dual Scaling are
particularly useful in marketing research as well as
in social sciences.

1 escalamiento doble tiene su origen en los
articulos de De Leuww (1973), Greenacre
(1978) v Nishisato (1979) y debe mucho a la
teoria matricial desarrollada en el siglo XVIII por
Euler, Cauchy, Jacobi, Cayley y Sylvester. La teoria
de representacion de variables v datos en la misma
configuracion no es nueva; los investigadores la han
descubierto y vuelto a descubrir en funcién de sus
necesidades. Esta teoria se ha denominado ya mé-
todo de medias reciprocas, método de puntajes adi-
tivos, método de puntajes apropiados, Guttman
weighting, andlisis teérico de componentes princi-
pales para datos cualitativos, escalamiento éptimo,
andlisis factorial de correspondencias, andlisis de
correspondencias, analisis de homogeneidad y esca-
lamiento doble.
Muchos de estos métodos son utilizados actual-
mente: Ia escuela francesa, encabezada por el pro-
fesor Jean-Paul Benzécri, utiliza el andlisis de corres-
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pondenvias; la escuela holandesa (Rick de Leuww,
1973), el andlisis de homogeneidad, y la escuela ca-
nadiense, ¢l escalamiento doble (Nishisato, 1980).

Los investigadores norteamericanos suelen utilizar
el andlisis de correspondencias aunque sienten bas-
tante mas apego por el andlisis de escalas
(escalamiento dptimo). La tendencia es una conver-
gencia entre los dos tipos de métodos (Carroll y
Green, 1988) que Michel Tenenhaus y Forrest
Young sintctizaron en un articulo bastante notable
(Tenenhaus y Young, 1985).

En este sentido, el articulo tiene como propdsito
presentar la feoria del escalamiento doble a partir
de datos de una tabla de doble entrada y comparar
los resultados con el analisis d¢ correspondencias.

L. Teoria del escalamiento doble

1. Presentacidn de la teoria, segin Guttman

La teoria del escalamiento doble se debe a 8. Nishi-
sato (1980), aunque el enfoque con respecto al analisis
de varianza fue introducido por Guttman en 1941.

Para determinar los valores éptimos en una escala
de categorias, Gutmann considera la tabla de datos X’
de variables X),... X}, y presenta tambi¢n medias de
hileras ¥ la media tolal, como se¢ observa en la tabla
1, donde X; es la media del renglon i. Guitman
considerd la ecuacion del andlisis de varianza
(donde x es la media total)

G il o —_ — it —
Z:';fzj"-’(fkﬂ'x) =P 2 (X -x):’ g l;=12f=.f(4\.’5f‘x! )2
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definio el cociente 77 como la correlacion cuadrada,
y planted la maximizacion de

2_ PEi=i (% ‘3?)2
T Zhei( Xy -x )

bajo las condiciones siguientes, media de X = 0,
varianza de X' = 1.

2, Presentacion de la teoria, segin Nishisato
(Nishisato, 1980)

El método representa una tabla de contingencia F,
de dimensiones (#, p) y ¢l término corriente f;;, como
un conjunto de datos de andlisis de varianza a un
factor.

La variable columna posee p modalidades y se
pueden obtener los puntajes éptimos x;, x,..., X,
para cada columna. La tabla 2 define /'y sus totales
marginales.

La tabla 2 s¢ presenta bajo forma de frecuencias
utilizadas e¢n el analisis de correspondencias y la
tabla 3 presenta los datos bajo forma de analisis de
varianza.

a) Formulacion de la teoria
Se considera minimizar ¢l cociente SCintra/SCrotal
y maximizar el cociente SCinfer/SCtotal, es decir,
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minimizar la fraccidn de la suma de los cuadrados
intraclase (varianza por dentro) partido por la suma
total de los cuadrados (SClotal = SCintra + SCinter)
y maximizar la fraccién de la suma de los cuadrados
entre clases partida por la suma total de los cuadrados.

El cociente SCinter/SCtotal es llamado “cocicnle
de correlacion al cuadrado™ 772, por lo cual:

SCinira
=
SCtotal ?}2
s ?72 g SCintra
SCiotal
12520

Andlogamente, se puede considerar que minimizar
SCintra/SCiotal equivale a maximizar SCinter/SC-
total.

Con el proposito de derivar formulas para las varian-
zas por dentro (intraclase), interclases y total, se pre-
sentan las siguientes anotaciones clasificatorias;

Y;; = puntaje ponderado del renglon j v de la columna /
Y, = suma de los valores ponderados

/i = suma total de los valores ponderados

¥; = valor ponderado del renglén /
J; = nimero total de valores ponderados de renglon
y;=1Y;/f =media ponderada de valores de reglon f
v, =Y,/ /; = media general de valores ponderados

C =Y / f; = factor de correccién.

Las diversas férmulas para el cilculo de las varian-
zas se presentarian como sigue;

SCrotal = ZZ (Y - y)?

=EZ V- 2SS Y+ (Y S
=T V- (% /f)=SSP;-C

SCinter =T f{y - y,)*

=LA/ = (5 ) =8P )~ €
SCintra =22 (¥; - vp)?
=32 1 -S(P%/f)

b) Presentacién matricial
Se definira:
I'= (f;;) como la matriz de datos
J= vector de los totales de las columnas de 77
D = matriz diagonal (pxp) de los totales de las
columnas de
Dr= matriz diagonal (nx#n) de los totales de los
renglones de F
X = vector (px/) de los puntajes de las categorias
p = namero de columnas
n = numero de hileras o renglones
£ = numero de observaciones por renglén.
Por lo cual, aplicando las formulas obtendriamos:
la varianza total = SCrotal = X'D X, y, la varianza
intergrupos = SCinter = X'F'D F, X,
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En consecuencia:

v]-’ XF D;rl FX
' DX
Teniendo en cuenta que la suma de los puntajes
ponderados equivale a /X, cl factor de correccion
cquivaldria a:
AWNAY
S
Ia varianza inter grupos a:
NCinter = X'[F' D F-fy/ f]X

=

la varianza total a:
SCrotal = X(D- [/ fiJX
por lo cual

,_ SCinter _ X'[F' Djl F-f/ fiIX
SCrotal ~ X'[D-ff/ fiIX

¢) Optimacion

1 es un cociente de forma cuadratica y con el fin de
optimizar el vector X se puede maximizar 7 direc-
tamente o maximizar la suma de los cuadrados cntre
grupos (SCinter) sicmpre que la suma total de los
cuadrados (SCrotal) quede fija.

Consideremos la férmula simplificada de #* y la
condicion X’D X" = ft (constantc); debemos pues
maximizar X’F'D" F X, y transformando X en W,
obtendriamos:

W=D*X
lo cual equivaldria a:
X=D"*W

Entonces debemos maximizar
Q = D-I/Z F' D;,’FD"”W

teniendo en cuenta que W'V = f2,

Utilizando el método del multiplicador de La-
grange podemos reducir el problema a la resolucién
de una ecuacién homogénea.

do(w) oy do(w) o
aw di ’

donde:
Q =W DI/2F: D;IIFD-I/Z "V-Z.(W'"/-ﬁ)
La primera ecuacion seria:

dg;(:;w =2pV2F AW 200w =0

y la segunda:
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O _ww-p=
e LW fi=0

lo cual daria que

DR F pDIF DW= AW

W D2 E D EDIW = AW

P4 D'?F plF DWW _ X'F plFX
ww X'DX

de estas ccuaciones obtendriamos que A = 77 y las
ccuaciones a resolver serian:

(D-IIZ F D;:I FD-I/Z - 7]21),”V =0

WW = fi

3. Anilisis multidimensional

Consideremos C = D2 F'D," FF D''? la matriz a dia-
gonalizar, El vector unidad es un vector propio triv-
ial, que dejaremos de lado. 7%, > 5%, > ;3 scrian los
valores propios de C,, y W), W,, I¥3, los correspon-
dientcs vectores propios; nos referiremos a estos
vectores como vectores ortogonales. La matriz C
scria remplazada por C), que tendria los mismos
valores y vectores propios menos ¢l vector trivial.
Asi obtendriamos:

Wy

Cl= Z;}; jm

donde

Thern=1r(Cl)
X;=D"?w;

X maximiza 7P, ¢s Hamada vector optimo y ¢s aso-
ciada con los maximos locales de 72 (vector ptimo
de pesos locales).

Dec manera prictica se suele calcular X; con el corres-
pondiente vector de¢ puntajes y hacer de mancra
analoga con Y;. Se pueden utilizar los vectores
propios ortogonales (}#j) o los vectores dptimos Xj
quc optimizan el criterio 77,

La primera dimensién revelard si el valor propio
¢s significativo. La prueba de la 22 (ji cuadrada) in-
dicard si los valores propios restantcs son significa-
tivos y si se puede restar otra dimensién.

La férmula de la z* adaptada al escalamiento do-
ble se presenta como la prueba de Bartlett:

K== lf-1-1/2n+m- D] T, log, (1 - 11})

donde los grados de libertad equivaldran a:
GL = (n-2) (in-2)
m = numero de columnas
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n = numero de renglones
y el porcentaje de inercia seria

ir(C)

para restar dimensioncs se aplicaria el procedi-
micnto interativo, teniendo en cuenta las ecuaciones
siguientes presentadas en c.

(C-17 DIV =0
WW=fi

y se restarian dimensiones

B Wil g
CjH' = ;];.——-Ierer
j=1.3 .41

Xj y IV} representarian los vectores de las columnas
de la matriz de datos.

El vector optimo seria indicado por I3; el conjunto
de vectores 6ptimos, por I7j:

y los vectores ortogonales para los renglones corres-
ponderian a

’Irf.? EYJ’ . ;}J‘r“_j }?D-U.? IVJ'

U= pily. =
J nosg 7, "

De manera préctica, para restar dimensiones, se
analiza & y se observa si el »* para los valores
propios restantes es significativo.

II. Aplicacion prictica comparativa del
escalamiento doble a un cjemplo del anilisis de
correspondencias

Se puede considerar el escalamiento doble como un
método de analisis de escalas asociado al andlisis de
correspondencias. El escalamiento doble es capaz de
analizar matrices de datos, lablas de frecuencias,
tablas de contingencia, tablas disyuntivas, tablas de

COLUMNAS
RENGLONES 5 4] 7
1 1 5 1
2 5 1 3
3 2 10 2 14
4 1 1 7 9
9 b d 13 39
* PARA LOS DISTINTOS PORCENTAJES VER APENDICE.
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Burt, etcétera, y se vuelve de hecho una técnica bas-
tante interesante para el analisis de datos y para cl
andlisis de mercados en general,

1. Presentacion de los datos del analisis

Con el proposito de compararlo matemadtica y visual-
mente con otras técnicas, s¢ han escogido datos ex-
puestos previamente en el Journal of Marketing Re-
search (1986) por Douglas Carroll, Paul Green y
Catherine SchafTer, para realizar un andlisis de corres-
pondencias. La tabla de datos escogida presenta ob-
servaciones (o frecuencias absolutas) con sus res-
pectivos totales (ver tabla 4).

Una de las razones por la cual se han escogido
cstos datos es porque la inercia explicada en las dos
primeras dimensiones corresponde al total de la
inercia,

2. Presentacion del programa de analisis utilizado
El escalamiento doble empieza a ser una técnica
bastantc conocida y utilizada en ciertas universi-
dades norteamericanas. Existen varias versiones del
programa DUALIL escrito por Shizuhiko Nishisato
en 1979, versiones que se han ido perfeccionando
{Nishisato, 1980).

El programa integra matrices de datos, diversas
tablas (incluso tablas de datos ordinales), ordenados
por hileras, de comparaciones por pares y de cate-
gorias sucesivas.

El programa de escalamiento doble utilizado para
cl analisis de los datos presentes es la version
DUALS3 para computadora personal (PC) de la Uni-
versidad de Ottawa (Coulombe, s/f); este programa
es totalmente interactivo.

3. Andlisis de datos

Los datos previos han sido sometidos al andlisis de
los programas DUAL3 (Coulombe s/f), CA de
andlisis de correspondencias del paquete BMDP
(s/f). A cfectos de control y para graficas, se han
utilizado los paquetes SPAD (1984) en la version PC
de la Universidad Brigham Young (s/f), PC-MDS y
el sistema CSS-graphics (s/f).

a) Analisis del listado del escalamiento doble (ver
apendice 1)

El listado del escalamiento doble se presenta de
manera bastante sencilla; la primera pagina recoje
los datos con los totales de los reglones v de las
columnas y a continuacion presenta la matriz C (ver
I1 D) correspondiente a la matriz diagonal, donde la
traza de C cquivale a la suma de los valores propios.

Inercia total =

#(C) = 0,5406 = 0,1378 + 0,2074 + 0,1954.
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La solucién 1 corresponde a la presentacion de la
primera dimensién donde el cociente de correlacion
cuadratica (squared correlation ratio) corres-
ponde a 7%

m*= 0.3780597

m= 403780597 =0.6148656

v 771 a la correlacion maxima.

La varianza total para la dimensidn 1 equivale a

e 7, 03780597

- - = 069930208
#(C)  0.5406243

El listado presenta seguidamente las coordenadas
de renglones y columnas con base en vectores opti-
mos (no normalizados y normalizados) y orto-
gonales.

S¢ consideraran los pesos Optimos como coorde-
nadas de los puntos renglones y columnas.

Los vectores renglones son calculados a partir de
la ecuacidn

Xi=D"%w;
:JI = ]7 2) 3;") l'
v los vectores columnas por la ecuacién

U;= foz Y

donde
y.= ;JJFXJ'
e
T:"_j
b{ _ D;?JQ FD_'U;J H;f
i

ny

Se consideran los puntos renglones y columnas
ponderados. Posteriormente, el listado presenta el 3*
y una matriz de datos aproximados llamada tambi¢n
matriz de frecuencias tedricas seguida de la matriz
residual,

El programa resta una dimension suplementaria y
vuelve a presentar la misma informacion hasta la
extraccion de toda la inercia (o varianza).

El #* residual indicard si se pueden restar otras
dimensiones. Si el y* no es significativo no se con-
tinuara el analisis.

b) Analisis del listado de correspondencias segun el
programa CA (correspondence analysis) del paquete
BMDP. Comparacion de listados y grificos (ver
apéndice 2).

S¢ puede observar en el listado del paquete BMDP
que la inercia explicada es idéntica a la calculada

Wor, 3 Houaino Doo, Jurio 1988

CUADROM

ANALISIS DE\CORRESRONDENGIAS SEGU

o8

ALAMIENTODOBLE

sm

0.6

0.4

0.2

DIMENSION 2

-1 -0.5 0 0.5
DIMENSION 1

AXIS1

L1= .3781 (69.9%)
L2= .1626 { 30.1%)

* + et UN O—+-+
2 - | SEIS -
- SIETE I -
-CUATRO | -
R Ay i ;e s R +..
-.50 50
0.0 1.0

por el metodo del escalamiento doble, o sea 69.9%
para la primera dimensioén y 30.1% para la segunda,
la inercia total es de 0.5406.

Las coordenadas de los puntos renglones y colum-
nas son rigurosamente idénticas a las del listado del
escalamiento doble (optimal weighted vectors for
rows and columns, solution 1 and sofution 2). Cada
solucién representa una dimension o un gje.

Se puede observar también que el cuadro 1 v el
cuadro 2 son rigurosamente idénticos.

El listado de BMDP presenta ademas informacion
complementaria sobre ¢l peso relativo de los renglo-
nes o lineas (MASS), la contribucién de los ren-
glones a la inercia total (INR, la suma INR para
renglones o columnas = inercia total), las coorde-
nadas (FACTOR), la correlacidon con el ¢je o la di-
mensién (COR2) vy la contribucion relativa a la iner-
cia del gje (CTR) (Abascal y Grande, 1989).

Este listado es una versién modificada del presen-
tado en el programa “SPAD” (1984) (Statistical
Package for Analysis of Data) de Lebart, Morineau y
Warwick (1984) comunmente usado en Europa
(denominado “LADDAD™) e inspirado por los traba-
jos del profesor J.P.Benzécri.
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Conclusion

Se podria afirmar quc cl escalamiento doble consti-
tuye un enfoque diferente del andlisis de correspon-
dencias. porque estd basado en el andlisis de varian-
za y encaja bien en la teoria estadistica tradicional,
por oposicion al enfoque de andlisis por componenies
principales de Benzécri, Lebart, Morincau (1984),

Tabart y Greenacre o al analisis canonico generali-
zado dec McKcon (1966) Saporta (1980) y Leclerc.

El escalamiento doble es capaz de analizar
cualquier tipe de datos, al igual que el analisis dc
correspondencias simples o multiples; por ese simplc
hecho se convierte en una herramienta de gran utili-
dad para cl analisis exploratorio en ciencias sociales
y particularmente en la investigacion comercial. @

APENDICE

APENDICE 1
Count cs cé c7 ToTaL i 3
Dual ling of Contingency Tabl
ok . 4 2 .ua Scaling of C gency Table
CoL % File Name: JMR86
ToTaL % Title of study: Ejemplo de Dual Scaling
Hi 1 5 X 7 Data Matrix;
1 14.29 71.43 14.29 17.95 _
1111 29.41 7.69 1 5 1
2.56 12.82 2.56 5 1 3
H2 5 1 3 9 2 10 2
2 55.56 11.11 33.33 23.08 1 1 7
55.56 5.89 23.08
12.82 256 768 Number of responses for rows:
H3 2 10 2 14 7 9 14 9
& 1429 43 1521 = Number of responses for columns:
22.22 58.82 15.38
513 25.64 513 9 17 13
H4 1 1 7 9
4 11.11 11.41 7737 23.08 Solution 1
11.11 5.89 53.85 ! :
588 288 — Squa‘red correlatmr.t ratio = 3780597
ToTAL g 17 13 39 Maximum correlation = 6148656
23.08 43.59 33.33 100.00 Delta (Total Variance accounted for by 1 solu-

DUAESCALING OFCONTINGENCY TABLE

tion(s) = 69.93021%
Number of iterations = 14
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Optimal/locally  optimal weight wvector (un-
ANALISIS DE CORRESPONDENCIA weighted, weighted by cta) for:
ROWS UNWEIGHTED WEIGHTED COLUMNS UNWEIGHTED WEIGHTED
i mﬁﬁlﬂ: (30.1%) 1 09158  0.5632 1 -0.5070  -0.3117
2 -08541 -0.5252 2 11099  0.6825
oH4 3 08159  0.5632 3 -1.1005  -0.6766
4 -1.2831 _ -0.7889
oC7
Orthogonal weight vectors (unweighted. weighted
by eta) for:
0.co00 s oH3 ROWS UNWEIGHTED WEIGHTED COLUMNS UNWEIGHTED WEIGHTED
1 24233 1.4900 1 1.5210  -0.9352
2 25623 -15755 2 45764  2.8139
3 34271 24072 3 -3.9677  -2.4396
oH2 4 -3.8492  -2.3667
-1.0000 Matrix C for EIGEN equation:
-1.0000 0.0000 1.0000 0.1379
Axisi: (69.9%) -0.0900 0.2074
-0.0117 -0.1623 0.1954
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Trace of C = 0.5406243 CA Andlisis de correspondencias
Order 1. residual matrix: Rows
0.15 0.04 011 Row Name Mass QLT INR | FactorR COR2 CTR | FacTor COR2 CTR
o ’ ) Axis 1 Axis 2

237 064 -173 1 UNO 0.179 1.000 0.057 | 0.563 0.991 0.151 | -0.054 0.009 0.003
-0.31 0.08  0.23 2  DOS 0.231 1.000 0.161 | -0.525 0.395 0.168| 0.651 0605 0,601
1.91 0.51 1.40 3 TRES 0.359 1.000 0.115| 0.563 0.991 0.301 | -0.054 0.008 0.007

4 CUATRO 0.231 1.000 0.207 | -0.780 0.694 0.380 | -0.524 0.306 0.389

Solution 2

Squarcd correlation ratio = 0.1625683 CA Andlisis dc correspondencias
Maximum corrclation =0.4031978 CoLums
R . Cot. Name Mass QLT INR | FactoR COR2 CTR | FactorR COR2 CTR
Dclia (total variance accountedfo by 2 solution(s)
) o - Axis 1 Axis 2
= 100.0007% 1 CINCO 0.231 1,000 0.138 | -0.312 0.163 0.059| 0.707 0.837 0.710
Number of iterations = 2 2 SEIS 0436 1.000 0.207| 0.682 0979 0537 -0.101 0021 0.027
Optimal/locally  optimal weight vector (un- 3 SIETE 0.333 1.000 0.195| -0.677 0.781 0.404| -0.358 0.219 0.263
weighted. weighted by eta) for:
Rows UNWEIGHTED WEIGHTED COLUMNS UNWEIGHTED WEIGHTED B i
1 -0,1350 -0,0544 1 1,7539 0,7072 BIBLIOGRAFIA
2 1,6137 0,6506 2 -0,2493 -0,1005
3 -0.1350 0.0544 a 08882  -0.3581 Abascal, E. v Grande, 1. (1989). Métodos nndtivariantes para la
4 12988 -05237 investigacion comercial. Aricl Economia. Barcclona. pp. 83-121.
BMDP_ (¢/). “Biomedical Package™, en Statistical Software Inc.
Orthogonal wcight vectors Los Angeles, CA.
” oo >
Rows UNWEIGHTED WEIGHTED COLUMNS UNWEIGHTED WEIGHTED Carroll. D. y Green, P.
1 0.3574 -0.1440 4 5.2618 21216 ___(1988). “An INDSCAL bascd approach to multiple corre-
2 4.8411 1.9519 2 -1.0280 -0.4145 spondence analysis™: en Journal of Marketing Research. Vol.
3 -0,5050  -0,2036 3 -3,2025  -1,2913 25, Nam. 2. pp. 193-203.
4 -3,8963 -1,5710 y Schafter, C. (1986). “Interpoint distance comparisons in
correspondence analysis™, en Journal of Marketing Research.
Chi Square = 6.209552 with 2 degrees of frcedom Vol. 23, Agosto. pp. 271-279.
Order 2 approximation of data matrix: Coulombe, D. (s/f). Etéments de structures relationnelles en psy-
1.00 5.00 1.00 chologie, programmes d'analyse des données pour ordinateurs
5.00 1.00  3.00 personnels. Ecole de Psychologie. Université d'Ottawa.
2.00 10.00  2.00 CSS-Graphics. (sf). “Complete Statistical System”. Statsoft, Tulsa,

OK 74104, USA.
Hoffman, D. y Franke, G. (1986). “Correspondence analysis:

1.00 .06 7.00

Order 2 Residual matrix: graphical representation of categorical data in marketing re-
0.00  -0.00 -0.00
-0.00 000 -0.00
0.00  -0.00 -0.00

-0.00  -0.00 0.00

search™, enJournal of Marketing Research, agosto. pp. 213-227.
LADDAD. (s). Logiciel de I'Association pour le Développement
et la Diffusion de l'Analyse des Données. ADDAD. Paris.
Lebart, L., Morincau, A, y Wanvick, K. (1984). Correspondence
analysis and related techniques for large matrices. John Wiley
, and Sons. New York.
APENDICE 2 .
Nishisato, S.

. (1976). Optimal scaling as applied to diferent forms of
Analysis of Obscrved Frequency Table

Total Inertia = Sum of Eigenvalues = 0.5406

data. Onlario Institute for Studies in Education, technical report
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