Flujos lento y rapido de un medio
granulado: la influencia de la
gravedad y la friccion
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Slow and Rapid Flows of a Granular Media:
the Influence of the Gravity and the Friction
Abstract. In this work we present a review on the main
aspects of the granular media within a box. We study the
slow and rapid granular flows in this system under gravity
and external forces. The role of the gravity and frictional
Jorces are empbasised as a mechanism to control the
deformation of these media.

I. Aspectos generales

La arena, los suelos, los polvos medicinales, in-
dustriales y alimenticios y los granos agricolas,
entre otros, son un conjunto de materiales cono-
cidos como medios granulados. Para dar una idea
de su importancia en nuestra vida cotidiana, es
conveniente decir que en la industria quimica es-
tos materiales representan, en términos de su pe-
50, aproximadamente 50% de los productos ter-
minados y 75% del matertal en bruto [1, 2, 3]. Sin
embargo, a pesar de su abundancia, el comporta-
miento de los medios granulados es aun poce
entendido [1, 4, 5, 6, 7, 8]. Para resaltar solo una
de las dificultades que ello ongina, podemos
mencionar que, segin cdlculos recientes, se esti-
man desperdicios de hasta 40% en la capacidad
de muchas plantas industriales debido a proble-
mas relacionados con el transporte de dichos ma-
teriales [2, 3]. Es logico insistir que la compren-
s16n del comportamiento de los medios granula-
dos puede representar sustanciales ahorros y me-
joras en los procesos de manejo, transporte y
control de calidad de estos materiales.

Desde el punto de vista de su composicién
(microestructura), los medios granulados son
agregados de granos rigidos que interaccionan

Wov, 4 Howeno Oon, Jupio 19087

principalmente por contacto (friccion y colisiones
inelasticas entre ellos), los cuales se encuentran in-
mersos en un fluido intersticial que generalmente
es aire 0 agua. No obstante, si la densidad de los
granos constituyentes del medio granulado es
mucho mayor que la del fluido intersticial o el
material estd muy empaquetado, entonces las inte-
racciones por contacto dominan a los esfuerzos
viscosos y a las interacciones fluido-particula.
Esto significa que la presencia del fluido intersti-
cial puede ser despreciada. Ademas, el tamaio ca-
racteristico de los granos individuales en un me-
dio granulado puede variar desde unas cuantas
décimas de micrometros, en el caso de los polvos
ultrafinos, hasta algunos centimetros, en el caso
de sélidos fracturados [1].

Esta aparente simplicidad en la estructura
(tamafio y forma) y en la mteraccion entre granos
(interaccion tipo esferas duras inelasticas), con-
trasta enormemente con la presencia de cimulos
atomicos o moleculares en los liquidos o en
los sdlidos, debido a que a menudo estos cumulos
dan origen a complejos potenciales de interaccion,
lo cual dificulta el cdlculo de sus propiedades ma-
croscopicas.
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Aun con estas ventajas el estudio tedrico de los
medios granulados a partir de la interaccién entre
granos (descripcion micromecinica), es actual-
mente muy limitado [9, 10, 11] y carece de los
alcances de las teorias microscopicas (estadisticas
y cinéticas) de los liquidos y los sdlidos. En las si-
guientes secciones se verd que los principales res-
ponsables de esto son la accién de la gravedad, la
inhomogeneidad en el material granular causada
por la existencia simultinea de zonas de alta y
baja concentracién de granos, las colisiones ine-
listicas entre granos, y la friccion.

Por otro lado, en la aproximacion del continuo,
esto es, cuando la interaccién entre granos indivi-
duales en principio no requiere considerarse, la
dinimica granular puede describirse al analizar
elementos de volumen que contienen un gran
nimero de granos. No obstante, esta aproxima-
cion solamente es Util para describir correcta-
mente muy pocos fendmenos, puesto que a me-
nudo se requiere obtener nformacién a nivel de
granos individuales.

Los fendmenos colectivos mads importantes en
un medio granulado son la dilatancia, la segrega-
cion y el arqueo. La dilatancia [12, 13] tiene que
ver con los difercntes acomodos espaciales
(empaquetamientos) que pueden adoptar los gra-
nos, ya sea en el caso estitico o bajo movimiento.
Debido a esto, en un medio granulado comiin-
mente ocurre que €l material se dilata al aplicarle
una fuerza compresiva, contratiamente a lo que
ocurre con un liquido. Lo anterior es debido a
que la fuerza aplicada sobre el material induce un
desplazamiento relativo entre los granos que in-
crementa el espacio entre ellos.

La segregacién granular consiste en la separa-
cién espacial del material en zonas o cimulos de
distinto tamafio de grano y, en ultima instancia, es
debida a la existencia de movimiento relativo en-
tre los granos [14], causado por vibracion vertical
o por rotacién horizontal [15]. En el caso de sis-
ternas en los cuales la segregacion cs inducida por
vibracién vertical, se sabe que ésta es fuertemente
dependiente del tamafio relativo entre granos, de
1a aceleracién de la vibracién y por la friccion en-
tre los granos y las paredes del recipiente. Re-
cientcmente se ha descubierto [16, 17} que, en re-
cipientes con paredes verticales paralelas al vector
aceleracion de la gravedad (bins), la segregacion
granular es generada por el movimiento convecti-
vo durante el cual los granos cerca de las pacedes
van hacia abajo y en el centro ascienden (convec-
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cion descendentc), mientras que el movimiento
contrario (conveccion ascendente) ocurce en sis-
temas vibrados verticalmente pero con paredes
inclinadas (hoppers). Este movimiento convectivo
se produce por la friccion entre las paredes de los
recipientes y los granos y ocurre aun en sistemas
monodispersos. Un fenémeno llamado descom-
pactacién (aumento excesivo en la separacion
media entre granos), el cual también es inducido
por vibracién vertical, aparece igualmente por e-
fecto de la friccion entre los granos y 1a pared [18).

El arqueo es un fendmeno fuertemente relacio-
nado con el empaquetamiento de granos confina-
dos en recipientes relativamente altos. Este es ori-
ginado por los azarosos contactos entre granos,
los cuales forman cadenas de fuerza que distribu-
yen la mayor parte del peso del material granular
sobre las paredes de los recipicntes. A fin de
cuentas, esto provoca que la magnitud de la pre-
si6n muy cerca del fondo de los recipientes sea
independiente de la altura de llenado [12, 13]. La
dilatancia y ¢l arqueo pueden ocurrir inclusive en
matcriales monodispersos, es decir, compuestos
de granos de igual tamaiio. Sin embargy, la segre-
gacion en si misma no se da en medios granula-
dos con estas caracteristicas.

Una propiedad peculiar de los medios granula-
dos ¢s la friccion estitica, la cual caracteriza al
material y puede ser modelada tanto a escala de
granos individuales como a escala del continuo
[19, 20, 21). En ambos niveles, la friccion estitica
estd gobemada por la Ley de Coulomb [19], la cu-
al establece que el movimiento relativo entre gra-
nos individuales o entre elementos de volumen
ocurriri sélo si se excede un valor limite, que
es proporcional a la fuerza normal entre éstos.
El rol que juega esta cantidad junto con la
aceleracién de la gravedad en el movimiento ¥
la deformacion del material granular, seri el
tema principal de este trabajo, en ¢l que se
destacarin los resultados experimentales que
resaltan su importancia.

IL. Flujo granular

Tal como sucede en un fluido, un medio granula-
do puede deformarse bajo la accion de fuerzas
externas. Desde este punto de vista, un fluido
newtoniano se distingue de un medio granulado,
puesto que el primero no soporta ninguna fuerza
superficial tangencial y, por tanto, cualquier fuer-
za tangencial aplicada sobre el material provocard
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un flujo cortante que, segin la magnitud y fre-
cuencia de dicha fuerza tangencial, podra trans-
mitirse a toda la regién ocupada por el medio
fluido [22]. En un medio granulado este meca-
nismo se origina a partir de fuerzas friccionales y
puede generar distintos tipos de movimiento o
flujo [20, 21). El flujo lento o cuasiestitico se dis-
tingue principalmente porque se mantienen cn el
material altas concentraciones de granos y nulos,
o casi nulos, gradientes de velocidad. Esto hace
que la deformacion del matenial sea inducida casi
exclusivamente desde la superficie y, por tanto, la
dinamica de la deformacién sea bien descrita por
ecuaciones de balance de fuerza en las cercanias
de la superficie del material.

Cuando la magnitud y frecuencia de las fuerzas
tangenciales superficiales es muy grande, inicial-
mente ocurre un flujo granular lento, poste-
riormente se origina un régimen de movimiento
mis ripido, en donde cada particula se mueve -
dependientemente de las demds, existe un gra-
diente de velocidades no despreciable y la con-
centracion de granos es pequeiia. En este régimen
de flujo ripido, también conocido como régi-
men de nercia de grano [20, 21, 23], existe una
direccion preferencial de flujo, una velocidad me-
dia de bulto y, aparentemente, un movimiento
aleatorio de los granos individuales respecto al
flujo principal [10]. El problema de la transicion
entre un régimen y otro es complicado y no serd
discutido en este trabajo [11].

Es importante mencionar que en ambos regj-
menes de flujo existen fuerzas disipativas, que
exigen la continua inyeccién de energia para
mantener el movimiento. En la mayoria de los
flujos granulares, una fuente importante de inyec-
cidn de energia es el campo gravitacional. Cou-
lomb enuncié hace mis de trescientos afios la
forma aproximada en que la presencia del campo
gravitacional origina el movimiento supetficial en
un medio granulado, como una relacidn de pro-
porcionalidad entre las fuerzas tangenciales vy
normales que actian en un elemento de material
granular [19]. La formulacién de modelos mas
detallados que tomen en cuenta los distintos mo-
dos de disipacion para cualquier régimen de flujo,
constituye ahora una de las lineas de investigacion
mas activas de la fisica. En las siguientes scccio-
nes se discutirin con detalle estos aspectos, con-
cluyéndose que es posible describir los flujos
lento y ripido en ciertas geometrias, asi como las
limitaciones de dichos modelos.

VouL. 4 Nuweno Ons, Jutio 1987

FLuJos LENTO Y RAPIDO DE UN MEDIO GRANULADO: LA INFLUENCIA DE...

IIL La Ley de Coulomb y la Condicion de
Signorini

La Ley de Coulomb [19], también conocida como
Criterio de Cedencia de Coulomb (CCC) [24, 25],
es la aproximacion mds simple de relacién cons-
titutiva para un material granular bajo deforma-
cién lenta, y relaciona linealmente la fuerza tan-
gencial 7 actuando sobre la superficie de un me-
dio granulado con la fuerza normal N. Este crite-
rio puede escribirse como

|7] < Ny|a| +c= Ntan¢|a| +c, (1)
donde u es el coeficiente de friccion que, como ya
se menciond, es caracteristico de cada material;
¢ es la cohesion; ¢ es el dngulo de friccién interna
que se relaciona con g de tal manera que
H=tang, y @ es una constante adimensional con
valores a € [-1, 1].

Cuando a==*1 se inicia el movimiento, debido
a que la fuerza tangencial iguala a la fuerza fric-
cional. Los coeficientes de friccion de cada mate-
rial miden el dngulo respecto a la horizontal de la
mixima pendiente estable del material. Los valo-
res de los coeficientes normalmente varian entre
0.3 (¢=17°), para particulas estéricas lisas, y
1.5 (¢=56°, para particulas anguladas rugosas.
Los valores de la cohesion varian desde casi cero,
para materiales sccos constituidos de granos grue-
sos, hasta alrededor de 50 kN para lodos arci-
llosos, es decir, materiales con un alto conteni-
do de humedad.

La relacién (1) establece un criterio aproximado
en el que puede ocurtir movimiento superficial, o
sea, cuando la fuerza tangencial total es igual
o mayor a la suma de las fuerzas friccionales y
cohesivas. El caso no cohesivo (¢ = 0) con granos
de igual tamafio, se conoce como el caso ideal y
es el mis estudiado tedrica y experimentalmente
en la fisica de los medios granulados.

Se ha observado [26] que el CCC puede exten-
derse al caso de fujo rapido. Por lo que es posi-
ble mostrar que existen dos términos friccionales:
uno debido al movimiento relativo entre granos
{que es funcién de la velocidad relativa) y otro
generado por el CCC [27, 28].

Otra forma de ejemplificar la indeterminacién
en ¢l problema del movimiento a partir de la apli-
cacion de una fuerza tangencial en el medio gra-
nulado, puede verse a través de la existencia de
condiciones de no suavidad en el CCCy en la con-
sideracion de que los granos en el material son ri-
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gidos. En este caso, la no suavidad implica la ine-
xistencia de una relacion funcional entre la ve-
locidad y las fuerzas de contacto o entre la distan-
cla entre granos y estas fuerzas [29].

Como ejemplo de lo anterior puede considerar-
se a la interaccion entre dos granos en dos dimen-
siones [30] (ver figura 1). En efecto, si v,: es la
velocidad tangencial relativa entre los granos iy /,
7y es la componente tangencial de la fuerza de
contacto entre ambos granos v Ny es la compo-
nente normal de dicha fuerza. Entonces el CCC
para este caso asegura que

v, =01 e[-uN ,uN,]

!r —_—

v; >0 7, =—uN, @
i —

v;<0=> 7, = uN,

La ccuacion (2) no expresa una relacion funcio-
+ o !
nal sino condicional entre vV, v 7, (0 Ny). Ade-

mas, la igualdad a cero de la velocidad expresa
que no hay movimiento relativo entre granos, a
pesar de que la fuerza tangencial puede tomar un

continuo de valores entre -uN, y (N, La desi-
f o - - c Tl e
gualdad v, >0 asegura que los granos i y J se se-
paran v que entonces actia una fuerza tangencial
que trata de evitar la separacion. Finalmente, la

desigualdad 1-’,.;.<O asegura que los granos se

acercan uno al otro y que actia una fuerza ran-
gencial tendiente a favorecer ¢l acercanmuento.

La otra condicion de no suavidad se produce,
para un material compuesto de granos rigidos, por
la exclusion estérica (no interpenetrabilidad de los
granos). Esta exclusion puede formularse a través

EPRESENTAGION GRARCADEL CRITERIO DE CEDENGIADE COULGMBI(A) Y BE AT
i DAD TFANGENCIALIREUATIVAL Ty Yy SONy |

'RESFEGTIVAMENTE, LAS

S ey i b
) AGUT ESIEAVEL!
MPONENTES TANGENGIAL Y/ NORMALDE LA FUERZA DE CONTACTO

ENTRELOS GRANOS 1Yy iy ES LA DISTANGIA INTERSTIGIAL ENTRE DICHOS GRANOS!

T Ny L7}
LNy
dy W
-1 W, i ———
A) B)
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de la Condicion de Signorini (CS), la cual expresa
que la fuerza de contacto es no nula sélo si hay
un contacto geométrico y ¢ste puede alcanzar va-
lores arbitrariamente grandes para satisfacer la
condicion de no interpenetrabilicdad, esto es
dy=0=N,20

dy> 0= N;=0. (3)

donde d; es la distancia entre los bordes de los
£ranos iy j.

Noétese que al igual que en la ecuacion (2), tam-
poco existe en la ecuacion (3) una relacién fun-
cional entre dy v N,,.

Las relaciones (2) v (3) son vilidas para cada par
de granos, por [o que la generalizacion a un sis-
tema de granos conduce a una muluple indeter-
minacion. Es conveniente mencionar que relacio-
nes como las anteriores estan ausentes en las
aproximaciones estindares del continuo para me-
dios granulados, sin embargo, estudios rectentes
muestran que el andlisis de los procesos disipati-
vos y de desorden, sobre todo en flujo granular
lento, es muy factible bajo este esquema [30].

IV. Flujo lento: dos casos particulares

El caso mis simple de flujo granular, que se pue-
de tratar analiticamente de manera exactd, ocu-
rre al someter a aceleracion uniforme una caja
con materral granular no cohesivo en su nte-
rior 0o cuando dicha caja es rotada alrededor de
su ¢je de simetria. Ambos casos pueden estu-
diarse analiticamente en el régimen estacionario
(independiente del tiempo) y son claros ejem-
plos de flujo lento.

En efecto, el estudio analinco del flujo lento se
fundamenta en el CCC e implica considerar sélo
la dindmica de la superficie libre. Por tanro, la po-
sible existencia de gradientes en la veloaidad no es
considerada. Asi, el caso estacionario se puede
expresar como

Vv =10, (-
y consecuentemente la ecuacion de balance de
fuerza a lo largo de la superficie libre, Ja cual
forma un angulo @ respecto a la horizontal, es

pg(sin @— prcos 0) = Fp, (5)
en donde p es la densidad de bulto (considerada
constante); g es la aceleracion de la gravedad; g es
el coeficiente de friccion del material y F3 son las
fuerzas externas. La solucion a estas ecuaciones v
sus propiedades para dos geometrias especificas
s¢ presentaran mis adelante.
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1. Movimiento uniformemente acelerado de
una caja de arena

Cuando una caja de ancho 7. se llena de arena
hasta una alura A y se mueve uniformemente cn
fa direccion x con una aceleracion constante @, su
superficie libre, inicialmente plana, se deformard
en funcion de la magnitud de la aceleracion [28].
Este sisterna se puede estudiar al utilizar la ecua-
cién (5), st se considera que (Fp)x = pa es la
componente de la fuerza (por unidad de volumen)
a lo largo de la direccién x, y que esta fuerza con-
tribuye tanto a la componente tangencial como a
la componente normal de la ecuacidn de balance
de fuerza. De aqui que es posible construir una
ecuacién diferencial adimensional! para la pen-
diente de superficie, tan 6 = d_v*/d.\:‘. La solucidn
para la ecuacion diferencial de la pendiente es una
familia de lineas rectas de la forma

. a-u .
M+ pa

H

y + L’ ©
donde a™* indica que la aceleracion del sistema se
incremento a partir del reposo. El caso limite para
un fluido [31] se obtiene con # = 0 en la ecua-
cion (6), en cuyo caso la solucién en forma
adimensional también es una familia de lineas
rectas, es decir,

- - - H
y =a’'x T 0]

Notese que en un fluido para todo valor no
nulo de Ia aceleracidn siempre aparece una de-
formacién superficial en forma de lineas rectas
(planos inclnados en el caso tridimensional). Para
un material granular, la deformacién superficial
aparece, como puede notarse a partir de la ecua-
cién (6), para aceleraciones adimensionales mayo-
res o iguales a 4. La concordancia entre las medi-
ciones experimentales y la teoria es excelente
(alrededor de un 3% en error) [28], lo cual es
poco comin en las teorias del continuo para
estos medios.

2. Rotacion eje-simétrica

Una situacidn similar a la estudiada en el caso
anterior se presenta cuando la caja, de ancho 2R,
se rota alrededor de su eje de simetria ¥ = 0 [32)].
La ecuacién adimensional para el problema esta-
cionatio se construye de la misma forma que en el

caso anterior, la adimensionalizacion z — z/R,

r = r/R se introduce para las coordenadas espa-
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ciales (z es la altura y r es la coordenada radial) y
el nimero adimensional de Froude, Fr, se define
como ¢l cociente entre las fuerzas inercial v gra-
vitacional de manera que Fr = pQ2R/pg.

La solucion a la ecuacion diferencial resul-
tante cs

L+ (12 ufrtr

- Z‘L,In( s ry ), ®
urrr 1+ uFrte,

en donde zc es el valorde z en r = rg; rees la dis-

tancia, medida desde el centro, que separa la zo-

na rigida (sin movimiento superficial) de la zona

(M) -z, =il(r—';)
H

fluidizada. En la ecuacion de la superficie, ¢l sig-
no + se toma para el caso en que el nimero de
Froude se incrementa lentamente; mientras que el
signo — se considera cuando disminuye lenta-
mente la velocidad del sistema. Un aspecto im-

portante en esta relacion es que el valor de Fr-
depende del valor miximo alcanzado por Fr+, lo
que significa que cuando el montén granular va
lentamente al reposo, la deformacién superficial
depende de la historia pasada.

Nuevamente, el caso limite para un fluido
newtoniano se obtiene para g = 0 [31), es decir,

Fr

20 -z = 1, ©)

en donde, como en el caso anterior, siempre
existe una deformacidn superficial para un
Fr#0. La deformacion superficial para un mon-
ton de arena y para un fluido, ambos en rota-
cion, son muy diferentes pues mientras que en
el caso de un fluido ésta es parabdlica, en la
arena la deformacion es logaritmica. I.a coinci-
dencia entre teoria y experimentos es también
muy buena [32].

V. Flujo rapido: aspectos generales

Se ha mencionado que en el caso de un fluido
newtoniano cualquier fuerza tangencial provoca
un flujo de fluido, al cual siempre es posible asig-
nar una velocidad media v. Los esfuerzos (fueczas
por unidad de drea) generados por la corriente, en
este caso son proporcionales al gradiente de la
velocidad [31]. Contrariamente, en un medio gra-
nulado con flujo ripido, los experimentos y si-

I. En donde la aceleracion se normaliza por g, es decir, a'* =a/g, y las

coordenadas (x, 1) se nonmalizan por cl ancho de la caja, o sca, ¥ =x/L

yyvr=y/L

cIENCIA ERGO suM 203



mulaciones por computadora [23] permiten ase-
gurar que los esfuerzos en el material son propor-
cionales al cuadrado del gradiente del campo de
velocidades, es decir,

T= BV (10)
en donde 7 es la magnitud del esfuerzo generado
por el material debido a la accién de la fuerza tan-
gencial que genera el flujo, y £ es una constante
dimensional (con las unidades adecuadas para que
la parte derecha de la ecuacion tenga unidades de
esfuerzo, i e, unidades de presion) que depen-
de del material. Sin embargo, existen severas
controversias en torno al origen micromecanico
de esta forma del esfuerzo {11, 23, 28]. En un
trabajo reciente [28] se ha propuesto que, en el
caso estacionario, una fuerza friccional entre gra-
nos individuales proporcional al cuadrado de su

velocidad relativa, produce justamente un esfuer-.

20 proporcional al cuadrado del gradiente del
campo de velocidades.

De este modo, para flujo ripido cerca de la
superficie libre, el conjunto ‘de ecuaciones si-
milares a las formuladas en la seccion IV, to-
man ahora la forma

Vv 0, (11)

pgz (sin@- yrcosh) = % , (12)

en donde la ecuacidn (12) expresa el balance de
esfuerzo a lo largo de la zona superficial v z es la
coordenada normal a la superficie libre. Es con-
veniente mencionar que el uso de esta ecuacion
para sistemas con rotacidn horizontal reproduce
adecuadamente la deformacion superficial bajo
flujo rapido [33].

VI. Otro modelo para flujo granular

Recientemente se ha propuesto un modelo basado
en argumentos matematicos, el cual se asume co-
mo vilido tanto para la deformacion cuasiestitica
como para la deformacién ripida de un medio
granulado no cohesivo [34, 35, 36]. La importan-
cia de este modelo radica en su amplio vso en
aplicaciones tecnoldgicas (36|, por lo que son re-
comendables algunas pruebas de su validez re-
al. Concretamente, este modelo se sustenta en
un conjunto de ecuaciones que expresan la
conservacion de la masa vy del impetu. En par-
ticular, para la conservacion de la masa se su-
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pone que la densidad o es constante, lo cual
implica que

V.v=0, (13)
donde v es el vector velocidad.

La conservacion del momento se obtiene al su-
poner que los medios granulados se comportan
como materiales rigidoplasticos, por lo que se en-
cuentra, en notacidn tensorial, que

ov ov, o,

' — | _lm 14
Plar "imax )T e, P8 9

donde vy es la componente ~ésima del vector ve-
locidad; x,, es la componente z-ésima del vector
de posicion, y 7, es el tensor de esfuerzos. Los
subindices / y m toman los valores {, m = 1,23
correspondientes 4 las coordenadas del espacio
tridimensional. Para un material rigidoplastico 7.,
es de la forma

k}/lm

%

Iin esta relacion constitutiva o es el esfuerzo

T, =0C|0,, +

Im

(15)

medio; & es una constante caracteristica del mare-
vial de la forma k = /2 sin ¢ (donde ¢ es el an-
gulo de friccion interna); G es el tensor identi-
dad; yim es el tensor razén de deformacion (cuya
forma se da mds abajo) v || es la norma eucli-
diana del tensor razdén de deformacion. Este alt-
mo tiene la forma

{2, P
(?xm (7.\' i

}/Im = (1())
en donde vp denota la Aésima componente del
campo de velocidades: el signo menos no es usual
pero es en principio adecuado, pues se conside-
ra que el medio granulado no soporta esfuer-
ZOS extensivos.

Es posible aplicar este formalismo al problema
de la rotacion axisimétrica de un montdn de are-
na. Ein efecro, al usar la simetria del problema es
ficil mostrar que |y| = 0 [38]. Esto lleva inme-
ditamente a una indeterminacion en el tensor de
estuerzos (ecuacion (15)) v consecuentemente a la
imposibilidad de describir el tlujo lento con
esta simetria. Mas adelante se verd que este
modelo tampoco es adecuado para entender ¢l
flujo granular ripido en tolvas. Esto adwvierte, a
través de este caso particular, sobre el hecho de
que el rigor matematico no sustituve a la fisica
del problema.
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VII. Flujo ripido en una tolva

Las tolvas son sistemas de almacenamiento de
granos medicinales, industriales o alimenticios.
Sin embargo, durante el vaciado del material gra-
nular estos sistemas a menudo presentan serios
problemas, generados por los esfuerzos que du-
rante el flujo pueden destruir una parte impor-
tante del material e incluso pueden alterar la esta-
hilidad de las estructuras dentro de las cuales es-
tan contenidos [1, 2, 3, 4, 5, 0].

En esta scccidn se destacarin las principales
propicdades del flujo granular en tolvas, que a
menudo es ripido y geométricamente muy com-
plejo, pues el flujo abarca la superficie libre y Ia
parte central en el interior del material. En esen-
cia, la estructura de las zonas de flujo depende de
la inclinacién de las paredes y la friccion entre los
granos y paredes de la tolva. Ademds, este tipo de
flujo puede dar origen a patrones temporales
de densidad y presidn muy complejos.

1. Fractales en la presion y la densidad

El flujo en tolvas es uno de los problemas mis
complicados de los medios granulados, en él se
conjugan la existencia simultinea de grandes va-
riaciones en la densidad, corriente y presion. Las
variaciones en la densidad pueden dar origen, por
un lado, a flujo cadtico y, por otro, a las llamadas
ondas de densidad u ondas de choque [37, 39)].

Las ondas de densidad son variaciones que via-
jan a lo largo de las tolvas (hacia acriba o hacia
abajo) [39] y su cfecto neto es la transmision de
esfuerzo. En muchos casos ésta es realmente
grande, y debido a ello las estructuras pueden su-
frir deformaciones intensas e incluso rupturas. La
presion efectiva durante el vaciado de la tolva tie-
ne dos componentes principales: la presion cau-
sada por el peso del material granular y otra debi-
da al esfucrzo generado durante el flujo. Ambas
presiones no son conocidas con exactitud y en la
actualidad se han empezado a estudiar tanto ted-
rica [36, 40] como experimentalmente [41].

Desde el punto de vista tedrico, es posible ob-
tener alguna informacion de uno de los modelos
mas usados desde el punto de vista técnico [36].
En efecto, una de las principales caracteristicas de
las ecuaciones rigidoplasticas tratadas anterior-
mente (ecuacion (15)), es que para el problema del
vaciado de tolvas aparecen inestabilidades tempo-
rales, las cuales dependen del tamafio caracteristi-
co de la tolva (L), de la velocidad caracteristica del
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flujo (U), y de la aceleracion de la gravedad (g).
De esta manera, los tiempos asociados con las
inestabilidades son [34, 35]

u 1
ha—=— t.a——

U f I

. (17)

en donde £ v f> son las frecuencias asociadas con
los tiempos £ v 1>, respectivamente. Con estas
cantidades es posible construir un namero adi-
menstonal de la forma

L a8

el cual relaciona la energia cinética del flujo con
su energia potencial. Para muchos sistemas in-
dustriales es posible establecer valores (Grdenes
de magnitud) de los tiempos caracteristicos v del
numero R [34]. En dichos sistemas U=3.0 cm/s,
i Hr~103 s v
R~105, este dltimo valor revela el importante pa-
pel que juega la energia potencial v la gravedad en
tavor del flujo granular.

La basqueda experimental de las frecuencias
caracteristicas es posible realizarla al analizar

L2300 cm y por tanto #;,~103 s

las sedales fluctuantes de la presidon o de Ia
densidad de numero (niimero de granos por
unidad de drea) la cual, en lo que resta de esta
seccion, llamaremos genéricamente como den-
sidad. No obstante, estudios recientes realiza-
dos en laboratorio han mostrado que ni la pre-
$16n [41], ni la densidad |42, 43], contienen fre-
cuencias caracteristicas.

El método estindar para realizar la bisqueda de
las frecuencias asociadas con la cantidad V{r)
(donde ¥(!) es la presion o la densidad) es co-
minmente realizada mediante el cilculo del es-
pectro de potencia, S(f), de dicha cantidad. La
dependencia explicita en la frecuencia, £, aparece
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porque S(/) a [V(f) | v [V(f)| es la norma de
la transformada de Fourier de V(t) [44). Desde el
punto de vista fisico, ¢l espectro de potencia pro-
porciona informacion  sobre las  correlaciones
temporales de V{f) y sobre la naturaleza del ruido
asociado con las fluctuaciones. En particular,
cuando los experimentos permiten asegurar que
S(f) = ae. se dice que F{(f) contiene ruido blanco.
Los experimentos en tolvas sugieren una dindmi-
ca mucho mas compleja para el flujo granular, st
se considera que el espectro de potencia para la
presion y para la densidad es de la torma [41, 42, 43]
S (af ) 6 1/f". (19)

En el caso de la presion se sabe que 1.48<a<2.3
[41], aunque esta variacion en & es debida a que
en los experimentos se usaron diferentes materia-
les. Para un mismo tipo de material (canicas esfé-
ricas rugosas) la densidad dentro de la tolva fluc-
nia de manera que @ = 1.32, y para la densidad
fuera de la tolva las fluctuaciones producen un
valor de @ = 1 [42, 43]. Esta forma del espectro
de potencia (ecuacion (19)) implica que existe una
correlacién de largo alcance entre los valores de la
presién (o de la densidad) a distintos tiempos, y
que ademds no existen frecuencias caracteristicas
asociadas con estas cantidades. Con ello se prueba
la incapacidad de los modelos rigidoplisticos pata
describir adecuadamente la dindmica del flujo
granular y lo complejo de ésta.

Es posible mostrar [44, 45, 46] que la dimen-
sién fractal, D, de la sefial ¥{f) se calcula al cono-
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cer el valor de & en el espectro de potencia. La
correlacion que relaciona ambas cantdades es, s
ysolosta# 1,
D=25-a (20)

La dimension fractal correspondiente a la pre-
sion fluctia entre 1.485<D<1.70, para distintos
materiales; mientras que para la densidad dentro
de la tolva la dimension es D = 1.84 [42, 43]. En
la figura 2 s¢ muestran las fluctuaciones tipicas
en la densidad y su espectro de frecuencia corres-
pondiente, justo a la salida de tolvas rectangulares
durante ¢l tlujo granular. Notese que existe un
valor medio temporal bien definido para la densi-
dad de nimero, lo cual indica que el Hujo de gra-
108 es conseante; ésta es la principal propiedad de,
por ejemplo, los relojes de arena. Algunas simula-
ciones basada en la dindmica molecular predi-
cen valores para @ mayores que los encontrados
en los expenimentos (a = 2.7) [47].

Es importante mencionar que resultados siola-
res también han sido encontrados en el thuyo gra-
nular en tubos verticales [48, 49, 50].

2. Analogias entre el flujo en una tolva y el
transito vehicular

El flujo dentro de las tolvas también tiene muchas
analogias con el flujo de vehiculos en carreteras
[37, 51, 52, 53, 54]. En los sistemas vehiculares
aparecen, bajo determinadas condiciones de trah-
co, variaciones en la densidad que pueden despla-
zarse a lo largo de la carretera. Dependiendo de la
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naturaleza de las fluctuaciones y de las caracteris-
ticas de su desplazamiento, se puede hablar de
ondas de densidad, flujo laminar y flujo cadtico.
La propiedad principal de las fluctuaciones en la
corriente (definida como velocidad por densidad)
en las ondas de densidad, es que su espectro de
potencia contiene ruido /7% en el flujo laminar la
corriente no contiene ruido y en el flujo cadtico
las fluctuaciones en la corriente obedecen a ruido
blanco. Esto, de acuerdo a los resultados experi-
mentales discutidos en la seccidn anterior, es se-
mejante a lo que ocurre en el flujo granular en
tolvas, y tal vez los modelos elaborados para tlujo
de vehiculos también son adecuados para el
flujo granular en tubos y en tolvas.

Con el fin de motivar el estudio de esta posible
conexion, se discuten las principales bases de es-
tos modelos. En la aproximacién del continuo,
para fluyjo de vehiculos en una dimension
(direccion x), se considera la posibilidad de vara-
c1on de la densidad en el espacio y en el tiempo a
través de la ecuacion de conservacion de la masa
» + M =0. (21
ot Ix

De igual modo, es posible formular una
ecuacidn para la conservacion del momento de

la forma
ov  ov ] G v
p(at+vc?x)—pe(Vo—v)—co é’x+'uc9x2' (22

En esta ecuacion &, Vo, Co y (4 son parametros
fisicos asoctados con las propiedades especificas
del transito. Por lo que ¢ esta asociado con el
tiempo caracteristico de frenado y aceleracién; Vo
es la velocidad caracteristica asociada con el valor
de mixima seguridad; ¢o es la variancia de la ve-
locidad promediada sobre la distribucidn de velo-
cidades y 1 es un coeficiente de viscosidad.

Los términos del lado derecho de la ecuacidon
(22) uenen, cada uno, un significado preciso du-
rante el trafico. El primero expresa la tendencia
del trafico, a una densidad dada, a relajac a alguna
velocidad natural promedio Vo(p). A bajas densi-
dades esta rapidez es determinada por las condi-
ciones del camino y los limites de velocidad, vy
depende débilmente de p. A altas densidades,
Vo(p) tiende a cero, y también depende débil-
mente de p. A densidades intermedias Vo(p) de-
cae rapidamente debido al hecho de que a altas
densidades de trifico es dificil para los conducto-
res rapidos superar a los conductores lentos. El
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segundo término es un factor de anticipacion: los
conductores frenan debido a un incremento en la
densidad en el frente. Finalmente, ¢l tercer térmu-
no modela la viscosidad o la difusidn, debida a
que los conductores tienden a ajustar la velocidad
a aquella del trifico que los rodea. Es ficil ver
que estas condiciones de flujo son satistechas por
el flujo granular, aunque aqui el término Vo es una
funcién de la frecuencia de las colisiones.

lLas ecuaciones anteriores para flujo de vehicu-
los contienen informacion de la nawraleza gra-
nular del flujo y dan también origen a patrones de
densidad con flujo laminar, cadtico y con ondas
de densidad [37]. Es importante hacer notar que
las ecuaciones (21) y (22), mediante el analisis
de las fluctuaciones con modos normales (en la
aproximacién de onda larga), dan origen a ecua-
ciones de Korteweg-de Vries las cuales describen
solitones, es decir, ondas viajeras no disipativas
que permanecen en el tiempo y en el espacio en
medios disipativos [55]. Debido a ello, es posible
conjeturar que las ondas de densidad pueden ser
descritas en forma de solitones [54]. Todas estas
conjeturas pueden ser adecuadamente orientadas
por medio de experimentos, esto es un programa
que actualmente estd en proceso.

Conclusiones

Se ha presentado una revisidn del trabajo tedrico
y experimental realizado hasta ahora para enten-
der los flujos lento y rapido en una caja. Un avan-
ce interesante en el estudio del flujo granular
lento consiste en que éste es posible abordarlo
analiticamente mediante ecuaciones de balance de
fuerza, con lo que se obtiene una buena coinci-
dencia entre teoria y experimento. Dos elementos
esenciales para el éxito de estos modelos es la
adecuada inclusion de los términos de friccion y
de campo externo (gravedad). En el flujo granular
rapido, inducido por gravedad en una tolva, ocu-
rren fluctuaciones importantes en la densidad, en
la corriente y en la presion, las cuales sugieren una
dindmica compleja. Tal vez es posible formular
un adecuado modelo tedrico para estos sistemas,
con base en las teorias para flujo vehicular, el cual
presenta a nivel tedrico y de campo fendmenos
muy similares a los del flujo granular en tolvas.
Es necesaria una exhaustiva investigacion de las
diferencias y semejanzas entre ambos flujos, para
adecuar los modelos de transito vehicular al flujo
granular en tolvas. g
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