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Introduction to Coherent States and its

Applications
Abstract. The quantum coherent stales were discovered by
the same research workers who laid the foundations for the
guantum laws in nature. The coberent states play an
important role in science and technology in the modern world,
as for instance in optic in the theoretical and experimental
study of laser rays. Some properties of these quantum states

and some of their applications 1o classical problems in modern
physics are analyzed.

Introduccion

En 1926, Schradinger construyd los Estados Coherentes
(EC) para el oscilador armoénico cuantico, los cuales fue-
ron retomados en 1963 por Glauber, Klauder y Sudar-
shan, entre otros, para estudios en Optica cuintica
(Klauder y Sudarshan, 1968). En este sentido, el papel
principal lo jugb el rayo laser, cuyo entendimiento basico
se lo debemos a Roy ]. Glauber, quien desarroll6 la teo-
ria de este fenémeno cuantico. El dio el nombre oficial
de estados coherentes a los estados cudnticos de los lase-
res, cuyas fluctuaciones en sus amplitudes y fases, por
ejemplo, son simultineamente despreciables (Glauber,
1963: 130-131).

Veamos como se puede describir a los estados cohe-
rentes del campo electromagnético. Para una formula-
ci6n general de la teoria del campo electromagnético y
de la radiacién es mas conveniente usar el método de la
segunda cuantizaci6n, que consiste en que.el 4-potencial
Ay () y los campos eléctrico y magnético correspon-
dientes E (>) y H (x) son considerados como operadores
(q-nimeros) que satisfacen ciertas relaciones de conmu-
taci6én. Estos operadores actian sobre el vector de esta-
do @ que describe al estado del campo electromagnético
como un sistema cuintico generalizado. El vector de

estado @ se define en el espacio de nimeros de particu-
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las (fotones) y no depende de las coorde-
nadas. También se puede definir 2 @ de tal
manera que no dependa del tiempo. En-
tonces, A, () (y también E y H) serin
operadores de campo en la representacion
de Heisenberg. Asi, los estados que satis-
facen las ecuaciones

E*(n)|>=¢(n D>,
<|E{rh)=<|& )

son los llamados estados coherentes (mds
detalles en Ajiezer y Berestetsky, 1981).
Esta claro que las funciones € deben sa-
tisfacer las ecuaciones clasicas de Max-
well. Primeramente se considera al cam-
po electromagnético libre y se descom-
pone en ondas planas

2. =% T e

x A=sl,2

donde @ son cualesquiera c-nimeros
complejos. Al comparar esta descomposi-

cién con la serie de E}, (T,2)

] ot CHUNESE S ORR) P

nos da la siguiente relac10n:

thr = st

el memg s, | =wtan, A=1,2

Asi vemos que @, son los autovalores de los operado-

res de destruccidon de los fotones gz Entonces tenemos
al vector:
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donde | x> son los vectores de estados coherentes pa-
ra diferentes grados de libertad del campo y satisfuce
Cal G >=a,la, >, <aule,=<aylag

Cuando en el sistema en estudio se tengan también
cargas y corrientes eléctricas, la construccidon de estados
coherentes ¢s muy similar al esquema mostrado arriba,
stempre que se consideren a las cargas y corrientes como
magnitudes clisicas dadas.

Rapidamente se gencralizd el esquema descrito arriba
y se construyeron Hstados Coherentes Generahizados
(ECG) con vartas propiedades similares a las de los es-
tados coherentes del oscilador armonico. Los ECG para
sistemas cuanticos arbitrarios han sido desarrollados por
distintos métodos basados en diferentes consideraciones
fisicas y matemiticas ‘(Klauder y Sudarshan, 1968; Glau-
ber, gp. at.; Perclomov, 1986; Konstant, 1970; Gilmore,
1974 y Zhang y Gilmore, 1990). La base de este desa-
rrollo para grupos de Lie, realizada especialmente por
Perclomov (1986), fue conectar intimamente los estados
coherentes con la dindmica de grupo de cada problema
fisico. Por ¢jemplo, cuando se incluyen solamente ope-
radores de creacion, aniquilacion, identidad y conserva-
cion numérica como generadores, el sistema del oscila-
dor armdnico posee la dindmica de grupo de Hetsen-
berg-Weyl Ha. Por ello, es natural construir los estados
coherentes via correspondencia biunivoca con el espacio
geométrico H(4)/U)®U(L). ,

La descripciéon de sistemas cudnticos mediante el uso
de estados coherentes, es un vasto campo de estudio
actual en casi todas las ramas de la fisica, por ejemplo:
optica cudnticy, fisica nuclear y problemas de cuantiza-
cién, fisica aromica, estado sdlido, electrodinimica
cuantica, etcétera. Por otro lado, con ellos se puede ha-
cer una descripcién cuasiclisica de sistemas cudnticos,
ademds de que son particularmente Utiles debido a sus
bien definidas propiedades algebraicas y topoldgicas
(Perelomov, op. dt.; Zhang y Gilmore, op. ar; Makhan-
kov, 1990; Makhankov et a4/, 1996, Agliero, 1991 y
Agiiero y Espinoza, 1993).

Para el andlisis de excitaciones colectivas (magnones)
sobre estados base, se tiene que pasar desde el nivel
cuintico de descripcion al nivel cldsico, y semejante
transicion debe hacerse con cuidado. Comunmente se
utilizan funciones de prueba (es decir, algunas bases) pa-
ra promediar el Hamiltoniano cudntico. La eleccidn de
estados coherentes para estos objetivos se fundamenta
porque son los que mas se asemejan a los clisicos. Co-
mo lo veremos mas adelante, los estados coherentes ba-
sados en el dlgebra de Weyl (operadores de creacion y
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destruccién), minimizan la relacion de incertidumbre de
Heisenberg, lo que da como resultado el valor de 1/2.
En afios recientes surgieron nucvos conceptos para
excitaciones colectivas en medios condensados, lamados
excilaciones {ipo particila o solitones. 1 teoria de solitones
constituye un mérodo para estudiar gran variedad de fe-
némenos no lineales en reorias de campos y aplicaciones
fundamentales en Optica, gravitacion, fluidos, particulas,
superconductividad, biofisica, hidrodindmica, nuclear,
ferromagnetismo, etcétera (Makhankov e af, 1996). La
cuestion, entonces, es formular un procedimiento con-
sistente en reducir modelos estadisticos cuanticos a mo-
delos del campo clisico conectados a ellos. Debido a la
complejidad que presentan los sistemas de muchas parti-
culas, los estados coherentes podrian jugar un 1mpor-
tante papel. Asi, un problema formulado en lenguaje de
mecdnica cuintica con alguna dindmica de grupo se po-
dria analizar con ayuda de los estados coherentes ligados
a4 ese grupo y de esta manera convertirlo en un sistema
cuasiclasico. Por otro lado, es natural usar los estados
coherentes en el estudio de Hamuiltonianos con espin,
para lo cuul se construyen los estados coherentes gene-
rahizados con los operadores de espin del grupo SU(2).
Tales estados, para valores arbitrarios de espin /, corres-
ponden a puntos del espacio SU2/ + 1)/5U2) ® U(1).

I. Estados coherentes del grupo Heisenberg-Weyl

Veamos ahora como se definen estados coherentes
para el caso del oscilador arménico. Para construir un
conjunto de estados coherentes se comienza con la
estructura basica y propiedades intrinsecas del siste-
ma cuintico.

Glauber (Glauber, 1963 y Zhang y Gilmore, 1990),
mntrodujo tres definiciones matemaricas para determi-
nar 4 los estados coherentes. Se puede demostrar que
las siguientes definiciones son totalmente equivalen-
tes entre si.

Definicién 1

Los estados coherentes | @> son estados propios del
operador de aniquilacion (descenso) a, del oscilador ar-
monico. Por lo ranto, se debe satisfucer 1a ecuacion de
eigenvalores y eigenfunciones tipicas, ¢ | @> = a | a>,

donde & es un nimero complejo.

Definicion 2
Los estados coherentes | a> pueden scr obtenidos al

aplicar el operador de desplazamiento D(a) al estado ba-
se del oscilador armoénico.

| > = D(a)| 0>, en donde D(@) = exp(aa* — ’a).

Vou 6 Nowenro Uno, 1990
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Definicion 3

Los estados coherentes | @> son estados cuénticos que
minimizan la relacién de incertidumbre de Heisenberg
(Gpyag2 = con L y oo L2

Existe otra descripcién basada en la teoria de grupos, la
cual contiene toda la informacién dada por Glauber en
sus definiciones anteriores.

Para el estudio de sistemas de un grado de libertad se
pueden utilizar los operadores cuinticos ¢ (coordenadas)
y p (momento lineal), o bien, los operadores a*
(creacién) y a (aniquilacion) del oscilador arménico. Es-
tos operadores satisfacen las reglas de conmutacién de
Heisenberg

l4. ) = ikl [¢, ] = [p, I) = O, con I operador unidad y
las relaciones de conmutacién [q, @*] = 1, [a, I] =
[+, 11 =0.

Las dos relaciones anteriores significan que los opera-
dores (p, 4, I) o (a, a*, I) generan un Algebra de Lie de
tres parametros, denotada por W a la que se le llama
también algebra de Heisenberg-Weyl (Konstant, gp. ).
Cualquier elemento x del lgebra P tendra la forma:

x=(s; x,,x2)=z':I+%(Pq—Qp)=i.rl+(aa+—a‘a)

1
con 5, x1, x2 nimeros reales y donde x,=—#% 20,

1 1 1
=h 2P, a=(2h) *(Q+iP)=2 2 (=x, +ix,). E
paso de una ilgebra de Lie a un grupo de Lie se lleva
acabo mediante la relacién exp(x) = exp(is])D(@), donde
D(@) = exp(aa* — aa).

Los operadores exp(i)D() forman la representacién
del grupo W, los elementos del grupo tienen la forma
(g = (& x1, x)) con £, x1, x2 nimeros reales, 0 g2 = (5 Q)
con Zreal y @ complejo. La ley de composxmon de grupo

tiene la forma:

(5720, 3060, 22) = (5 1+ B33 30+ 1, 30 + ).

El grupo de Heisenberg-Weyl V1 pertenece a la clase
de grupos de Lie nilpotentes; es decir, si V1 = {g}, en-
tonces g se puede representar por una matriz friangular
en donde los elementos de la diagonal principal son la
unidad. La ley de multiplicacién que cumplen los opera-
dores D(a) es:

D(a) D(B) = expliim (")) D(a+ )
si generalizamos podemos obtener:
D(a) D(On1)...D(cn) = exp(id) (D(ts + s +...+ )

con = Imzpkajak

La ventaja de esta forma consiste en que a diferencia
de los operadores a* y 4, que son inconmensurables en
el espacio de Hilbert H, los operadores D(a) son acota-
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dos y por consiguiente el campo de definicién de los
D(a) coincide con todo el espacio de Hilbert H.

Los elementos (s5; 0) forman el centro del grupo 1,
estos elementos conmutan con todos los del grupo
W1; ademis, para cualquier representacién unitaria irre-
ducible T(g) del grupo WA, los operadores T{((s; 0)) con-
forman la representacion unitaria irreducible del sub-

grupo {(s; 0)}-

En el espacio de Hilbert H existe un vector del vacio
| 0>, o sea aquél que cumple la relacién:
a|0>=0,<0|0>=1.

Si el operador de creacion a+ actia n-veces sobre

| 0>, entonces se obtiene la serie de vectores norma-
lizados

S
[#>=(@) 2(@@*)|0> #=0,1,2...
El conjunto de vectores {| »>} forman la base del es-
pacio H. Como se sabe:

a|/1>=~/;|n—1>; ' |u>=vn+1|n+1>;
a‘aln>=n\n>
Es muy comiin emplear por cuestién de comodidad

una relacién concreta funcional del espacio de Hilbert
H. ComUnmente se usa la representacion de coordena-

das. En este caso el vector | > se representa por la

funcién de coordenadas <q |y> = w(g), que es integra-
ble cuadriticamente:

Jlv@r dg <o
La accién del operador § en la representacién de co-

ordenadas se representa por ¢4 y el operador ﬁ por

— th—; al vector base | > le corresponde la funcién

Og
<gq|n >=¢_(q)=(ah)'%(z'n|)'% H, (h-%q] exp[- (zh)'iq’]

donde H.(g) es el polinbmio de Hermite que satisface
H(9)-24H,(9)+21H,(g)= 0.

La accién del operador D(@), con

1
a= (?.h)-2 (Q +iP), en la representacién de coorde-
nadas se determina por

iFQ ipq
D(a)co(q)—e—XP( h )exP( " )co(q— Q)

Los operadores p, ¢, a* y a actian en el espacio de
Hilbert H.

Entences, los vectores de estados coherentes para una
sola oscilacién se puede representar como

2\ » a”
a
|a>= cxp[ ||)Z )1,2 ">
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De aqui se puede encontrar el vector del estado cohe-
rente de todo el campo. El estado coherente anterior
también se puede representar como
la>=e"""""|0> U
al emplear la relacién e4+8 = ¢4 ¢B exp(-1/2 [4, B]), que
s6lo es cierto cuando [[4, B], 4] = [[4, B}, B] = 0.

Los diferentes vectores de estados coherentes no son
ortogonales entre si, pero son completos, aun mas
son sobre-completos, es decir que pueden rebasar
la completes del espacio de Hilbert. Si se considera la
f6rmula

j(a')” ()" e g = rald,,
donde 42 a = d(Rea) d(Ima), se tiene que

I|a><a|d2a=7r2|u><n|
n

Pero, como |# > es una seric completa dc vectores
ortogonales de estado, entonces

1 .
— <a|d*a=1
”I|a> ald’a

Hemos visto, en esta parte, los estados coherentes mis
simples pero de gran interés fisico.

II. Estados coherentes generalizados (ECG)

Para definir y analizar algunas propiedades de los esta-
dos coherentes generalizados seguimos la siguiente es-
trategia. Sea G un grupo Lie, g un elemento de este gru-
po v T su representacién unitaria irreducible que actia
en un espacio de Hilbert H. Denotemos por | ¥> a un
vector de este espacio, a la multiplicacién escalar como
<® | ¥> y al operador de proyeccién sobre W como
| W><¥ |. Fijamos algiin vector | Wo> € H. Conside-
ramos una serie de vectores {| ‘V(g)>}, tales que
| W(g)> = T(g) | Wo> y g recorre todo el grupo G. Los
vectores que definen el mismo estado (aquellos que se
diferencian en la fase) serdn agrupados en clases de

equivalencia (| ‘P(g)> ~ P(g)>). Esto es posible si
| W(g)>=exp(iq) | ¥(g)>, por lo cual

T(g,' x &) | ¥Y(@)> = exp(ia) | W(g)>.

Sea K = {£} una seric de elementos del grupo G que
satisface T(€) | ‘W(g)> = exp(ia (£) | W(g)>. Este
conjunto es un subgrupo estacionario del vector
| Fo>. De lo expuesto un poco mis arriba, es ficil ver
que los vectores | ‘P(g)> al ser agrupados en la clase

adjunta izquierda g1 € giK se diferenciaran uno del otro
s6lo por la fase. Esto significa que pertenecen a la mis-
ma clase. De esto, se concluye que vectores diferentes
(estados) corresponderin 4 los elementos g. que pertene-
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cen al factor espacio M = G/K. En este caso, para des-
cribir al conjunto de diferentes estados es suficiente to-
mar un elemento de cada clase. Desde el punto de vista
geométrico el grupo G es tratado como un espacio de
haz fibtado (fber-bundl) con la base M = G/K y la capa
K. Entonces, 2 los elementos g les corresponden alguna
seccion de este espacio de haz fibrado (Konstant, gp. ait.).
Por lo tanto, se definira a los estados coherentes genera-
lizados con base en lo anterior como (Perelomov, 1986 y
1972): el sistema de estados coherentes, que lo denota-
remos como (T, | y>) (T es la representacion del grupo
G al actuar en el espacio [, y | w> es el vector fijo de
este espacio), es un conjunto de estados {| >}, que
satisfacen | > = T(g.) | wo> donde g» € G/Ky Kes
un subgrupo estacionario del estado referente | y4>. Asi,
cl estado coherente |y;> estd determinado por el punto
x = x(g) del espacio G/K correspondiente al elemento
&> = e x>, [p> = | 0>.

Ahora abordaremos el estudio de los estados cohe-
rentes generalizados basados en grupos Lie mis populares.

Grupo SU(2)

El grupo G = SU(2) es fundamental en muchos casos de

la fisica, por ende cs necesario analizar los estados cohe-

rentes generalizados construidos con base en este grupo.
El dlgebra de este grupo se define por los generadores

St = §% 4,9, 5° = $%con las conmutaciones

(5% 84 = £5%, [§7, 5] = -25%y el operador de Casimir

C =5 +%(5+5- +578) =SR2 5

que conmuta con todos los operadores S*. De acuerdo
con el lema de Schur este operador es proporcional al
operador unifario
C,=;jy+nI

Esto implica que la representacién del grupo SU(2)
estd caracterizada por un nimero /. Al operador de la re-
presentacion irreducible T(g) de este grupo se puede pa-
rametrizar COMo:

T(9)=¢

ro real.

oS, - 7S5 +AS, )
(o, ) , |a| 2 7/2; donde A es un nime-

Si ahora elegimos un eigenvector del operador S% co-

mo un vector referente | Yo > = | 0 >, 1a accién del ope-

At . .

rador ¢ sobre el vector | g > lleva sélo al cambio de

fase para | w6 >. Esto significa que los elementos como
is, Co

e producen un subgrupo estacionario del vector

| w6 > que coincide con el grupo U(1). Entonces, los

ECG en nuestro caso estarin definidos en el espacio

homogéneo SU(2)/U(1), sobre la esfera 52, es decir, so-

VorL. B Nowemo Uno, 1988
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bre el espacio complejo proyectivo CP' = §2. Entonces
el sistema de ECG ahora se puede escribir como:

¥ > = T()I ¥ >=¢ 510> =(14yf) e 10> 2]
con
§* =85 +i§7 y=i& Tan |a|, 10> = |, 7>

donde @y ¥ que son nimeros complejos y ; define la
representacion unitaria del grupo SU(2). Como se puede
ver, la serie de estados coherentes o funciones de prueba
[2] tienen la simetria de la esfera.

El vector | 0 > = | /, -/ > con menor peso para el gru-
po SU(2), sausface la condici6n

AC,=inf{aC,}=
El resultado esta ligado intuitivamente con la situacion
cuando el vector con menor peso es el “vacio” para el

operador descendente S” | wo > = 0. Un caso particular
de este resultado es el grupo de Heisenberg-Weyl.

Para otros casos cudnticos cuando el Hamiltoniano
estd dado en términos de los operadores de Bose, enton-
ces la base de funciones de prueba mas natural es la
formada por estos estados coherentes. En este caso el
operador de aniquilamiento satisface 4~ | 0 > = 0. Cuan-
do el estudio involucra a infinitos grados de libertad, la
construccién de los estados coherentes generalizados es
muy similar a la situacién descrita arriba.

Para j = 1 los estados coherentes generalizados serin
los que viven en el espacio SU(2)/U(1) y pueden ser pa-
rametrizados por la funcién compleja v (Makhankov ez
al., 1996)

1 2
=—7 >+yp|2>
V> =TT {l0> +V2y 1> +p225) )
ydonde | /> (=0, 1, 2) son estados cudnticos puros de
espin {(down, middle and up states, como de costumbre). Los
componentes  del clasico  seran:

§=(57,57,5% =<yl § |y>

y los del momento cuadrupélico Q¥ para cualquier valor

vector  espin

de j seran
- 7
$t=5"=2 4]
/14y
i
St=_ —_
7 1elyp

oe= Sy )+ 2y f
a+yf )

Pero como los operadores de espin conmutan en dife-

rente lugar de la celda, entonces la correlacion de §* &/
tendra la forma

<y|S:8% Jw >=<y|S |y ><ylS, v >
donde |y > = |y >, | >an

VoL. B NOutno Uno, 1990

Grupo SU(1, 1)
El dlgebra de este grupo se define por las relaciones de
conmutacion [K5, K¥] = +K*, [K", K*] = 2K*®y, ademas,
el operador de Casimir
&, =(K) - (kK" + KK )=(kY - (k) - (k) B
conmuta con todos los operadores K. Nuevamente, se-
gun el lema de Schur para las representaciones irreduci-
bles, este operador de Casimir es un multiplo de la uni-
dad €, =k(L-1)I.

Veamos la siguiente parametrizacion del grupo
SU(1,1), es decir, T2(g) = exp(aK™— a K+ /AK?).

St ahora escogemos a | ¥ > como un eigenvector del

e

. AKE
operador K%, entonces la accién del operador ¢™  sobre

el vector | wo > conlleva simplemente a un cambio de

. AKX
fase, es decir, los elementos h=¢ forman el grupo

estacionario del vector | yo >.
Como se puede observar, el grupo estacionario

s

2=¢"" y el grupo h=e™" coinciden con el grupo
U(1); por lo tanto, en los dos casos analizados arriba, los
estados coherentes generalizados seran definidos en
los espacios homogéneos SUQ2)/U(1), SU(1, 1)/U(1), es
decir, sobre la esfera $? en el primer caso y en la pseu-
doesfera S en el segundo. El sistema de estados cohe-
rentes generalizados serd construido ficilmente como

[o>,= Dy(a)| Wo >,= OLJ[\”_w\,-| Vo >,

La discusién ulterior serd distinta para los dos casos.
Asi, los estados |/, ¢ > con una proteccién de espin so-
bre la base del eje X3 provee las bases en la representa-
cién unitaria irreducible del espacio T{g) del grupo
SU(2). Es muy especial y simple el sistema de estados
coherentes formados con base en el vector referente
lvo >1 = | j, 4 >, es decir g = -, de tal manera que
S |wo>=0.

En el segundo caso, la representacién unitaria irredu-
cible del grupo SU(1, 1) tiene la serie fundamental, dos
series discretas T®), T® y otra adicional. Por lo tanto, se
puede construir un nimero de sistemas de estados cohe-
rentes relacionados con esta serie. El mds importante
podria ser el sistema relacionado con las series discretas
que pueden ser realizadas a través de los operadores de
creacién y aniquilacién. Es suficiente considerar sélo
una de las dos series, por ejemplo T, porque todos los
resultados se pueden trasladar ficilmente a Tt). Enton-
ces los vectores base del espacio T se pueden denotar
como | &, m > — | k, x>, donde 4 = k£ — m. Asi,
Ko| k, > = yt| &, £ >. Podemos elegir al vector | yo >2
en la forma

CIENCIA ERGO SUM 49



lwo >2=| &, &> ]
y tenemos K | o >2 =0. Finalmente los estados cohe-
rentes construidos sobre los vectores [6] tienen la forma

14>, =016 1) e 1y >,
que serén los estados coherentes de pseudoespin.

Los estados coherentes generalizados tienen propieda-
des importantes andlogas a las propiedades de los esta-
dos coherentes del popular Heisenberg-Weyl. Asi,

1) Los operadores T{(g) transfieren un estado coherente
a otro;

2) Los estados coherentes generalizados son comple-
tos (mds precisamente) son sobrecompletos;

3) Los estados coherentes generalizados no son orto-
gonales entre si

<4714 > = [(IHETYAHL7 (1+687)
¢l >= -1 A-IeT A -¢¢ ™
donde la primera corresponde a la esfera § 2 v la segunda
a la pseudoesfera 5.

4) Ademis, los estados coherentes generalizados mi-
nimizan la dispersion: '
AG = <ylGaly> - g <yebolve> <Yabeelys>
con C2 = gikxix, que es el operador cuadritico de Casi-
mir, x; son los generadores del dlgebra de Lie y g es el
tensor métrico de Cartan-Killing.

La relacidn andloga a la anterior para el caso especial
de los estados coherentes comunes basados en el dlge-
bra de Weyl, es la relacion de incertidumbre de Heisen-

berg, al obtener ApAx = I

5) En el limite de valores grandes de j (o &) los estados
coherentes generalizados tienden a los estados bosé-
nicos. La demostracién de esto es mediante la susti-
tucion

s*,(K*)—>J2_ja*,§—>—\/Z=j,(j—>/e)

Entonces, se asume que /, (£) —> . Por lo que los
estados coherentes de estos grupos Lie pueden ser
reescritos asi

oo, (1) e >1m -l enlna )0
S jo® 2je a’ JlWy > =ex 2 explaa™ JI0 >

I )
|§ >, :noo(l - !%l;] exp(aa‘)lwo >,= ”‘P(" %lall) ex M')lo >

Para otros grupos los ECG son construidos al usar su
representacion fundamental

|w>={§i<§'ﬁ* —éﬁ')}lb

- (1 +i::|'//,-|z) {|0 > +2W‘Ii >};
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donde los 'I‘i+ y 'ﬁ— son generados del grupo SU(2/ + 1)
en la representacién fundamental y

_5 =/” 2
v, =gl 141 Zlql

b>=(,...,0,1" |i>=(0.,...,0,1,0,...,0

'

En el caso de CP?, el grupo Lie a estudiar es G = SUQ3),
el espacio cociente serd G/H = SUB)/5U(2) ® U(1)

entonces tendremos

v >= A+, PHw, P[0 >+ 1> +w, 25} 7]

III. Aplicacion de estados coherentes

1. Oscilador cuintico perturbado
Un sistema fisico muy importante de la mecénica cudnti-
ca es el oscilador arménico, que es uno de los pocos
ejemplos no triviales que se puede resolver explicita-
mente con toda generalidad; existen varios métodos para
resolverlo, por ejemplo, el de series de potencias, el de
factorizacién (método operacional introducido por Di-
rac) y el de los estados coherentes propuesto por
Schrédinger en 1926,

Ahora veremos el oscilador cuidntico bajo la accién de
una fuerza variable externa. La evolucién del sistema en
el tiempo se define por la ecuacion de Schrédinger:

d
W) >= (Hy + H) V() > 8

con H, =3(p* +w’¢*)=w"(a"a+73), que es el ope-
rador Hamiltoniano del oscilador arménico libre y el
término adicional

H=f(tyg=-f (t)‘/g(a +a"), que describe la ac-

cién de la fuerza externa. Si i = # = 1 y consideramos
la transformacion unitaria

| w(t) > = exp(=iH) | ¥(¢) >, con lo cual se elimina
Hp en la ecuacién de Schrodinger [8]. Para el vector
|\ #(2)> se obtiene

d
zEPI’(t) >=H()|WY(@) > : 9

ahora con el Hamiltoniano
H(f) = exp{iH,t } H, exp(iH,)

=— f (:)\[;(a exp(— iwt) +a* cxp(th))

La ecuacién [9] se puede escribir como

d
— YO >=B0a - B (O)a)| Y() > 1]

con

(10]
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Z
B(t) = ﬁf(f) exp(awt)
va que el Hamiltoniano H(¢) se expresa linealmente a
través del operador del dlgebra de Lie . Entonces, el
operador de evolucion S(f) es un operador de la repre-
sentacion T{g) del grupo 11
W)> =5 ) |'P0)>
con
5() = Te() = exp (p(0)) D(ex).

Por lo que, st un estado inicial es un estado coherente
del grupo W4, entonces un estado ulterior serd un estado
coherente en cualquier momento. Existe una solucién
del tipo:
| 90> = expl-ig(e) | at)> 12]

En donde el valor medio del operador 4 en este estado
es igual a <] 4 |[¥> = ar).

Al diferenciar esta ecuacion respecto de / y emplear
[11] se tiene:

a(t) = o, + | peat’ (13]
Si tomamos el limite Az — 0
| v e+ 80> ~ D(BOAY | W()>
y colocamos en esta ecuacion | W()> de [12] y emplea-
mos T{¢, @) | f> = exp (i@) | f+a>, se obtiene
@' =Im(Bd) =Im(a’ a) [14]
Se observa que [13] es la ecuacion de movimiento cla-
sico para el oscilador armonico bajo la accidn de una

fuerza externa. De la ecuacién [14] se observa que ¢())
es dos veces la superficie fisica, es decir, que

o) =~[" peg
LD
que tiene un sentido cuasiclasico.
Veamos ahora la posibilidad de pasar de un estado
cudntico | #> a otro | #>, que estd dada por

Won = | <o S| 0> 2= | <m | D(p) | n> 2 [15]

2= p,| m-n| = kyde (15) se obtiene

Aexp({yPILZ(PF)] 1

donde | ¥

_nl

mn -
n_ |

w

4
con

@ 1 o
y= L pNdr’ = ﬁ‘[ﬁ‘f@) exp (i) dt [17]

En particular, st | w(£)> — | 0> cuando t — -o0, el
oscilador se encuentra en el estado base y bajo la ac-
c16n de ff) pasa a estado coherente. La probabilidad
de excitacion del nivel # estd dada por la ecuacion de
Poisson

g

P

(18]
!

w, = exp(~p)

VoL, 6 Homgko Unn, 15398
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2. Ecuacion cubica-quinta de Schrédinger

lNustramos la obrencion de la ecuacton nolineal cibica
quinta de Schrodinger a partir del modelo ferromagnéri-
co de Hewsenberg (ver detalles en Makhankov, 1990). El
Hamiltoniano de la interaccion entre el sistema de espi-
nes y el de fonones se puede escribir como

A=A +H, donde H =T+ IVy

JC{I B _Zlg'[j"m(‘g‘:‘?;m +b“r'] _2J{Jrro'§f‘{::m] % f‘wij‘.{ [l 9]

Aqui, como de costumbre T y ¥ representan a las
energias cinética y potencial, respectivamente, de las os-
cilaciones de la red. El Hamiltoniano estd dado en tér-

minos de los operadores . de espin. Las magnitudes de

~

acoplamiento [, = J(

X,,s — X,|) ticnen propiedades

simétricas Ji = Ji y el vector B=(0,0, 4) es el vecror
del campo magnético externo aplicado al sistema y, por
ultimo, 4 es la susceptibilidad magnética.

En el caso del Hamiltoniano [19], deseamos pasar de
la representacion cudntica especificada por los operado-
res S hacia una representacion semicldsica, de ~indices
(@ clasicos). Estos indices son las variables complejas
conjugadas candnicas del espacio de fase del sistema cli-
sico. Para esto se requiere fener una representacion
de los operadores de espin en términos de operadores
(de DBose) de creacion a* y destruccion a. Para
“bosonizar” a estos operadores de espin, se usan las si-

guientes relaciones de Holstein-Primakov

§,=yf2—#,a, _ [20]

e

N _
" B
5} Bonl 20—~ R,

T ._n
.S‘J—J 7
i =aa
7 S

Donde s es el valor del espin. Una vez expresado el

Hamiltoniano en términos de operadores de Bose al usar
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la ecuacién anterior, es posible emplear los estados
coherentes del grupo de Weyl basados en el dlgebra de
los operadores de Bose.

1 o0 Kl
‘5 -=lel® @
>=¢" ""0>=¢? = n> 21
¢ | 2 1)
donde |#>= N (@")'|0> y promediamos al Hamil-

toniano en estudio (pero ya escrito en términos de ope-
radores de Bose) por los estados coherentes [21], se ob-
tiene la version clasica

H=H,- ZJ,.,.,[J@.»cp,.l +5.0)-ps(lofHou )]~ [22]

-Zpl,,.,[lm [ ¢,,1¢ (lo.] +e.. [ )] #bZlch2
donde p= ]/ J>0. La energia cinética de las oscila-

m
ciones de la red se define como T = EZ X2 yenla

energia potencial se introduce los términos anharménicos
2
o 3
V= 242 Z(Xm X ‘70) + Z(xm x, = ap)
[V
donde # es la velocidad del sonido.

Para separar los efectos anharmdnicos de los otros ge-
nerados por la constante de acoplamiento consideramos

la aproximacién nolineal
.]:‘:‘+c = ./0 - ]l(xi+o X _ao)+.]2(x:+o
con
k

]k = _ae]/ (éx‘) | x; =%, 1 =dq 'é = 1’ 2

Para obtener la version coritinua hacemos

= @la) = p(X) [23]
donde 4 es la distancia entre dos puntos cercanos de la
red y / es la posicidn en la red. En la aproximacién de

2
—Xi—aO)

longitud de onda larga tenemos para las coordenadas
de la red la expansién
1 1 , 1

Xy =xtx a0+2 o5 gxzzx"ﬂ"'ﬁxzzzz%"""

La dinimica de la red es analizada en el “espacio-
tiempo (%, 9.

nemos s6lo términos no mayores que @,, al suponer

En la expansion del valor de @ rete-

que @ es del mismo orden que X,, . Entonces, €l siste-

ma de ecuaciones de campo generado por el Hamilto-
niano [22] después de varias manipulaciones algebraicas
adquiere la forma

9, = —a@, - Bo+ po+o(xx)’ - Aol @ [24]

mx, = ox,, +o,0210) + g(|of ) 2
donde

1 ~
a =E]o-m§: H=s5(Jy—J)A-p)—hu, g=—-Js(p-1a,
o =4sf,(p—1),A=2],(p-1), "‘”’”o: =44,(p-1)
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En el limite cuasiestacionario |zx,|<<|ex,,| del sis-

tema de ecuaciones [24] se obtiene

lel'o ¢

con

]1-" (- P)
A

donde los términos de orden superior fueron desprecia-
dos. La ecuacién [25] es la conocida como ecuacidn no-
lineal de Schrédinger con una nolinealidad de saturacién.
Semejante ecuacién tuvo su origen también en otras ra-
mas de la fisica, particularmente en 6ptica nolineal. Aho-
ra, si tomamos en cuenta la nolinealidad menor que
0(%| ¢|?) en el dltimo término de la ecuacién [25], se ob-
tiene la ecuacién convencional no relativista de la teoria
@% de campos

i+ @, —po+ (A - pehe=0 [26]
conocida también como ecuacién nolineal cubica quinta
de Schrédinger.

3. Ferromagnetismo de Heisenberg
El fenémeno de ferromagnetismo a bajas temperaturas
tiene un caracter clasicamente microscdpico, por lo que
es posible dar una descripcion cldsica o semiclasica de su
comportamiento. El modelo de Heisenberg proporciona
la base para el estudio tedrico de una extensa clase de
fenémenos ferromagnéticos (y antiferromagnéticos) para
el nivel cuantico. La cuestién es formular un procedi-
miento consistente en reducir modelos estadisticos
cuanticos a modelos del campo clasicos conectados a
ellos. Por ejemplo, el modelo unidimensional de
Hubbard corresponde a 2-componentes de la cadena
de espin de Heisenberg con interaccién intercomponen-
te. Al generalizar el modelo de Hubbard se obtiene la
cadena multicomponente de espin, la cual puede ser
usada para describir excitaciones colectivas, ademas de
sus propiedades estadisticas en sistemas que tienen dis-
tintas clases de espin. Debido a la complejidad que pre-
sentan los sistemas de muchas particulas se introduce el
concepto de estados coherentes, y asi el problema for-
mulado en lenguaje de mecéinica cuintica se convierte en
semiclasico. En seguida se muestra la obtencién de la
descripcidn semicldsica de modelos de espin cuantico ti-
po Heisenberg.

Para el caso antiferromagnético se considera el si-
guiente Hamiltoniano
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n nel

H =+]).(5,5,,4 + 8582

donde §7°,57,57 son'los operadores de espin al actuar

en el sitio #, y Jes el coeficiente de anisotropia.

Si aplicamos directamente los estados coherentes gene-
ralizados al Hamiltoniano anterior obtendremos excita-
ciones con energias negativas, lo cual produciria inesta-
bilidad en el sistema, 0 mis correctamente, el vacio
cuantico sobre el cual construimos excitaciones se torna-
ra inestable (Makhankov ez 4, 1996). Aparentemente,
esta es la razén por la cual se busca el vacio en el caso
antuferromagnético, el cual es un problema complicado.
Para evitar dificultades se prueban excitaciones con
energia positiva, de acuerdo a Perelomov (1986) y
Konstant (1970) usamos el siguiente procedimiento. Re-
escribiremos el Hamiltoniano anterior via los operadores
de SU(1, 1) -

K= K=5

Entonces tenemos la representacion de pseudoespin

para el antiferromagnéto:

-]Z[ (KIK,, +H-C'.)—I<:K:ﬂ<1+é>]

Ahora aplicamos el esquema de promediacién hecho
mis arriba respecto a2 Hamiltonianos cuénticos y usamos
ECG L1 para obtener el modelo clasico de redes.

2(4:;10-1 + grgﬂ) — (1 + 5)(1+|g:l2 )(1+|4x+l |2 )
H =-— on:
=2 A-14)AHEAf)

En el limite del continuo tenemos

- 3K +”?°' J[de(K K, + pkeK?)

= J&’N + 52"— Jae(r K, + pKEK)

para la representacién del o~modelo, o

6L+l

H, = constante + 2&’a, ]j dx 25—
_ (1-1¢F )
para la proyeccibn estereografica.

Evitamos el problema de excitacién con energia nega-
tiva y en su lugar tratamos con el problema de grupos no
compactos y variedades (representacion del modelo—d) o
expresion singular (proyeccidn estereogrifica).

Para obtener la ecuacién de movimiento del caso anti-
ferromagnético en la aproximacién del continuo, se apli-
ca el procedimiento convencional de desarrollar en series

de Taylor la funcién Y., supongamos Aa <<1, entonces:
L 1 1” "
Vowr = W) £ a0 () +—ay" () +(ay™)

donde x = aon.
Para el caso SU1 la ecuacién de movimiento es

(VEYE , Sl
TS 4
donde A = V2 es el operador laplaciano. A esta forma de
escribir la ecuaciéon de movimiento se le considera como
la proyeccion estereogrifica del modelo no compacto
Landau-Llifshitz definida en el hiperboloide S™'. En
particular, para el caso § > 0, esta Gltima ecuacién es
equivalente a la ecuacién repulsiva cibica nolineal de
Schrédingér. Lo que probablemente fascina es que el

iC+AL+2 =0

o-modelo de esta ecuacién da una descripcion cuasicla-
sica correcta de la condensacién Bogolubov, por lo que
se predice un acoplamiento entre el antiferromagnetismo
y superfluidos. Una descripcion mis detallada de esta
equivalencia se puede encontrar en Makhankov (1990).

4. El modelo de Hubbard y la superconductividad

En los ultimos afios se ha incrementado el interés por
los modelos supersimétricos, que por un lado estin rela-
cionados con las teorias de supercuerdas y las supercon-
formales y, por otro, se vinculan con teorias del nicleo
atomico. La supersimetria en teorias de medios conden-
sados es usada en los metales desordenados y la super-
conductividad (Nambu, 1985). El descubrimiento de la
superconductividad ha revitalizado el interés en los ted-
ricos por el modelo de Hubbard en el dominio de la co-
rrelacién fuerte de electrones (Anderson, 1987). En la
representacién’ atémica, el espacio de fase del modelo en
cada lugar de celda cristalina es determinado por cuatro
vectores. Dos estados tienen un niimero impar de parti-
culas: |0 > determina las vacancias y el estado

|2>=¢3¢/|0> es el estado de dos particulas. Dos es-
tados son estados de particulas [T >=27]0> con el es-
pin hacia arriba y N >= ]| 0> con el espin hacia aba-

jo. Aqui co™* y co (donde o = 1, i') son operadores fer-
mibnicas de creacién y aniquilacién que satisfacen

{:O', c;} =0,y

{ca, c,.} = {co‘+, cf,} =0

y fol0>=0. Los Hubbard

X M =i, p><gq,4 definido en estos estados en el lu-

operadores  de

gar i generan el dlgebra Lie graduado p42/2)

{%p, %) = (ks - R76,,)
|27 %] = 5,% 7, - Ry, 27

Aqui se usan los anticonmutadores apropiados para
dos operadores fermidnicos que cambian el numero de
electrones dentro del sitio en nimero par. Si tuviésemos
s6lo un operador bosénico (al cambiar el numero de
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clectrones 4 ndmero impar), esto es suficiente para usar
el conmutador en [27]. En el régimen de una fuerte re-
pulsion (U — 00) la ocupacion de doble estado se des-
carta y ¢l superilgebra correspondiente de los operado-
res X # se reduce al dlgebra p42/1). Los operadores de
Hubbard en el sitio ¢ generan un sistema completo
> XH =]
P

~

de tal manera que cualquier operador A, puede ser re-
presentado en términos de su combinacion lineal
A =2 < pi|Alig>XP
29
En particular, para los operadores fermidnicos y el
operador de ndmero de particulas tenemos

A _ S0t Ol A _ O o
AED ST S NES ‘G 6

2

EL - )%0\', _>"<T2,EI — Xlo +)"(2T
ho=Ee, =X X2 b =8, = XY+ X

El Hamiltoniano de Hubbard se puede escribir como
H=3 2 188, 42U,y (28]

5y 0=T,1 6y

que consiste de dos partes: la primera describe la transi-
cion del electron desde el lugar 7 al lugar 7 de la red,
donde 4 es el coeficiente de transicidn; la segunda des-
cribe la repulsion de electrones en los sitios 7y 7 (el tra-
bajo orniginal de Hubbard solamente considerd correla-
ciones para un solo sitio, asi que U, = U9, y por el
principio de exclusién de Pauli solamente combinacio-
nes de componentes de espin con direcciones opuestas
son permitidas).

En términos de operadores de Hubbard [27] ¢l Ha-
miltoniano [28] tiene la forma

H=X 3 (8, 80X +Up,, R0%)  129)

41 Pitin,m
donde las componentes distintas de cero de los tensores
Log nm Y /Jpq, rm SOM
£a0,0¢ = 1’ ga’O-a’2 = &2-00a = o, /)a'a'-o'~a = 1!
hoos = Heroog =1y frgogs = Ly = 1, (a=T 4o =d D).
De la ecuacién [29] es claro que el Hamiltoniano de
Hubbard, escrito en términos de operadores X #, tiene
la forma de un modelo generalizado de Heisenberg
_ o~ cacp
H=2.2.3,8,55
Ha a,ﬂ
con el superdlgebra p{2/2). En la correlacion dominante
fuerte del electrdn, cuando U — oo, ¢l Hamiltoniano del
modelo adquiere la forma

H=3r, &P+ R2X) U, R1RH)
£

y cuando U, = U4, 4, = 1841,
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H = [Z (X.'IOX:OJ; + XI‘LUX:"']
tiene la forma de un modelo generalizado de Heisenberg
en la superdlgebra sp/2/1). Esta representacion funda-
mental es fridimensional y describe a los supercontra-
partes-agujeros y excitaciones de espin. Entonces, el
Hamiltoniano efectivo de sistemas de correlacién fuerte
puede ser considerado como una supergeneralizacion de
Hamiltonianos magnéticos.

En estos casos es conveniente el uso de estados cohe-
rentes basados en el algebra de Grassman. Al hacer otra
vez un promedio con los estados coherentes de Grassman

¥ >=[Tlv,v.>i
donde

l 4 2 -+ +
| Wy, ¥, >= exp{—5(|y/1|'+||//:[“)}exp(wlf1 +¥.c,)]0>

donde |0 > es el vacio ferromagnético. El modelo de
Hubbard genera en el limite continuo ¢l Hamiltonano
clasico del tipo impar de Grassman U(2) de la ecuacion
nolineal de Schrodinger (ENS). Esto quiere decir que
podemos considerar el SU(2/1)/S(UR)OU(1)) modelo
clasico de Heisenberg, que es una norma equivalente 4
un limite clasico del modelo de Hubbard expresado en
términos de los generadores del supergrupo. El hecho de
que ahi exista otro modelo ENS y su norma andloga al
SU@E2/1)/SL(1, HY®UQ)) del modelo de Heisenberg
implica la existencia de una nueva fase en el Hamilto-
niano cuantico inicial. Esta fase relativa a un promedio
cuantico microscopico del tipo condensaciéon de Bose es
descrito por el campo constante @(x, £) en la version
ENS y por el S en la versién magnética, que es muy
similar al limite clasico del Hamiltoniano de la super-
conductividad a altas temperaturas.

o e 11
H:—%@qa,gga4ﬁ+5xg+?

El magneto no compacto OSPU(1, 1/1) puede ser
usado si el estado base del sistema es del tipo antiferro-
magnético, entonces su version ENS es una superexten-
s16n del repulsivo ENS y pretende describir ol antife-
rromagnético.

Una aproximacién un tanto diferente puede ser empa-
rentada con la descripcién de la condensacion Bogolu-
bov en la fase de superfluido del gas de Bose en térmi-
nos de ondas de pseudoespin en el SU(1, 1) modelo de
Heisenberg. En este caso, la superextensién conduce a
superpartes de la condensacion Bogolubov para aparecer
como excitaciones fermidnicas.

Los modelos considerados en esta dltima parte admi-
ten generalizaciones que involucran superdlgebras
SU(IN/M) y modelos dos-dimensionales, tales como el
supermodelo de Ishimori (Makhankov y Pashaev, 1992).
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Conclusiones

Es impresionante cerciorarnos que un fendmeno cuénti-
co, como el surgimiento de los rayos laser, pueda gene-
rar una vasta disciplina fisico matemdtica llamada ahora
método de los estados coherentes generalizados. En este
trabajo se expusieron las principales caracteristicas de
estos estados y se abordé la aplicacién en ciertos siste-
mas fisicos de interés. Este método es eficiente para

analizar sistemas cuénticos, por lo que su estudio sc en-
foca hacia una representacién semicldsica que tome fun-
ciones de prueba. En este sentido, los estados coherentes
generalizados fueron las funciones de prueba en el andli-
sis desarrollado en este trabajo; mientras que las ecua-
ciones diferenciales que se derivan de la aplicacion de
esta metodologia son totalmente nolineales. Esto a su
vez implica un estudio sistemitico desde el punto de
vista solitonico 4 las nuevas ecuaciones nolineales. g
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bajo el término agrodiversidad, 1a cual
se define como las diferentes maneras
en las cuales los productores
agropecuarios usan la

diversidad natural para la produccién
agropecuaria incluyendo no sélo su
eleccion por el cultivo de ciertas
especies, sino también ¢! mancjo de la
tierra, agua, la biota como un todo.

:

28, 29 y 30 de abril de 1998
Toluca, México

« Temdtica: * Agrodiversidad en maiz y agricultura

campesina.
* EI solar familiar campesino.
* Otros cultivos (cultivos basicos, comerciales y

asociacion de cultivos).
* Experiencias en la conservacién,

enriquecimiento y pérdida

de la agrodiversidad.

Informes y comité organizador:
Centro de Investigacitn en Ciencias Agropecuarias (CICA)
Tel. y Fax (729) 6 55 52
Dr. Carlos Arriaga Jordan (caj@coatepec.uaemex.mx)
M. C. Cristina Chavez Mejia (ccm@coatepec.uacmex.mx)
M. C. Gabino Nava Bernal (gnb@coatepec.uaemex.mx)
Facultad de Ciencias Agricolas
Tel. (729) 6 5529 y 6 55 31
Ing. Andrés Gonzilez Huerta
Ing. Delfina de Jesis Pérez Lopez
M. C. Pedro Saldivar
Direccion postal para envio de ponencias:
Centro de Investigacion en Ciencias Agropecuarias (CICA)
Universidad Auténoma de! Estado de México
Oficina de Correos §
Apartado postal 3
50120 Toluca, México
México
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