Razon media de flujo granular
en tolvas bidimensionales
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Granular median flow rate in two
dimensional blender

Abstract. Experimentally, we studied the
médinm flow reason, W, in terms of the filling
level, H, in square bi-level hoppers. Three
different groups of granular non-cobesive
material may be induced when the exit hole is
located in different spots at the bottom of the
hoppers. As a result, contrasting other authors’
theory, we found a clear dependency upon the
Sfilling level. We also discussed the role played by
the excit hole in the medinm flow reason values.
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Introduccién

Los medios granulados, cuyos ejemplos mas nota-
bles son los polvos y las arenas, han recibido
recientemente gran atenciéon por parte de la comu-
nidad de fisicos (Mehta 1992; Jullien e#. @/, 1992;
Evesque ez. al, 1990 y Haff, 1983). Interesantes
fenémenos tales como la segregacion (Jullien ez
al., 1992), las avalanchas (Mehta, 1992 y Evesque,
1990), el arqueo (Mehta, 1992 y Reynolds, 1885) o
la dilatancia (Reynolds, 1885) distinguen el com-
plejo comportamiento de estos materiales. De igual
manera, sus aplicaciones tecnolégicas e in-
dustriales, principalmente las relacionadas con el
transporte y almacenamiento de granos (Mechta,
1992) y la mecanica de suelos (Sokolovskii, 1965)
han motivado la investigacién de la dindmica gra-
nular en areas aparentemente tan distantes como la
ingenierfa quimica y la ingenieria civil. A pesar de
todo lo anterior y de que Coulomb (1773) inicié

hace mas de doscientos afios las investigaciones
sistematicas para entender dichos medios, no hay
ain una teorfa fenomenoldgica consistente, similar
a las que describen a los liquidos o a los sélidos.

Las principales dificultades desde el punto de
vista fisico para la descripciéon de estos materiales
aparecen debido al estado intermedio que el mate-
rial granular suele presentar (Haff, 1983): en
reposo, al igual que los sélidos, los medios granu-
lados pueden soportar esfuerzos cortantes sin
deformacién hasta ciertos valores limite a partir de
los cuales éstos se deforman permanentemente; en
movimiento, el flujo granular parece obedecer
relaciones constitutivas similares a las de los flui-
dos no newtonianos. Aunado a esto, la composi-
cién misma del material granular (granos rigidos de
forma arbitraria que interaccionan por contacto)
dificulta atin mas la formulacién de teorfas validas
para las distintas condiciones de movimiento.

El flujo granular en tolvas constituye, debido a
sus importantes aplicaciones, un problema de
enorme interés y dificultad (Nederman ez af, 1982
y Wieghardt, 1975). Alrededor de él se han formu-
lado una gran cantidad de estudios tedricos y

* Laboratorio de Fluidos y Medios Granulados. Escuela de
Fisica de la Universidad Aunténoma de Zacatecas. Antonio
Dovali Jaime S/N. Apdo. Postal C-580. Zacatecas, Zac. México.
Telefono y Fax: 91(492) 4-13-14. Los auntores agradecen a
Marina 1. Medina y a los doctores Augusto Espinoza y César
Treviiio la aynda en la realizacidn y revisidn critica de este
trabajo. Abraham Medina agradece a la Direccion General de
Recursos Materiales de la Universidad Autinoma de Zacatecas
la ayuda parcial en la compra de material nsado en los experi-

mentos.

83



experimentales con distinto grado de complejidad
(Nederman ez. al, 1982; Wieghardt, 1975; Jackson,
1983; Campbell, 1990; Prakash ez al, 1991 y Wang
et. al, 1992), sin que hasta el momento los espe-
cialistas cuenten con una teorfa o modelo capaz de
describir, realistamente, la dinamica seguida por el
material granular.

El ejemplo mas simple del flujo en tolvas lo cons-
tituye un reloj de arena, el cual presenta un com-
portamiento regular [la razén de descarga es
aproximadamente constante (Nederman ez al/.,
1982 y Wieghardt, 1975)]; es por ello que en la
antigiiedad se usaron éstos como medidores de
tiempo. Sin embargo, en sistemas de tolvas indus-
triales, el flujo granular puede originar inestabili-
dades (Prakash, 1991 y Wang ¢ 4/, 1992) que a
menudo se traducen en dafios a las estructuras y
deficientes procesos de vaciado. Es debido a esto
que la caracterizacién completa del flujo a nivel
tedrico y experimental es de enorme importancia.

Nuestro objetivo en este trabajo serd presentar,
primordialmente, una discusién experimental
sobre la dependencia de las razones medias de
flujo en el nivel de llenado, como resultado de ello,
encontramos, a diferencia de otros autores, que
hay una notable dependencia en esta variable.
Investigamos también, a partir del flujo que
emerge de tolvas rectangulares bidimensionales y
cuasi bidimensionales, el efecto de colocar las
aperturas de salida en distintos lugares del fondo,
lo que se traduce, finalmente, en un aumento de la
razén media de descarga cuando el orificio es colo-
cado junto a una de las paredes.

Brevemente, la divisién de este articulo es la
siguiente: en la seccién dos damos una somera dis-

cusién acerca de los resultados principales en las
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razones de flujo granular en tolvas. En la seccién
tres presentamos el dispositivo experimental usado
en este trabajo. En la secciéon cuatro discutimos
nuestros principales resultados para el flujo en las
tolvas bidimensionales y, por ultimo, en la seccién
cinco, presentamos las conclusiones principales de

nuestro estudio.
I. Razon de flujo en tolvas

Antes de abordar el estudio del flujo granular en
tolvas, conviene recordar qué entendemos por la
razén media de flujo. La razén de flujo, » (también
conocida como rapidez de vaciado o razén de
descarga), es un parametro importante para
evaluar la cantidad de masa que pasa a través de
una apertura en la unidad de tiempo (Zierep,

1971). Esta cantidad la podemos expresar como:
W=ruA, (1)

que tiene unidades de masa/tiempo y donde I es la
densidad del medio, u la velocidad de salida en la
apertura y A es el area de la apertura de salida. Por
claridad, podemos evaluar la razén de flujo de un
fluido incompresible que llena un recipiente hasta
una altura H respecto al orificio de salida; usando
la ecuacién de Torricelli (Zierep, 1971) y tomando
el 4rea como un rectangulo de longitud /y ancho

S, llegamos a que:
w = r (2g)Y2H¥2 IS, 2)

Es decir, la razén de flujo es una funcién de H; en
esta ultima expresién, g es la aceleracién de la
gravedad.

La razén media de flujo es el valor medio (en la
altura) de la razén de flujo, W y podemos definirla

usando la ecuacion 1, como:
/] eW//--JpuW//.

en donde hemos supuesto que el orificio estd ubica-
do en H=0 y que el contenedor se ha llenado a una
altura H. Desde el punto de vista fisico, podemos
entender a IV como: masa total vaciada desde la
tolva/tiempo total de vaciado. A partir de las ecua-

ciones 2 y 3 encontramos que, para un fluido:
-TL

La medicién de W para distintas alturas de lenado
sera la base a partir de la cual estudiaremos el flujo

granular en nuestros experimentos.
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Un resultado cominmente aceptado por los
especialistas es que la razén media de flujo granu-
lar en tolvas no depende de H (Nederman ez af,
1982; Wieghardt, 1975; Jackson, 1983; Campbell,
1990; Prakash et a7, 1991; Wang et al., 1992;
Zierep, 1991 y Nguyen ¢t al, 1990). Esta afirma-
cién ha sido comunmente aceptada, pero débil-
mente fundamentada teéricamente; las razones
para preocuparse poco de esta cuestién son que la
rapidez media de vaciado, para cada nivel de llena-
do, es en efecto constante y que comunmente las
tolvas son suficientemente altas (relativas a su
ancho y al tamafio medio de grano del material
granular). A un nivel mas fundamental, el respon-
sable aparente de que la altura no juegue un papel
importante en la rapidez de vaciado de tolvas es el
arqueo (Reynolds, 1885; Wieghardt, 1975). Este
efecto se origina por el contacto entre granos que,
en resumen, proyecta gran parte del peso del mate-
rial granular sobre las paredes del contenedor.

Una cuestiéon importante, es entonces, si el ar-
queo depende de la altura, y en caso afirmativo,
céomo se refleja ésto en los valores de la razén
media de flujo.

En el caso de tolvas con aperturas rectangulares
no se conoce aun alguna relacién de la dependen-
cia explicita de la razén media de flujo en la altura.
Sin embargo, un modelo basado en la conser-
vacién de la energfa (Nederman, ez al, 1982) lleva
a que las unicas dependencias fundamentales en la
rapidez media de vaciado de contenedores son el
area de la apertura, la densidad de bulto del mate-
rial 1, [definida por r, = hr, con h el factor de
empaquetamiento granular (Reynolds, 1885)] y la
aceleracién de la gravedad, lo anterior puede po-
nerse en una relaciéon de la forma (Nederman ez
al.,, 1982; Wieghardt, 1975; Jackson, 1983;
Campbell, 1990; Prakash, 199D:

el subindice T indica que la ecuacién 5 es un resul-
tado tedérico. Mas adelante mostraremos que la
relacién anterior no se satisface, salvo aproximada-

mente, para sélo uno de nuestros sistemas.
II. Dispositivo experimental

En la figura 1 mostramos las tres disposiciones de
aperturas en el fondo de las tolvas que estudiamos
en este trabajo; las aperturas de salida en las figuras
1(a) y 1(c) son disposiciones comunes en el vacia-
do de tolvas, la figura 1(b) recuerda las aperturas
usuales de salida en flujo de fluidos.

Ficusa 1. DISPOSICION DE LAS APEFTURAS PARA TOLVAS BIDIMENSIOMALES. TODAS
LAS APEWRTURAS TiENEN EL Hifko LARSS (/v 2 EM) v AnCwo (S = 5,48 cuiz B, 3 v B,

SOM LDS ANGULOS DE REFPOED AL TERMING JEL FLUJO

Al término del flujo granular, el material residual
siempre forma pendientes cuyos angulos respecto
a la horizontal son llamados angulos de reposo y
que denotamos en la figura 1 por g1, g2 y 03, respec-
tivamente (Nederman ¢z a4/, 1982; Wieghardyt,
1975).

Los angulos de reposo en los materiales granula-
dos son motivo de investigacién actual (Jaeger,
1989; Held, 1990; Medina, 1992; Liu, 1991) debido
a que son una condicién limite del movimiento
superficial de granos. Nuestro dnico interés
respecto a este ultimo punto consistird en mostrar
que los valores medios de los angulos de reposo
no difieren entre si.

Los experimentos que realizamos son muy sim-
ples, para ello construimos tolvas rectangulares
como las mostradas en la figura 1. Las tolvas
midieron L = 20 cm de largo, § = 0.45 cm de fondo
y de 5 a 115 cm de altura, éstas fueron construidas
con laminas de vidrio y llenadas hasta una altura H
con arena de Ottawa (casi esférica) o con canicas
de vidrio. El tamafio medio de los granos de arena
fue de 0.72 +0.1 mm y densidad I = 2.58 gr/cm3,
las canicas de vidrio tenfan un didmetro de 4 = 0.2
mm y una densidad I = 2.46 gt/cm3.

Las aperturas de salida en el fondo de las cajas
siempre tuvieron un tamafio de § = 0.45 cm de
ancho (mismo ancho que el de las tolvas) por /=2.0
em. de largo, éstas fueron dispuestas horizontal-
mente en la orilla izquierda (figura la), vertical-
mente en la orilla izquierda (figura 1b) y en el cen-
tro (figura lc). El material granular se dejo salir libre-
mente veinte veces para cada altura en cada tipo de
apertura; el flujo de material fue filmado con una
camara Cannon CCD modelo Al y a una velocidad
de obturacién de 500 cuadros/seg. La reproduccion
fue hecha a 28 cuadros/seg de manera que la incer-
tidunbre en las mediciones temporales fue de £ 0.02
seg. A continuacién se presentan algunas observa-

ciones respecto a los experimentos:
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1. El llenado fue hecho dejando caer libremente
los granos en las tolvas verticales.

2. En los experimentos bidimensionales con cani-
cas de 4 mm algunas veces hubo interrupcién
del fiujo, entonces se observé un arco estatico
antes de la salida (arco de caida libre). Cuando
esto ocurria, los experimentos fueron repetidos.
Los experimentos con arena son cuasi bidimen-
sionales, en virtud de lo estrecho de las tolvas
(seis didmetros de grano).

3. Un comportamiento tipo extrusiéon (zona direc-
tamente encima de las aperturas con flujo rapi-
do y zonas de estancamiento a los lados) fue
observado en arena para todas las alturas y, sélo
a pequefias alturas (menores de 30 cm) en el
material compuesto de canicas de vidrio, lo que
confirma que existen complicados patrones de
flujo dentro de las tolvas (Nguyen, 1980).

4. Las mediciones de las 4reas vaciadas, de los tiem-
pos de vaciado, y de los angulos de reposo fueron
promediados para cada altura (20 datos por
altura). Los valores de estas cantidades mostraron
muy poca dispersién (alrededor de 2%).

II1. Resultados

Desde un punto de vista experimental, los valores
de la razén media de flujo, W, los podemos obte-
ner midiendo el volumen vaciado, 17, y el tiempo
total de vaciado, 7, el cociente Vu/ 2, es la razén
volumétrica, que multiplicada por la densidad de
bulto, I, da razén media de flujo:

Froussa 2. GRAFICA DE LA RATON ADIMENSIONAL DE FLUMD W' IVES TEXO). COMO FUN-
CiDN Bf MW/, LA CUEFVAS [N TRAZOS §ORAREL LOY DATDS FEIFERINENTALES BEEPRCSEN-
TN L& INTFERR ACHN CORE s AN RFRE DG Lot PP VALGETS COMNRTANTES

[N W' LOS SUBINDICES SE REFIIRE AL TIPO DE APERTURA CSPECIFICADD EM LA FIGU-

A 1. COMD BEFCRCHNCIA LA LINCA COMTINUA HORIJONTAL WEPRESINTA LA RATON
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en donde hemos usado el hecho de que Vu = AUS;
A, es el drea vaciada y S, el ancho, es constante.
Para facilitar la discusion de nuestros resultados es
mas adecuado expresar la rapidez media de vaciado
en forma adimensional; dividiendo la ecuacién 6 por

la IV, de la ecuacién 5, obtenemos que:

donde W’ denota la razén media adimensional de
flujo.

Los resultados de la cantidad W, (donde 7 = a, b,
¢, denota el distinto tipo de apertura. Ver figura 1),
como funcién del pardmetro adimensional H/L
(altura de llenado/ancho de las tolvas), los
mostramos en la figura 2.

De la grafica incluida en dicha figura destaca
inmediatamente que la razén media de flujo para
distintas aperturas y distintos materiales (arena y
canicas) muestra una clara dependencia en la
altura (que después de cierto limite desaparece) y
en la ubicacién del orificio de vaciado.

Ya que la cantidad W (ecuacién 6), obtenida del
experimento, estd normalizada por W, la linea ho-
rizontal continua de la figura 2 (con un valor W’ =1)
indica el resultado tedrico exacto de la razoén
media de flujo para los sistemas con apertura cen-
tral. Resulta también obvio en la figura 2, que la
prediccién tedrica falla para todos los experimen-
tos, aunque la razén media de flujo para tolvas con
apertura central y llenadas con canicas, W’ (cani-
ca), es muy cercana ala partir de H/L = 2 (en este
caso W= 0.93).

En sistemas con arena ocutren otros hechos
interesantes. En primer lugar, la razén media de
flujo para tolvas con apertura lateral horizontal,
Wa depende de H/L aun para H/L = 5.4, desde
donde se mantiene constante con un valor de
Wa = 1.71. A partir de esto podemos esperar que
las tolvas con apertura lateral horizontal llenadas
suficientemente alto se vacien més rapido que las
tolvas con apertura central. La razén media de va-
ciado para sistemas con apertura lateral vertical,
W’b (que recuerda los orificios tipicos en el vacia-
do de fluidos), depende también de H/L, pero el
valor constante, W’ = 0.46, se alcanza en H/L. = 2.
Finalmente, los sistemas con apertura en el centro
alcanzan su valor constante de rapidez media de
vaciado a pattir de H/L = 2.4, en donde W =1.22.

Un resultado ya reportado por otros autores
(Nederman et. al, 1982), es que la razén media de
flujo para tolvas cilindricas con apertura lateral
horizontal supera a la razén media de flujo con

apertura central entre 20% y 30%; no obstante, en
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nuestros sistemas el porcentaje alcanza aproxi-
madamente 40% (7. ¢, el vaciado es aparentemente
mas rapido en tolvas bi y cuasi tridimensionales).

Apelando a los modelos plasticos (Jackson, 1983;
Wang, 1992) podemos sugerir que esta diferencia
se debe a que durante el vaciado en nuestras tolvas
la razén de corte (responsable del flujo) debe
superar la compresién debida a las componentes
del tensor de esfuerzos y éstas, a su vez, estin en
un plano paralelo a las placas verticales de vidrio;

mientras que en las tolvas cilindricas la razén de
corte se ve afectada por las componentes del ten-
sor de esfuerzos que, en estos sistemas, estan dis-
tribuidas en tres dimensiones y su accién final es
frenar el flujo (Wang, 1992).

En todos los casos analizados la mejor aproxi-
macién (hasta el primer valor constante de W) la
constituyeron polinomios de tercer grado de la

forma:

donde @, b y g son constantes distintas para cada
tipo de apertura (ver tabla 1, donde indicamos los
coeficientes para las distintas razones medias de
flujo en arena). Esto ultimo significa que a
pequefas alturas la razén media de flujo cambia en

todos los casos de manera polinomial.

CORFIEITNTIS BE W' | AR NA)

a 027 o.oT 0.0

- T
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Cuando la arena sale del orificio vertical lateral, el
flujo de salida se desvia muy poco del recipiente y es
casi tangencial a la orilla exterior inferior (figura 1b),
esto significa que el tamafio virtual de la apertura por
donde sale el flujo granular es muy pequefio.

Respecto a los valores medios de los angulos de
reposo para las distintas aperturas y alturas (en
tolvas con arena), no encontramos alguna diferen-
cia entre ellos pero si respecto al valor medio
obtenido con métodos cuasiestaticos (Medina,
1992). En efecto, el valor medio de los angulos de
reposo para las distintas aperturas mostradas en la
figura 1 muestra que <Q,>=<Q,>=<q,>= 40°*
0.5°%, mientras que el valor del angulo de reposo
en cilindros con giro horizontal lento es <Q> =
29°% 0.5°%. Esta diferencia entre los valores de los
angulos (de casi 38%) pudo, posiblemente, haber

sido inducida por la compactacién del material

residual debido al flujo del material granular, com-
pactacién que en todo caso parece ser de la misma
magnitud independientemente de la disposicién

de la salida y de la altura.
Conclusiones

Los anteriores resultados, basados en sistemas muy
idealizados de tolvas (medio granular no cohesivo
y cajas bidimensionales), muestran una clara
desviacién respecto a la teoria (Nederman ez. al.,
1982) y nos ponen sobre aviso respecto a las com-
plejas dependencias de los parametros de flujo del
material granular en relacién con la dimensién
espacial, la altura, y las distintas localizaciones de
las aperturas.

La dependencia algebraica, respecto de H/L, de
la razén de flujo, W, nos advierte acerca de que
fenémenos mas fundamentales a escala de los gra-
nos tales como el arqueo [tesponsable de la no
dependencia de la presién con la altura
(Nederman et. al, 1982; Wieghardt, 1975)], sélo
son importantes a nivel de bulto a partir de cierto
rango que depende del material y de la geometria
del flujo; los valores de flujo medio constante se
presentan a distintas alturas para las diferentes
localizaciones de las aperturas y para distintos
tipos de granos (figura 2). Un aspecto sorpren-
dente de los resultados es que el valor constante de
la rapidez media de vaciado para tolvas (llenadas
con canicas) con apertura en el centro es muy
préoximo al valor tedrico, lo cual sugiere que el

—
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modelo basado en la conservacién de la energia
(Nederman ef. al, 1982) se ajusta muy bien a sis-
temas bidimensionales.

De igual manera, las curvas de la figura 2 recuer-
dan el comportamiento H '? (aunque en nuestros
experimetos no ocurre tal) que se presenta en flui-
dos newtonianos, esto lleva necesariamente a dis-
tinguir el comportamiento de bulto del material
CcOmo no newtoniano.

Las mediciones de los angulos de reposo encon-
trados en nuestros experimentos dan valores dis-
tintos de los obtenidos por los métodos cuasiestati-
cos para el mismo material (Medina, 1992), y con-
firman importantes cuestiones como la influencia
de la rapidez del flujo sobre los dngulos de reposo
del material residual.

Una extensién de nuestros experimentos con-

siste en realizar la medicién de la razén de flujo
instantdnea, lo que llevarfa a un conocimiento muy
detallado del flujo. Es posible que esta cantidad
contenga el ruido asociado con los esfuerzos, ya
caracterizado en otros experimentos (Baxter ez al.,
1993) y que por la naturaleza de nuestras
mediciones no fue detectado. Los resultados de
ambos experimentos constituiran los limites a los
cuales un modelo real debera de sujetarse.

Como una conclusion final, creemos, con base
en lo anterior, que debe reforzarse la investigacién
experimental de los materiales granulados a partir
de sistemas simples como un método para orientar
las formulaciones tedricas, especialmente aquellas
que pretenden caractetizar plenamente la dindmi-
ca granular y ser consistentes en los casos limite de
dimensién y tamafio finito. ©
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