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RESUMEN

En este articulo se presenta la existencia de soluciones viscosas al sistema general
de Euler sin fuente para un fluido comprensible. EI método que se us6 para
solucionar el sistema, no es el de las regiones invariantes que se encuentra en la
literatura. En paralelo, encontraremos las soluciones viscosas globales suaves del
sistema, usando el principio del maximo.

Palabras clave: leyes de conservacién hiperbdlica, principio del maximo,
estimaciones a priori, ecuaciones diferenciales parabdlicas, problema de Cauchy.

ABSTRACT

This paper reveals the existence of solutions to a general Euler system without
source for a compressible fluid. The method used to solve the system is not the
common invariant regions found in literature. In parallel, we will find the smooth
global viscous solutions of the system using the maximum principle.

Key words: hyperbolic conservations laws, maximum principle, a priori estimate,
Cauchy problems.

INTRODUCCION
Un fluido compresible es aquel en donde existen variaciones de densidad

significativas producidas por cambios de temperatura, presion o por grandes
velocidades.
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La ecuaciéon de Euler para un fluido compresible en coordenadas eulerianas, se
puede escribir en la siguiente forma conservativa como:

p, +div(pv) =0
(pv), +div(py®v)+Vp =0 (1)
E +diviv(E+ p))=0

Donde la energia total esta dada por:

4

E="—+e
2

p(x,t) es la densidad, v es el campo de velocidades, ¢ es la energia interna, p

es la presion termodinamicay ® representa el producto de Kronecker entre pv y
V.

Las ecuaciones representan en su lectura de arriba hacia abajo, la ley de
conservacion de masa, la ley de conservacion de momento lineal y la ley de
conservacion de energia total. Este sistema complementa una ecuacion de estado
para el fluido de la forma:

p=g(p,e)

que determina la presion en términos de las densidades de masa y de energia
interna. La forma de la funcibn g se establece mediante observaciones

experimentales y debe ser consistente con las leyes de la termodinamica segun [1].

Es posible estudiar el sistema de ecuaciones de Euler en una dimensién espacial,
como caso particular del sistema (1) y que modela por ejemplo: la dinamica de un
gas que fluye a través de un tubo y donde la densidad, la velocidad y la energia son
constantes a lo largo de secciones transversales del tubo; este fendmeno es
claramente unidimensional.

Es importante decir que hay suficientes estudios desde el analisis numérico para
este tipo de sistemas, ya que la demostracion de soluciones explicitas es casi
imposible por métodos clasicos. Por ejemplo: para el sistema de Ecuaciones de
Euler unidimensional véase [2], para las ecuaciones de Euler en 2D véase [3] o para
ecuaciones de Euler de forma general, véase [4], o una aplicacion a la economia con
métodos numéricos, se puede ver en [5].

En este articulo, se presenta la existencia de soluciones viscosas al sistema de flujo
de fluido comprensible en forma general y que mantiene las leyes de conservacion
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de masa y de momento lineal del sistema (1). Para tal fin, se estudia el sistema de
ecuaciones diferenciales parciales dado por:

1, B
u, +(5u +f(v)jx =0 )

v, +(uv+g((v)), =0
Con condiciones acotadas medibles en la norma L” dadas por

(u(x,0),v(x,0)) = (1, (x), v, (x))

Fisicamente, se puede entender este sistema como el modelo para la dinamica de
un fluido compresible no viscoso que no conduce calor y cuyas ecuaciones se
pueden interpretar como la conservacion de la masa:

v, +(uv+gv)), =0

Donde la densidad por unidad de hipervolumen de la masa del fluido se puede
representar por v y la velocidad del fluido es representada por « . La conservacion
del momento lineal total, se puede entender como:

u, +(%u2 +f(v)} =0

X

Un caso particular del sistema dos es el conocido sistema de ecuaciones dinamico
para un gas politrépico como se puede encontrar en [6] y [7].

La metodologia que se usa en este articulo, se fundamenta en un método que existe
en la teoria de leyes de conservacion hiperbdlica, consistente en que para encontrar
aproximaciones de soluciones viscosas de un sistema hiperbdlico, se perturba en
cierta forma dicho sistema y se convierte en parabdlico para aplicar el método de las
regiones invariantes o el principio del maximo. Una ley de conservacion hiperbdlica
es un sistema de ecuaciones quasilineal de la forma

u, +G(u), =0, con (x,r) € Rx[0,)
Donde: u=(u,,...,u,)" e R",n>1, es una funcién vectorial desconocida que modela

una cantidad fisicay G(f(u,),..., f(u,))" es un vector dado que denota un término de
conservacion asociado generalmente a dicha cantidad fisica.
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Se sabe que una perturbacién al anterior sistema para convertirlo en un sistema
hiperbdlico segun [7], se puede realizar de la siguiente forma:

u,+Gu) =eu_ con >0

Que es un sistema de ecuaciones parabdlicas semilineales y donde las soluciones al
sistema de Cauchy a este sistema, es lo que comunmente se llaman soluciones
viscosas.

A finales del siglo pasado, se descubrieron los métodos de compacidad compensada
y de entropia que permiten establecer la existencia de soluciones débiles a este tipo
de sistemas de leyes de conservacion hiperbdlica como se puede ver [8] [9] [10] vy
[11]. Gran parte de los mas recientes desarrollos de nuevos métodos los han
aportado investigadores en matematicas de China, y son ellos quien en el momento
se han adelantado para establecer técnicas que permiten generalizar sistemas de
leyes de conservacion ya existentes.

1. PRINCIPIO DEL MAXIMO-LEYES DE CONSERVACION HIPERBOLICA

Evans en [6], hace una clara introduccidon a las ecuaciones parabdlicas,
operadores parabdlicos y al principio del maximo débil y fuerte, en particular Murray
y otro en [12] estudia el principio del maximo para ecuaciones diferenciales
ordinarias y pasa al principio del maximo para ecuaciones diferenciales parciales
parabdlicas. En especial Landis [13] hace una profunda y elegante presentacion de
este tipo de ecuaciones.

Lu [7], hace una breve y precisa introduccion a los sistemas de leyes de
conservacion y define los invariantes de Riemann.

2. CALCULO DE ESTIMACIONES A PRIORI

Se puede garantizar la existencia de soluciones viscosas locales suaves en L” , y
para tal fin, ver el teorema 1.0.2 en Lu [7] y en el capitulo 10, usa el método de las
regiones invariantes para garantizar la existencia de soluciones del sistema con las
condiciones acotadas medibles enunciadas en (2).

u, +(%u2 +f(v)jx =&u,, 3)

v, +(uv+gv), =¢ev,
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Estimaciones a priori, usando el principio de maximo. Se estima cotas para las
soluciones de (2), por lo tanto, convertiremos el problema de encontrar la soluciéon de
(2), en el problema de encontrar la solucion de una ecuacién parabdlica asociado al
problema hiperbdlico planteado para (2). Esta forma de atacar el problema es lo que
se conoce como encontrar soluciones viscosas a un sistema de ecuaciones
diferenciales, que para este caso en especial, usara el principio del maximo para
ecuaciones parabolicas. Considerando el sistema (3), con las condiciones acotadas
medibles enunciadas en (2) y suponiendo, para f,g que:

A f.geC[00)y fi=("/)eC’[0,0), g =(/) e C*[0,0)
Satisface f, >d, con deR, V:

2f +g,(s,+g)>0, parav>0
2f +g,(s,—g)=0, parav>0

Donde: s, =+/g +4f.

B. u, yv, acotadas y medibles, v, >0.

Existen funciones que cumplen las condiciones en A, por ejemplo: si se toma
1 :(v-l-md)l,gl =k(v+e)” donde k,d,l,e,m son constantes positivasy e>d y [>m

se puede verificar que f,,g, satisfacen dichas condiciones.

El siguiente teorema establece la existencia de soluciones globales suaves para el
sistema (2).

Teorema 1. Para un ¢ >0, el problema de Cauchy (3), con las condiciones de (2) y
suponiendo que cumple las condiciones de A y B, tiene solucién unica global suave

(u®(x,1),v"(x,t)) que satisface:

u‘g(x,t)|SM, 0<

v (x,t)| <M

Donde M es una constante positiva independiente de ¢ .
Demostracién: El sistema (1) se puede escribir como

U +dFU, =0  (4)
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Donde U=@u,v), F=R* > R*, F:(u,v)— (%uz +f(v),uv+g(v)j y

X

I :(u f'o) ]

vV ou +g'(v)

Para calcular los valores propios de esta matriz dF, se hace det(dF—Al)=0, de
donde al resolver

207 = ABu—-vg)+ W’ +uvg, —v'£,)=0
Se tiene

~ 2u+vg (v)—-vs, ~ 2u+vg (v)+vs,

. A
A 2 : 2

Resolviendo los siguientes sistemas de ecuaciones respectivamente,
[dF -41=0] y [dF —2,1=0] se obtiene que los vectores propios a derecha de

A4, que son:
n :(_Zﬁasl _gl)T’rz :(2ﬂ3S1 +g1)T

Al calcular los invariantes de Riemann, es decir, al resolver Vw.r, =0y Vzs =0Se

obtiene:
w:u+j—g1+sl, z=u+J‘—g1_S1
0 2 0 2

Calculando  w,,w,, W, ,W,,, W, 5 Z,sZ,sZysZ w2, 1€NEMOS

u? uud

Wuzi u_i_.l.g-l—-i_sl , Zuzi u.’.ju
ou 2 ou 2

0 0

wV:i u+_|‘—gl+s1 , wv:i u+j—gl_$1
ov 2 ov 2

0

W :gi(gl+sl)+2fi' - :glv(sl_gl)_l_zfiv
" 2s, v 2s,
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w =0, =0, z,=0, z, =0

uu lIV uv

Multiplicando el sistema (3) por Vz(u,t)=(z,,z,), tenemos Vz(U,+dFU )=¢AU, si
VzdF = A Vz , encontramos:

z,+ Az, =&VZAU =&(z,,2,)u,,,v, ) =€z, —&(z,u. +2z,u v, +z,v))

uu-x woXx

Remplazando z ,z,  ,z, encontramos:

uu® = uy 2

o ey f
z,+ Az, =€z, —g(zw)vf =&z — g(g‘ (5 2g1) Ji ]vf
§)

2f1' +gi(51 _gl)

2s,

Siv>0, >0, entonces

z,+Az <ez (D)

Multiplicando el sistema (3) por Vw(u,t)=(w,,w,), tenemos Vw(U, +dFU )=&AU, si
VwdF = A,Vw, encontramos:

w,+ A w, = VweAU = e(w,,w,)u v, )=ew, —e(w, u. +2w, uv_ +w,v.)

uu 144

Remplazando w, ,w, ,w, encontramos:

uu > uy 2

2fi +gigi+s) ) -
2s, )

w+Aw, =ew, —e(w, V. =ew,, —g[
Siv>0, 2f +g/(g +s)>0,entonces
w,+Aw <ew,_ (6)
Tomando (5) y (6) asi:
(—z)+A(=z)2¢e(=z,) (7)

w+Aw <ew, (8)

Al considerar las desigualdades (7) y (8) con variables en w y z, por el principio
del maximo se puede conseguir estimaciones
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wu® v Y<SM, zu',v)>-M

y por lo tanto

u‘g(x,t)|SM, 0<

ve(x, t)| <M

para una constante positiva M que depende de la norma L” en los datos iniciales.

3. CONCLUSIONES

Los sistemas de asociados a fluidos comprensibles como en (2), se dicen sin fuente,
que se puede tratar de generalizar este tipo de sistemas, colocando un término
adicional asi:

u,+(%u2+f(v)jx+gl(u,v)20 (11)

Y, +(UV+g(V))x +g2(uav) =0

La idea en este caso, es encontrar soluciones globales de (11), guiados en el
trabajo que Yan y otros realizan en [10] [11] y [14], usando la informacién
suministrada en dichos articulos, se puede buscar soluciones débiles al sistema (11);
de hecho, Lu en [7], encuentra soluciones débiles al sistema (2), basados en
métodos de compacidad compensada.

Por otra parte, es importante decir que son diversas las aplicaciones de este
sistema. Por ejemplo: la fisica e ingenieria resuelven diversas manifestaciones del
sistema para resolver problemas aplicados particulares; pero lo cierto es que cada
aplicacion es un reto diferente porque, aunque se puede garantizar la existencia de
soluciones en la mayoria de aplicaciones, no se puede decir con certeza que se
puede establecer soluciones explicitas o implicitas por los métodos clasicos y es por
esto, que es posible encontrar muchos articulos numéricos que resuelven casos muy
concretos relacionados a este tipo de sistemas.
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