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Resumen

El presente trabajo es una investiga-
cion de las propiedades de los sistemas
discretos lineales con respuestas al impulso
periddicas. Este es un caso particular de los
Sistemas LTI (Lineales e Invariantes con el
Tiempo) con esta clase de respuestas al
impulso. Primero se investiga la forma ge-
neral de la funcién de transferencia cuando
la respuesta al impulso es periddica. El caso
donde los periodos de la senal de entrada
y de la respuesta al impulso son iguales
tambien es investigado. El ultimo caso
investigado, es aquél, donde los dos perio-
dos son diferentes. Este caso particular es
simulado en MATLAB.
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Abstract

The present work is an investigation
about the properties of discrete linear sys-
tems with periodic impulse responses. It is
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a particular case of LTI (Linear Time Invariant) Systems
with this kind of impulse responses. We first investigate
the general form of the transfer function when the impulse
response of the system is periodic. Secondly, we inves-
tigate the case when the periods of the input signal and
the impulse response are equal. The case when when the
two periods are different, is also investigated. This last
particular case is simulated in MATLAB.
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Introduccion

La caracterizacion de sistemas mecéanicos y eléctricos
con funciones de transferencia es una técnica ampliamente
usada, que permite la simulaciéon de estos con elementos
de control digital. Podemos asi, realizar la caracterizacién
de un sistema con estas funciones o con sus respectivas
respuestas impulsionales. Si queremos una descripcién en
tiempo continuo de un sistema, es suficiente calcular su
funcién del sistema H(s}, que es la Transformada de Laplace
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de la respuesta impulsional 2(t}. Asimismo podemos des-
cribir un sistema continuo en el tiempo con su respectiva
ecuacion diferencial. Sin embargo, es posible realizar esta
descripcion, realizando un mapeo entre la variable compleja
s de Laplace, y, la variable imaginaria jw de Fourier:

5= o+ jw][1]

De esta manera, nuestra descripcién del sistema en
tiempo continuo es H{jw}, la Transformada de Fourier de
la respuesta impulsional k(t). De esta manera, obtenemos
la funciéon de Transferencia del sistema, en funcién de jw,
donde w representa la frecuencia angular. La figura N.° 1
nos ilustra estos dos conceptos.

Figura 1. Relacion entre transformadas Laplace y Fourier.

Para el modelamiento de sistemas discretos, realiza-
mos la caracterizacion de estos con ayuda de la Transfor-
mada Z, con lo cual obtenemos la Funcién de Transferencia
del Sistema Discreto. Matematicamente descrito,

H(z) = Z{h[n]} = X3z hln]z ™" [2]

De esta manera, obtenemos una descripcion para el
modelamiento de sistemas discretos. Es posible relacionar
la funcion de transferencia, con la Transformada-Z de la
sefal de entrada y con la Transformada-Z de la sefal de
salida, de la siguiente manera,

_Yi=
H[:Z) B Xi=) [3]
Esta relacion es de especial utilidad para obtener H{z)

cuando se describe el sistema mediante una ecuacion lineal
en diferencias con coeficientes constantes de la forma,
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vin] = —Xio ap vin — k] + X3, bex[n — k]

(4]

En este caso, la funcién de Transferen-
cia se puede obtener directamente de [4]
calculando la transformada-Z inversa en
ambos lados de [4]. Por tanto, aplicando la
propiedad de desplazamiento en el tiempo,
obtenemos,

Y(z) =—Xi_,aY(z)z "+ XL, b X(z)z 7"
[5]

Y(z)(1+ Ef:l 2 _k) = X(z) (Efm bkz_k)
[6]

viz) _ Eit by "
Eiz)

1+E‘;::,_ apz—k

[7]
0, equivalentemente,

M o=k
H(z) = 1+E¥_. :iz-?f (8]

De esta forma, un sistema lineal in-
variante en el tiempo descrito por una
ecuacion en diferencias con coeficientes
constantes, tiene una funcién de transfe-
rencia racional.

Esta es, en general, la forma de la fun-
cién de transferencia de un sistema descrito
por una ecuacién en diferencias lineal con
coeficientes constantes. De esta forma
general obtenemos dos clases especiales
muy importantes. La primera, si a; =0, para
1<k<N, se reduce a

_ M - _ 1
H(z) =Xyi-yb,z7 "= o
[9]

M M-k
L= biez

En este caso, H{z) contiene M ceros,
cuyos valores estan determinados por los
parametros del sistema {b}, y un polo de or-
den M en el origen z=0. Dado que el sistema
contiene M polos triviales en z=0y M ceros
no triviales, se le denomina sistema de todo
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ceros. Evidentemente, un sistema asi tiene una
respuesta impulsional de duracién finita (FIR, fi-
nite impulse response), y se denomina sistema
FIR o sistema de media mévil (sistema MA).

Por otra parte, si by = 0 para 1 <k<M,
la funcién del sistema se reduce a

By bns‘\‘
W — =N T
14E0_ apa~% Ip_gapz F

H(z) = [10]
En este caso, H(z) contiene N polos,
cuyos valores quedan determinados por los
parédmetros del sistema {a;} y un cero de
orden N en el origen z = 0. En consecuencia
esta Ultima funcion dada en [10] contiene
solo polos no triviales y el sistema corres-
pondiente se denomina sistema de todo
polo. Debido a la presencia de los polos,
la respuesta impulsional del sistema es de
duracion infinita y se trata, por tanto, de
un sistema IIR (infinite impulse response).

La forma general de la funcién de trans-
ferencia dada por [10] contiene tanto polos
como cerosy, por ello, el sistema correspon-
diente se denomina sistema de polos y ceros,
con N polos y M ceros. Los polos y/o ceros,
tantoenz = 0 como enz = ®, no se cuentan
explicitamente. Debido a la presencia de
polos y ceros es un sistema IIR.

El presente texto desarrolla modelos ma-
teméaticos de sistemas con respuestas impul-
sionales periddicas, y las analiza para el caso
especial de sefales de entrada periédicas.

. Funciones de
transferencia de
sistema con respuestas
impulsionales periodicas
Encontremos la funcidon de transfe-

rencia de un sistema lineal discreto cuya
respuesta impulsional es periédica con

periodo N. Para este propdsito, modelemos una respuesta
impulsional periddica, de la forma,

/in] ={ a,, a,, 33, a,, a,, 33,...}

Si recordamos nuestra definicion fundamental de la
transformada Z para obtener nuestra funcién de Transfe-
rencia, tendremos,

a a a a a, a
H=—"L+2+ 2+ + 2+ 2+

z 2 2 £ 72 F

Es posible, simplificar esta expresién de la manera,

11 1 1 1 1 11 1
H(z)=aq, ;+Z—4+Z—7+... +a, Z—2+Z—5+Z—8+... +a, ?"'T"’T

Finalmente, recordando la suma de una serie geomé-
trica, obtendremos,

11 11 11
H(z)=a,|——— = —
EREREE A PR

Rearreglando cada uno de los términos, tendremos,
1 2’ 1z’ 1z’
H(z)=a/|——|+a,| —— |+a;| —— |+
@) 1(223—1) 2(223—1) 3(223—1

Finalmente,
3
z a, a, a
H(z)= —L+242
z2=-1\z =z z

3

Por lo tanto, de forma general, un sistema lineal dis-
creto con una respuesta impulsional periddica, con periodo
N, tiene una funcion de transferencia de la forma,

N
z a a
(_1+_2

H(z)=—;

2 3 N
z" -1

a a
S R s 2
z z° z z

Il. Comportamiento de sistemas con
respuestas impulsionales periodicas
a senales de entrada periodicas

La siguiente etapa es investigar qué sucede con la sali-
da del sistemay[n], cuando la sefal de entrada es periddica.
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Aqui, seré necesario distinguir entre dos casos. El prime-
ro de ellos, cuando la senal de entrada y la respuesta impul-
sional tienen el mismo periodo, y el otro, cuando no lo tienen.

2.1 La seiial de entrada tiene el mismo periodo que la respuesta
impulsional

Si denotamos la operacién de convolucién de la si-
guiente manera,

N-1
XxX®h=y=>» x(n")h(n-n")

y denotamos el espectro de la senal de salida con ayuda
de la transformada discreta de Fourier (DFT),

V() = > sl

Podemos obtener el espectro de la sefal de salida en
términos de la sefal de entrada y la respuesta impulsional
del sistema,

N-1N-1

Y(k):ﬁ Ex(n')h(n—n')e'jz’ﬂ‘"w

Haciendo uso de una nueva variable n’ para desarrollar
el término de la base exponencial de Fourier, tenemos,

1 N-1N-1

2 Ex(n')h(n _ nv)e—jZJdcn‘/Ne—j2/dc(n—n')/N
\/N n=0n'=0

Reordenando los términos de las exponenciales cir-
culares complejas,

1 N-1 ) ) N-1 ) .
- x(nv)e—JZJdm/N h(n_nv)e—jbtk(n—n)/N

Y recordando que las respuestas impulsionales son
periddicas, podemos obtener,

Y(k)= %Ex(nv)e—ﬂfdm'w{g h(n)e—jz./dq'[/N}

Reorganizando las expresiones del periodo N, obte-
nemos,

Y(k)= m{\/lﬁ 2_ h(n)e—jZJdm/N }{\/lﬁ E_ x(ny)e-jzm,'/zv}

Y(k)=~NX(k)H(k),

Y(k) =

Y(k) =

La cual también es periddica con periodo N.

2.2 La entrada tiene un periodo distinto que la
respuesta impulsional

El andlisis del sistema, cuando este tie-
ne una respuesta impulsional periédica, con
un periodo distinto al de la senal de entrada,
involucra un tratamiento matematico arduo.
Por esta razén, se ha realizado el andlisis
con ayuda de herramientas computaciona-
les como MATLAB.

Se modelan dos senales, s1 (sefal de
entrada) y s2 (respuesta al impulso), como
dos senales periddicas senoidales, con fre-
cuencias 1y f2, y se observa la convolucién
entre las dos para poder observar la senal
de salida.

El siguiente codigo en MATLAB, ilustra
y modela la situacién,

t=1:0.001:5;

f1=1;

f2=5;
s1=10*sin(2*pi*f1*1);
s2=10%*sin(2*pi*f2*t);
figure;

subplot(3,1,1)
plot(s1);
subplot(3,1,2)
plot(s2);

out = conv(s1,s2);
subplot(3,1,3)

plot(out);

La siguiente figura ilustra la convolucion
de dos senales periddicas con periodos di-
ferentes. El resultado, que se muestra en
la ultima gréfica es una sefal simétrica, con
caracter cuasi-periodico.
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Figura 2. Sefial resultante a un sistema con respuesta impulsional periddica, con periodo N y a una sefal de entrada con periodo M.

Conclusiones

El comportamiento de sistemas discre-
tos con respuestas impulsionales periddicas
ha sido analizado y verificado con elementos
computacionales como MATLAB. Primero,
se ha obtenido la expresién general para un
sistema discreto con respuesta impulsional
periddica.

Posteriormente, se ha deducido la
expresion para la salida de un sistema con
respuesta impulsional periddica cuando la
entrada es una senal periddica, ambas con
el mismo periodo.

Finalmente, se ha calculado en MAT-
LAB, qué sucede cuando la respuesta im-
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pulsional del sistema y la senal de entrada, tienen periodos
diferentes.
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