ISSN 1818-6742

Impreso en Nicaragua

www.uni.edu.ni/Nexo
| Revista Clenfifica |

Vol. 20, No. 01, pp. 13 — 18 / Junio 2007

Desarrollo tipo Taylor de la derivada k—ésima,
de la delta de Dirac soportada en (z — a)

M. Garcfa, M.A. Aguirre

NuCOMPA-Facultad de Ciencias Exactas, UNICEN
Paraje Arroyo Seco s/n, 7000. Tandil, Argentina
e-mail: {mgarcia, maguirre}@exa.unicen.edu.ar

Resumen

Sea Z el espacio de las funciones cuya transformada de Fourier son
elementos del espacio D, donde Z esta definido en ([1],pag.198) y D en
{[3]). Consideremos la derivada de orden k de la delta de Dirac soportada
en (x-a), §%) (z — a) .En este trabajo se obtiene un desarrollo en serie
tipo Taylor de (k) {z — a) . Estos desarrollos pueden ser utilizados para el
estudio de productos de convolucién y productos multiplicativos usando
transformadas generalizadas.

1. Introduccién

La Teorfa de funciones generalizadas siempre ha estado presente en los desar-
rollos de diversas ramas de la matemdtica.

En cierto modo ellas ya habfan sido usadas por los fisicos en ciertos desarrollos
no muy formales que resultaban sumamente largos.

Las primeras funciones generalizadas fueron introducidas por P. Dirac en sus
clésicos papers (1927) donde empleé heurfsticamente su famosa funcién delta &
que surge como una necesidad en el campo de la teorfa cudntica. Sin embargo,
objetos de la forma §2,8.4', . .. los cuales fueron desarrollados en esta teorfa no
tenfan un fuerte rigor matemdtico. Surge asf el problema no irivial de como
multiplicar funciones generalizadas.

5. L. Sobolev (1936) da una interpretacién de funciones generalizadas como dis-
tribuciones, esto es, funcionales lineales y continuas sobre un espacio apropiado
de funciones, en conexi6n con problemas de ecuaciones diferenciales lineales
parciales.

La teorfa de distribuciones toma un cardcter formal cuando aparece el trabajo
de Laurent Schwartz (" Theorie des Distributions” 1950/51) quien introduce for-
malmente varios espacios de distribuciones dotdndolos de un caracter topolégico.
La teorfa de los espacios de Sobolev y las distribuciones a la manera de Schwartz
constituyen las herramientas principales para el estudio de problemas lineales
y no lineales en la fisica-matematica.

La teorfa de las distribuciones leda un sentido riguroso a lo que heurfsticamente
se venfa usando como funcién § de Dirac y para algunos otros objetos, sin
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embargo el problems del producto de tales objetos permanece sin resolverse. La
falte de multiplicacidn v otras deficiencias dentro de la teorfa de distribuciones
fueron descublertas poco después de su creacidén. En 1954, SBchwartz prové la
imposibilidad del producto de dos disiribuciones arbitrarias, con lo cual reafirma
la situscidn que el problema de la multiplicacién es insalvable. Ests teorfs no fue
suficientemente completa para resolver todos los problemas vinculados con lag
soluciones de ecuaciones diferencisles parcisles lineales con coeficientes suaves,
tal como se puede mostrar en el trabajo de H. Lewy donde se construye un
gjemplo de una ecuacidén diferencial con coeficientes suaves, la cual no tiene
solucién, v tambiéa en las extensiones lineales de los espacios de distribuciones,
donde plantean situaciones similares, por ejemplo en &l espacio de hiperfuaciones
de Sato, P. Schapira encontrd una ecuacién sin solucidn.

La situacitn cambid a finales del 70 v al comienzo de 1980, cuando fue creada la
teorfa no lineal de funciones generalizadas contendendo a las distribuciones, men-
clonamos entre otros los trabajos de B.E. Rosinger (Ddstributions and nenlin-
ear portial differential equations, 1978, Nonlinear partiel differentiol equations,
1680, entre otros) en los cuales se desarrolla una teorle general de digebra de
funciones generalizadas v donde se estudian ecnaciones diferenciales parciales no
lineales. En 1682, Jean Francois Colombeau (*Elementary Fntroduction to New
Generalized Functions” 1985, [5]), introduce un glgebra diferencial de nuevas
funciones generalizadas § {0}) con las siguientes propiedades: § (1) contiene el
espacio de distribuciones 2 (1) como un subespacio lineal, derivadas parciales
en & {{}) extienden correspondientes derivadas usuales en D' (f) | el espacio
£ (€1} de todas las funciones infinitemente diferenciables es un subalgebra en
G (1) ,y el dlgebra G (§)) es invariante bajo operaciones no lineales uniformes de
polinomios que crecen en ¢l infinito,

Esta es la mejor situacidén para el dlgebra diferencial de funciones generaliza-
das conteniendo distribuciones, anngue la imposibilidad de multiplicar distribu-
ciones mencionads antericrmente ne se resuclve completamentes, pero esta teorfa
de Colombeau de funciones generalizadas abre nueves posibilidades para encon-
trar solucidn a varias clases de problamas de ecuaciones diferenciales no lineales.
Los desarrollos de distribucionss dependientes de un pardémeire determinan
aproximaciones que sirven para la bisqueda de darle sentido a producto de
distribuciones. Algunos productos se obtlenen utilizando desarroflos tipo Taylor
y desarrolios tipo Laurent.

Sea D es el espacio de funciones infinitamente diferenciables a soporte compacto
([1], pag. 195). Para una funcidn de prueba ¢ € T, deflaimos la distribucicn f
asociada a ¢, por medio de,

(7). 8(@) = [ 1(o) 9lo) do @

Bl espacio de las disiribuciones definidas sobre D, lo denowinamos con D,
también Hamado espacico dual de D.

Dentro de este contexto vamos a considerar la funcidn delta de Dirac concentrada
en &, con a real,

(6(z—a),d(2)) =¢la)  ([4], pag. 44) ()
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2. Propiedades de las distribuciones

Para lograr nuestro propdsito debemos tener sn cuenta clertas propiedades de
Ias distribuciones.

(Fa),¢(ah={f(=),¢(-2)) (4], pag. 49) {3

(fo+e),6@) =) b@-) (4 pag 50) (4
(8% (@), 0(®)) = (-1)* {82),6® @) (W, peg51)  (5)

3. Distribuciones de rdpido decrecimiento en el
infinito

Les distribuciones de rdpido decrecimiento en el infirito son de fundamental im-
portancia en el estudio de los desarrollos ssintsticos de funciones generslizadas,
Sea § el espacio de Schwartz ([3]), espacio de lag funciones de rdpido decreci-
miento en el infinite v sea 5’ su dual el espacio de ditribuciones temperadas,
lamadas asf & todas las distribuciones generadas por lunciones del espacio §
dadas por la relacion {1}, Dentro de egte egpacio vamos a definir el momento de
orden p de una funcién u, (9) = 4, por

ypzj; () zfdz Yee & (6)

4. Desarrollos tipo Taylor para distribuciones

Sea Z el espacic de todas las funciones cuya transformada de Fourier son ele-
mentos de T {[1], pag. 198).

Con 2’ denotamos el espacio dusl de Z. Definimos a 2’ como el espacio de
les ultradistribuciones, funcionales lineales v continuas schbre el espacio Z ([1],
pag.198).

Sea ¢ € Z , definimos la ultradistribucién T ssociada 2 una funcién localmente
integrable f, de acuerde s ( [1], pag. 198) por,

o0
Ty, ) = j’ f) s )

De acuerdo con Estrada-Kanwal ([4], pag. BY) acerca de la Teorfa Distribucional
de Desarrollos Asintéticos, toda funeidn uniforme ¢ (z) shrededor de z € B
admite un desarrollo de Taylor :

wlz+e)~ itp("){:ﬂ) g 20 3]

fH]

donde el signo “~ " significa desarrollo asintético en el sentido deserito en (4],
pag. 5, 8 v 9).
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Por dualidad si T es una funcién generalizada en alguno de los espacios T/, &'
o &', entonces tenemes el siguiente desarrollo asintdtice de Taylor

T{(x-+g) ™ i%en g~ ([4], pag. 89) (9N
n={)

La interpretacion de (9) en el sentido distribucional es la siguiente

2T (g [
(T{z+ze),9(x))= EWE” +0 (™) £ 0 ([4], pag. 89)
=}

(10)
para alguna funcién de prueba ¢ (z).

Supongamos la distribucién T {z) = §{z) {Delta de Dirac) , entonces de la
relacion () se tiene,

d(z-+e)~ z ---------------------- £ e—0  ([4], pag. 89} (11)

Por otro lado, ¢ ¢ € Z, su tronsformada de Fourder E}\J € T, lo cual implica que
ykz?a {y) también pertenece a D. Por tanto,

1 [rr sk A
6@ @ =F{wf ez (I, pag 195, formulag)  (12)
Sean k y n entercs no negativos se verifica,

ly’”’@v{’“} (y)i <Crm VYER (13)

5. Teorema

Para toda ¢ € Z vale ¢l siguiente desarrollo tipe Taylor

M z—ay=3 (—13! TN gy k=0,1,2,... (14)

et

con a € B. En particular para a = 1 38 verifica o] siguiente desarrollo,

6% (@~ 1) = i (‘y%?p(sf“"? (z) (15)
Demostracion:
De (4) ¥ (5) se tiene,
(3® (@ -a),p (@) = (8=}, (-1)* o™ (2 + 0)) (16)

Dado que ¢ € Z, entonces es una funcién entera v admite un desarrolio de
Taylor de la forma,

L)

plata)=3"" (@ (1] pog 200 (17)

v=0
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que converge para toda o.
De aguf se deduce que 81 &k = 0,1,2,... entonces las derivadas de la funcidn
@ € Z admiten el siguiente desarrollo,

o v
E3 - o +k
o0t =3 S @ (18)
De (16) v (17) se ticue,

<5(§") {x—a),p x)> <5U§} {z}, @(a:—l—a})
= ({2}, (~1)* o (z +a)) (19)

Reemplazande el desarrollo de Taylor (18} en {19} se tiene,

(5(;‘3) {#—a),¢ ($}> = (~1) <5 (2}, lim Z P +e (m})

(—1)F nlzm Z <5 (x}, ) ( w}) (20)

Aplicando (5) en (20)

(6% (@~ a),0 (@) = (-1)* lim, Z )7 (59 (@), 0 ()

7]
= tim z L (64 @), 0 (2) (21)
De (21) se deduce gue,
5% (z —a) = i Mé(fcwi (z) (22)
ot vl

{Jue es lo que querfamos probar.

En particular si 2 = 1 obtenemes la férmuls {15).

Problemas abiertos asocisdos & la férmuls cbtenida en este trabajo, estdn vin-
culados con productos de convolucién y productos multiplicativos. Entre los
trabajos mds recientes en el tema podemos sefialar:
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