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Abstract
Se sabe que el residuc de la familia de funciones distribucionales FJ
existe en los puntos v = —k,k = 1,2,..y vy = -§ — 8,8 = 0,1,2,...

([1],péginas 253-266) y ([4],péginas 34-36), donde P estédn definidas por
las férmulas (2) y (9).Usando las condiciones k> 3 —1yl> % —1,en
este trabajo se obtienen una nueva férmuyla para

R68,\=7%7kpi

cuando py g son ambos pares y también cuando ambos son impares. Como
consecuencia de esta nueva férmula se obtienen formulas para Res,__= 2k (P+
i0)*, R_zx(u) y R_ax{u)* R_x(u) para y para, vpar, k> 2—1,1> 21

¥ p+v = n dimensién del espacio, donde {P+1i0)* est4 deﬁmda por (63),
R4(u) es la familia de funciones distribucionales debido a Y. Nozaki ([7])

v estd definida por la f6rmula{68).

1 Introducién

La teorfa de distribuciones es una herramienta fundamental para las aplicaciones
de los Métodos de la matemdtica aplicados a la Ingenierfa. Este trabajo esta
enmarcado dentro de la teorfa de distribuciones especialmente la teorfa de dis-
tribuciones dependientes de un parémetro. En téminos generales se extienden
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resuitados que aparecen el libro de LM.Gelfand snd G.E. Shilov.,Generalized
Funetions, Vol.I,{ver ([1]}. Los resnltados que se van a desarrollar contribuyen
a extender fSrmulas vinculadas con lag singularindades de la familia de fun-
ciones disiribucionales definidas en(2) que son introducidas en([1]). Ademds
de extender resultados vinculados con el ntcles de Y. Nozaki definido por la
formula{6R), nuestros resultados permitan estudiar productos de distribuciones
del tipo 6% (P).6 (P} utilizando el concepto de residuo de P} en sus puntos
singulares.

Ses z = (21,23, ...2, ) un punto e en el espacio n—dimensional Fuclideano
R",

Congidersmos una forma cuadrdtica en n variables definida por

P=Px) :x%—i—...m; _5'3§+1=~ —a:;_m (1)

donde p+ ¢ = n es la dimensidn del espacic.
Llamamos @(z} Ia funcién ™ con soporte compacto definido de RB™ a A.
De{[1]),pagina 253, formula (2)) la distribucién £} es definido por

(Phe) = [ (P el @

donde A es un mimero corplejo v de = dridrs..de, . Para la parte
Real{X) > 0, la integral definida en (2) converge v es una funcidn analftica de A,
La prolongacidn analfiica para ia Real{2) < 0 puede ser usada para extender
la definicién de (P}, @) .M4s atin de {[1],page 254),se tiene,

(Phe) = [Tt o @)

1]

dende

o Pa(u) = i /(;m*i"‘"?"{i — )y (u, tus)dt 4
$r, 8} = 3 (u, v) {8)
B(r, ) = f ed0,d0,, (6)
r= o 4.0t (7)
s={fap +ogii, &)

dil, y dii; son los elementos de drea de la superficie en la esfera unitaria en
APy K9 respectivamente.
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Similarmente podemos también definir la funcién generalizada P* por

Po)= [ PP ©)
—P>0
Més arin se obliene la signiente expresion
(Pe) = j’ TR 8, (v)dy (10)
o
donde
Sa() = fo 5 (1 - £, (vt v)dt. (11)

De(1) la hipersuperficie P = 0 es un is a hypercone con un punto singnlar
(el vértice) en el origen.
Por otra parte, de([1],page 249).se tiene,

)= (la) et e o

==t

(“e)e) = -0r [ E(zf&r)k {THMZ’)}L& e 9

donde ¢{r, 8) es definida por la ecuacién{8).
También de([1]},page250),las funciones generalizadas 5?“)(}’) ¥ égk) {(P) son
definidas por

bom)= (o) ()] e o

==t

(689(P).¢) = (-1 A " E(ﬁg)%{ﬁ—zﬁz@” #'ds (15)

=5

donde ¢{r, s) es r1 Pgi "9 multiplicada por la integral de ¢ sobre la superficie
22+ a2+ ...:x:§ =ty I§,+1 -+ z§+2 "+ .,.z§+q = g2,

Las integrales(14) y {15} convergen y coinciden para

-2

5 (16)
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81, por otra parte,
ptg—2
2

sgas fotegrales deben entenderse en el sentido de la regularizacién{ver( [1],page
250)). Abora en general 5?)(1:’) ¥ 5?) {P) pueden no ser la misma funcién
generalizada.

Note que la definicion de esas funciones generalizadss implica que en cualquier
caso

k> (17)

5(P) = (—1)*6P (). (18)
De([1],pdginald78), las signientes férmulas son vélidas,
¥R = (~1)*K Re sy g1 P} (19)
and
FE(P.Y = (1K Re saeip1.P {20)

donde con la sbreviatura He s se indica Residuo en el sentido cldsisco o usual
de la variable complejs.

Tor otra parte, de([1],pdgina278), para n impar, y también para n par pero
con la condicién k < § — 1 se tiene,

§8(Py) = 60 (P} = s¥ () (21)
¥
&Py = 6P (—p). {22)
En el caso de dimensidn par y bajo la condicién k2> T —1
§B(P ) - 5(P) (23)
¥
§#(p.) - (- P) (24)

son funciones generslizadas concentradas en el vértice del cono P = 0
{[3],pdgina279}.

De([1],péginal70), se tiene:

Sipy g son ambos pares y si & > § — 1,entonces

(—1)*e®(Py) — ¥ P) = agnp LT E (8(2)} (25)
micntras que en todos los otros casos vale que
FR(P) = (-1)F6%(Py) (26)
En (25)
__ (-Dind
Gagnhk = 4k7%+1(k _ % T 1}1 (27)
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v I7 es un operador diferencial lineal homogéneo iterado j veces definido de la
signiente forma:

2 2 2 2 Y4
IS C N T S
ox? dzf  Bzg, dzs .,
El opezador L = { Bty = 8 = F L og con frecuencia lamdo
P - E{ ""E{; Bmp-i-l BEF—M
ultrahiperbélico.
De([1],pégina255),{ P}, ) dos conjuntos de singularidades a saber
A=—1,-2,-3, ... (29)
! A=—2 D 4 (30)
A
v de([1],pdginas256-269 y pdginalb2) se tiens,
Y
Re sy 1 PP = %5?)(?) si p es par y g impar, (31)
- U am) oy e
Re $pe i1 PL = kidl {P) si p es impar y ¢ par, {32)
ResA=_%_;ﬁPj_‘ =0 8l p es par y ¢ Impar {(33)
¥
2 (_3) agi i . .
Resyep Py = 5 nfn L7 {8(z}si p es impar y g par.  (34)

T ARET(Z +E)

Donde L* es el operador ultrahiperbélico iterdac k-veces definido por la
formulal28).

Similarmente (Pf, go} tiene singularidades en los mismos puntos que (Pﬂ,’_‘; tp)
v tomando en cuenta todo lo que hemos expresado con respecto a P_;} tarmbién
son propiedades que valen para P* excepto que deben intercambiarse p y ¢ en

todas las expresiones y en todas las f6rmulas deben reemplazarse 4 gk){f’) por
S0P = (-1)87(P) (35)

v (L} por {—L) {vonlrontar con([1],pages279 and 352 }), tomando en cuenta
todas lag aclaraciones anteriotmente expresadag se deducen lag siguientes for-
mulas,

—1)F . .

Resam—p-1P} = {}Gfé;k)(mf’} Bl p es impar ¥ ¢ par, (36)
—11%

Resa= k 1P2= é----g;-‘-}----égk)(—m?} sl p es par y g impar, {30
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Res;.mm%__kPL\ =0 sl p es impar ¥ g par {38)
¥
(~1)2n3
A - E . .
Resy——n Pl = SHIT(E 4+ K) {—L)* {d(z}si pes par y g impar. {(39)

&i la dimensidn n del espacio es par, p ¥ ¢ parss, Pjﬁ tiene polos simples en
A = —0 — k,donde k es un eatero no negative y el residuo estd dado por la
siguiente expresidn

ey TRl e
Re 82 k=012, PL = %ﬁﬁ i)(P]‘+

(40)

—1 % w%
""Jf“ﬁ(kir?(%é-k) L* {(z}

ver([1],pdgina268),donde L¥ es definbido por la férmmla(28).
8i, por otra parte, p y g son impares, Pi tiene polos de orden dos en A =
—~% —k y de{[1],pégina 269),se tiene

F+k—1
He Slwmi-’z;‘-mkp.i - (?(%4—&}523 )(P)"f*‘

(a3t {41}

T (g

[(5) — 9(3)] 2* {6}
donde -
¥o) = T (12)

v I'(z) es la funcién gama definida por

INEES J[u v £ (43)

Para enteros y para valores fraccioparios el argumento de la funcidn {z)
egtd dado por

1 1
k 1 Zn(2)+ 211 1 1 4h
Pkt o) =—y-2h@)+2{1+ ot {45)

donde -y es la constante de Euler.
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Similarmente
BRLE & 2D -
= {486)
+gp o (—L)F {8(2} 51 p ¥ ¢ son impares.
12 TR (B k-1
Res;kz_%_ka = %512 (~P)+
ISk Aty (47)

TRy

[(5) — ()] (~L)* {5(x)} si 2 ¥ ¢ son impares.

De{40),(41),(46) ¥ (47) sabemos que el residuo de P} existe en A = —2 —
8,8=0,1,2,....

Considerando como condiciones esenciales £ T —1y 1> ¥ — 1, en este
trabajo se obtiene uns nuevs firomla para

5y
Resp=—z by

cuando p ¥ g son ambos pares y también cuando p ¥ ¢ son ambos impares. Como
consecuencia de estas f6rmulas se obtiene Hromoulas nuevas para la familia de
funciones distribucionales RB_qx(u) v para el producto de convolucion A_qy(u) =
R_g(u) para p par, v para, k> % — 1,1 > § — 1 where u+ v = n{dimensién
del enpacio), B, (u) ea la familia de funciones distribucionsles debido a Y. Nozaki
{[7]) y est4 definida por las férmula(68).

Para obtener nuestros resultados necesitamos las siguientes férmulas:

5?) (P) = Ak,p,qum%Hg (48)

si pygsonparesy k> ¥ —1([2])

68 (P) = Byp o LF 3+ {5(2)} para p y q impares y k > g -1 (49)
(12,
n T
6{9(P) = 8§ (P) = Cipal* 41 {6(x)} parapy gparesy k> | —1 (50)

{{3],pégina 94, férmula 63),

68 (P) =8I (P) = Dy L3+ {8(x)} parapy g impares y k2 2 -1 (51)
{[3].pdgina 94,frmula 64}, where

_ 21 n
kpg T AR5 Y pera py ¢ pares y k > 77 1 (52)
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O i O VI L.

Brpg = PR (53)
[W(5) —¥(3)] L* E1 {8(=)}
(2]}, donde
_ (D) EnE
Crpg = F (g — B 1 1)) para @ y ¢ pares, {54)
_ M B
Dypg = PLE S TR, (55)

[9{(2) — (3)] L*¥~5+! {é(x)} para py g impares.

Nosotros podemos cbservar de (48),(49),(50) y (51} que lag siguientes formulss
son vilidas

S(P) = ChpgL* 4 {8(m)} parapy qpavesy b2 ) ~1  (56)

55“(%’} = Ek,p,qf;k""%""i {6{z)} para py g imparesy k > : -1, {57)

donde Cy p , estd definida por (54) ¥

I i o N s
FLaE SETTE W

$(5) +9(3) — 2(3)

Eks?iq
(58)

2 Resultados principales

De las formulas (40),(41),(46) and {47) y aplicando las formulas {48),{49},(56)
y {87} nosotros obtenemos las nueves f6rmulas siguientes:

o DR

k3
Re 8ae—p -1 P3 PRI + k) parapy gparesy k2 o -1, {59)

A (CDED R
Redrm—z PP = “ggmgem (60)

[4(3) — (%)) L* 371 {5(z)} parapyqimparesyk>% -1,

2= (-1)fat

P -
Resp=—n P2 SRID(2 + &

LR {§(x)} parapy g pares y k > g__1
{61)
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and

~IM -1V 1 1"%"._1 g1
ReS}\g_%_ka O s D¢ 4"‘)!:!(1‘(%}_;.;;)”

(62)
[#(5)— (D] L2+ {§(z)} forpendgoddand k> T —1,
3 Aplicaciones de Férmulas bésicas
Usando la formula _
(P &0 = P} 4 eFAniph (63)

{[1],p8gina276) v usando las nueves férmulas(59} v (61) nosotros cbienemos las
siguientes formulas

o (CDEE L
Ressm n w{P +i0)" = FERIT(E + % L¥{é{z)} parapy qpares y k > 5 1.
(64)

La férmula{64) aparece en([6],page 192} y en ([1], page 276}.
Similarmente de{63) y usando las férimulas(61) y (62) nosotros obtenemos
las signientes formulas

Re 8x-z (P +i0)* =0 para py q impares and & > ;’ -1 (65)

La férmula (65) aparece en ([1],pdgina 278).
Por otra parte, nosotros sabemos de(]4],pdginas143,147) que las siguientes
férmulas son vilidas
Rogp(u) = M1

a1 B (-1 (-1)F

(66)

(B +E-1) (~13¥0%s
ST i ]

sl i o8 par v ¥ es par {[4],pdginaldd formula 2.41) vy
Rofw) = (—1)0¥6 (67)

gl g v ¥ son impares {[4],paginald? férmula 2.57). Donde B, (u) es la familia de
distribucionss debido a Y. Nogaki {[7]} v es definida de 1a siguiente forma

utzmgwfa
kn .......... 1f T e P+
Rou) = {a) (68)
0if z¢Ty,
u-——u{m} :.?,’,'%'}' ..wy —"ml;;u-}ul —$i+y,
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gt = n dimensidn del espacio, o es un ndmero complejo, Ty designa ¢l interior
de un cono
I'in={zeR":2:>0,u>a0},

% = LF

es definido por la férrmla{28) y la constantante k., (o) estd definida por la for-

e " p(a=pt2)T(E22)T(a)
225 (2= (159 )1 (a
)= e

(69)

Ahora usando la nueva [drmmula(59) v tomando en cuenta las propiedades

g 27F LR (-1

N VU FR AR (70)
{[4],péginald2 formula 2.38) v usando la formula
o—n+2 2
Resge— ol = i . 71
& 2k ( 9 ) (m—i)i'{_k_l(% 4 k- 1)§ ( )
se tiene
Rogp(u) =lin | Ro(u) = Botemnt’ =
=R EEe ey T L (B k1) N I 72
= 7 [{ e CA OO 'g'éx';g'rr'(%i:;;’;a)"'] : 72)
lim 2

a2k (2}

Donde &1 i e8 o8 par,
[4 Bl £ 1

bnle) = T(* 2™ + k(@)

2

23 (~1) (1)

I'(1— §)cos g

k(a} =

{[4],paginald?).
Ahora usando las formulas{48),(52) ¥ nsendo la {6rmula(70}, de(72} nosotros
obtenemos la signiente frmula

Regi(u) = (—-1)0%8 (73)

sigywvsonparesy k> 5 — 1.
Por otra parte usando la propiedad

LE-GH 15} o [0 16} = pRH-GHI-(31 153 (74)
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dende con el gimbolo * nosotros significamos la operacidn de convolucidn y el
operador IJ estd definido por la férmula(28), la. cual aparece en({5],pagina346,
formyla (5.3)) bajo las condiciones:

i} n para

ii} & enterc no-negativo tal que k > 3 — 1, se tiene

L8y« L* {6} = L} {5} (75)

para i ¥ & enteros no negativos.
De(73},usando(75) ¥ considerando que

0% = L*
nosotros obtenemos la siguienfe propledad:
R () Rogg(u) = (—=1)(~=1)0F6 % [0%6 = "8 = (—1)R_s1y(w)  (76)

para ppar, v par, k> 5 — 1,12 3 — 1y pp+v=n dimensidn del espacio.
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