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Resumen

En este trabajo damos una demostracién simple de la descom-
posicién de ciertas representaciones polinomiales del grupo simétrico
basadas en la parametrizacién de sus representaciones irreducibles de-
sarrollada en [2].

Notaciones y definiciones generales

Sea K un cuerpo de caracterfstica 0, V el espacio vectorial K, {e;,...,e,} la
base canénica de V' y {z1,...,2,} la base de V* dual a {e, ..., e,}. Denote-
mos por A al anillo de polinomios K [zy,...,2Z,] ¥ por Endg (A) al anillo de
homomorfismos K —lineales de A.

Definicién 1.1. A la K—subdlgebra de Endg (A) generada por los opera-
dores de multiplicacion x; (con 1 < i < n) y los operadores diferenciales

d;

6%', {con 1 < i < n), la llamaremos el dlgebra de operadores diferen-

ciales K —lineales y la denotaremos por W.

Observemos que W = K {z1, ..., Zn, 01, ..., O) donde hemos colocado los sim-
bolos () para indicar que los generadores no conmutan, es decir 9;z; = 1+x;9;
para cada 1 < i < n. Como es usual, para cada i > 0 sea A; los polinomios
homogéneos en K [z, ...,z,] de grado 7.
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Sea I, = {1,...,n} vy M, el conjunto de funciones « : I, — Ny, donde Ny
denota al conjunto de enteros no-negativos. Un elemento de M lo lamaremos
un multi-fndice y notaremos con o; = (i) vy & = (0u,...,0,). Dados dos
multi-indices @, F € M, usamos la siguiente notacién:

n 7 L
[{_ya pe E(Ei, ol = Haia (g) = @IH (g:)?
i=1 =1 =i

n
7% e ngi y s L glel

2 e
Proposicién 1.2. Cada elemento D de W se escribe de modo wnico coma

una suma finita
D= Z CQRC-;E&&B
{!,ﬁEMn
Con Cap € K.

Demostracidn [3] Proposition 1.2.

Definicién 1.3. Sea (Wi}, lo Z—graduacidn en W dada por

deg (D) = ; -
eg(D) = eméx Alal—I18l}

para code D € W no nulo.

Sea ¥V un KG—mdduio fiel, entonces la accién natural de 7 en V* dada por
(g-o)w)=p(gv) ¢eViveVged (1)
se extiende a una accién de G en A dada por

(g-p)(v)=p(gt-v) peAdveVgelG

de modo tal que la accién de cada elemento de (7 en A es un homomorfismo
de K—élgebras. Es decir, para cada a e M, yg e G

g.x‘x B (g.w;)al..‘(g.mn)a“
Entonces tenemos una accién de G en Endg (A) dada por

(9-DY(p)=g-(D{g""-p)) peADeEndg(A),gcC
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Dado p € A, sea l, € Endx (A) dado por

big)=pg gqeA

Ademds sea [go] la matriz de ¢ en la base candnica C de V| es decir

ki)

g-e = Z [gﬂ]ji €

g=1

Proposicién 1.4. Con las notaciones anteriores, st g € G entonces
i) pora cado p € A,

i) pare cada i, 1 < i< n,

Demeostracidn [1], pag. 37.
Por lo tanto la accién de G en Endg (A) se restringe a una accién en W. Sea
I; la K ~subdlgebra de los elementos G—invariantes de W, es decir

Te={DecW)|g-D=DVgeG}

Sea
T ={D eIy |deg{D}) <0}

y N el subespacio de 4 dado por
Neg={pecA|D(p)=0,YD eIz}

Teorema 1.5. Ny es de dimension finita y todo KG—mddulo irreducible es
un constituyente de Ng.

Demostracidén [1] Theorem 2.3.
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2. Representaciones de S, en anillos de poli-
nomios

En esta seccién vamos a realizar una parametrizacién para lag repregenta-
ciones irreducibles de &, utilizando el teorema 1.5, Por simplicidad deno-
taremos por A en lugar de Afg .
A este fin consideremos la representacién de perrautacién de &, en K7, es
decir

T & = Eq(3) eS8, 1<i<n

Entonees la accién anterior induce la accién natural sobre (K™)" dada por
T B = Lo(s) ge8,,1<i<n (2)
El grupo simétrico S,, actia sobre M,, por
cra=qgog " o€ 8,ae M, (3)

Esta accién induce un homomorfismo natural de &, en Aut{4), dado por

o ( Z )\am“) = Z Aoz A€ K, 0 €8,

oMy, o by,

Definicién 2.1. Sea O el espacio de lus drbitas de &, en M, para la accidn
dada por (8). 8i o, 8 € M, pertenecen a lo misma drbita, divemos que a y
B som equivalentes y lo denctaremos por o ~ 3.

Para cada v € O definimos
Sy = {Zcﬁa'x‘* D0y € K}
Y
Observamos que S, es entonces un K &,,—mddulo.

Definicidén 2.2. Dados v, ¢ € O diremos que son equivalentes y lo deno-
taremos por v ~ [ 8 eziste une biyeccidn ¢ : Ng — Ny fal que

p=L{pon:aecy}

Definicién 2.3. Dado v € O diremos que ~v es n—minimal si para toda p
tal que p ~ 7y, es |y < |ul
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Las Orbitas n—minimales se caracterizan completamente con el siguiente
lema.

Lema 2.4. 5iv € O, entonces
i) v es n—minimal 51 y solo si existe un entero no negativo b tal que

Im{c) ={0,...,h —1} Ya € vy

o @)} 2 e G+1)] 0<i<h-1
it} Existe una dnica clase n—minimal eguivalente a 7.

Derostracién [2] Proposition 2.4.
81y ~ 1 ¥ es una biyeccidn como en la definicién 2.2, definimos el operador

ok € W por

Este operador tiene las siguientes propiedades.

Proposicién 2.5. Con las notaciones anteriores
Z) 6}; & Igﬂ
it) 8% : S, — Sy es un isomorfismo de K&, —mddulos.

Demostracidn [2] Proposition 2.1.
Como consecuencia de esta proposicidn tenemos la siguiente descomposicién

de N,
Corolario 2.6. N = @B ANNSE,.

& n—mininie

Demostracién [2] Corollary 2.3.
Paracada ACL,, st A= {l;,..., L} conly <... <1, definimos

eg4 = det [EZ;‘}

Definicidn 2.7. Sea v € O vy o € <« diremos gue une porticion
P = {I;} de I, es una o—particidn si las restricciones o | de @ o cada
Iy, son |Ii| —minimales e ingectivas. Sea F, el conjunto de a—particiones y
pare cada P € F, defintmos
€p = H Ea;,
k
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Ademis seo

5aﬂ284p

PeFa

Definimos 8 € I, dado por
F=3 8
el

y para cada v € O, sea &7 el subespacio de 8, definido por:
S;={Pe€s8,:0(P)=10}
Observamos que al igual que &, &2 es también un K5, —médulo.

Teorema 2.8. Seq v € O una drbite n—minimel y o € 7y, entonces
i) 8o # 0.

i) el K8,—mddulo generade por 8,: (8,) es irreducible.

#i) 89 = NNSE, = {(8a).

w) Bl congunto {N1Sy}, \ inima
ciones frreducibles de &,

; es un conjunlo complelo de representa-
Demostracién Corolario 2.6 y [2] Theorem 4.2,

3. La descomposicién de &,

Definicién 3.1. Diremos que v € O es una drbita de tipo 0F1"* parg algin
k, 0 <k <n sivesla drbila a la cual pertenece el multi-tndice oy dado por

()= [0 si1gi<k
“\ITFV 1 sik<j<n

Adernis, siy € € es una érbita de tipo 0°1°* y 7 es 1a biyeccién 7 : Ny — Ny
dada por

0 sij=1
r(j)=4 1 sij=0
j osij#£0,1

entonces la érbita de tipo 0" %1%, que denctaremos por 7 o vy, es equivalente
a .
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Dado
I={i,... i}

r
o =T
s=1

definimos

y para cada {, 0 <!l <r

€ (ﬁtiz:"':mir) = Z z’

JCTgT=1

v por §J indicamos al cardinal de J. Qbservamos, por simple inspeccién del
término

r—1

[]=.

g=1
quesil=0,

660 (.’12?,7_.1,...,.’235,_) ={

ysil>0
dey{zy,..., 2z )=(r—1+De g {zs,...,2:)

Teorema 3.2. 8 v € O es una drbite del tipo G*1" " y pare coda 7,
0<j<n,y; €O es una drbita del tipe 091" entonces

i) si2k>n
k1]
. 0
S, = jejks‘“ﬂ'
i) 8i 2% < n
T
S, = 5
i jmgmk Hi

Demostracién Lo demostraremos recursivamente.
Sik=mn
S = (1) = S,‘:

Sea k < n. 52k < n, woy ~ vy ademds 7oy es n—minimal. Entonces la
aplicacidon

Ty 1 Sy = Soy
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es un isomorfisme de K'S,,—médulos y como 7 o v es una érbita del tipo
0"*1* entonces por la recursién S, es isomorfo como K&,—médules a S,
es decir a

Si 2k > n, v es n—minimal y consideremos la aplicacion
d:8, — 8,

R4

Veamos que J es sobre. 8i o € yy,, sean
I=o™ (1) = {ilz s 7én“k“l} ¥ J=ao (0) = {17 o :ﬂ‘}'—f = {jll‘ e 1jk“i}
Para cada 7, 0 <7 <n—k—1 <k, definimos

1 )
T (k+ 1)
Y
n—k—1 )
p= z (—1)5‘ A5 Cpfm L (m‘i:u ey g:én—k—l) Ci+1 (‘g"ji? Tt ’mjﬁ-f-i) € ‘Sﬁk‘fl
=0
Entonces
12 .
dp = Z (“1)3 L (J + 1) Crk—j—1 (xim sen :minmkml) €i+1 (lel R mjk+1) +
=0
n—k—1 ]
+ Z (—'1}1 AiCnk—1—j (miu s ’wiﬂ.mk-—l) (k+1-7) € (xj” e xj"“)
=0
n—k— .
- (=1 [a; (G + 1) — a1 (B — 5)] enijmr (@igs oo Bippy) €51 (Bjs -+ Bgpe) +
P
+CLU (k - 1) Enk—1 (5.{-',;1, v ?:'Cin—k—l)
e ;L‘I b xa

Ademds &3 = Ker (0) y entonces el teorema se sigue de la recursién.
Del teorema anterior observamos inmediatamente que

dim (87) = dim Ker () = (:) - (ig j 1>
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