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Resumen

En este articulo se presenta una férmula recursiva para evaluar el
producto escalar de caracteres permutacionales del grupo simétrico S,
asociados con las particiones de n. Usamos esta férmula para encontrar
expresiones més acabadas de descomposiciones de ciertos caracteres
permutacionales del grupo S, socbre un cuerpo K de caracteristica
cero.

1. Introduccidén

Un cardcter permutacional de un grupo G es el cardcter asociado a la repre-
sentacién naturalmente inducida por una accién de G en un conjunto X.
Formalmente, si notamos a la accién del grupo G en el conjunto X como

c-zparacadac € G, € X

y K es un cuerpo de caracteristica 0, la representacién p sobre el cuerpo K
asociada con esta accién estd dada por

(p(@)f)(@)=f (o7 -2)

donde f pertenece al K—espacio vectorial V de todas las funciones de X en
K.
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51y es el cardcter asociado con g, entonces
x(o)=H{ze X :0-2 =z}

es decir, el cardcter en o es el nimero de puntos fijos de o en X,

El siguionte teorema relaciona el mimero de puntos fijos de cada elemento
en (& con el nfimero de drbitas (2 en &l que la accidn de & descompone al
conjunto X (ver [DM], Theorem 1.7A)

Teorema 1.1. {Couchy-Frobenius) Si el grupo G actia en el conjunio X,
con las notaciones anteriores tenemos gue

o€l

2. El grupo Simétrico 5,

En el caso del grupo simétrico S, o grupo de permutaciones de n objetos,
los carateres permutacionales juegan un rol importante, dado que es posible
exhibir una familia de estos caracteres que, ordenados en cierto modo, per-
miten expresar todos los caracteres irreducibles de S, relacionados a través
de una maftriz triangular unipotente.

Por ejemplo, si consideramos la accidn natural de S, en las sucesiones de n
términos formados con los niimeros 1,2, ..., n, la representacidn obtenida es
equivalente a la representacion regular.

%1 en las sucesiones admitimos repeticiones, obtenemos otras representaciones
permutacionales, que pueden clasificarse segin las multiplicidades con la que
aparecen los niimeros.

Fara n = 3 tendriamos tres clases. La primera es

123 132 213 231 312 321
y las multiplicidades son 1,1, 1. La segunda es
112 121 211
y las multiplicidades son 2, 1. La tercera es

111
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y la multiplicidad es 3.
Como puede verse en el ejemplo, las multiplicidades estén asociadas con une
particién del mimero n, es decir, si

}tm(}\l,...,)\g) conr > A2 -2 x>0

es una particidn de n, asociamos con A el conjunto de sucesiones que tengan
A mimercs iguales a 1, Ag nidmeros iguales a 2, v asf sucesivamente hasta Ap
ndmeros iguales a k. Notemos con E), al conjunto de estas sucesiones y con
1, al cardcter de S, asociado con esta particidn, es decir si 7w € 5,

Uy (7)) = {s € By 7w (s) = 5}

Notemos que 1, (7) = 9, (771).

Asociado con cada particion A de n, existe un cardcter irreducible de 5, que
notaremos con x,. El teorema a continuacién, ([M] 6.5 y 7.6) relaciona los
caracteres permutacionales con los caracteres irreducibles de S,.

Teorema 2.1. Sea m el niimero de particiones de n. Los caracteres permuia-
cionales y los caracteres irreducibles de S, pueden ser ordenados de modo tal

que:
i
Y, = Z Kig X g
=1

donde los coeficientes x;; son nidmeros enteros no negativos y k;; = 1, es
decir, lo matriz T = [ky;] € K™*™ es triangular y unipotente.

Los nimeros x;; son conocidos como los mimeros de Kostka.
Por cjemplo, si n = 4, las particiones pueden ordenarse como sigue

1 p 3 4 H
4y (3,1) (2,2) (2,1,1) (1,1,1,1)

Las relaciones en este caso estdn dadas por

¥, 100007 [x
Wy 11000/ %
We | =]1110 0] xe
¥, 12110/ x
Vs 1323 1%
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3. La Férmula recursiva

En estas notas presentamos una férmuia recursiva para evaluar los productos
escalares {1;, 1, ), donde

Wot) = 0 3 (w9 ()

TES,

Algunos nimeros de Kostka serdn evaluados haciendo uso de dicha férmula
recursiva.

Consideremos A = (Ay,..., An) una particién de n y & un ndmerc natural
tal que & < Ay, Sea v = (1v4,...,v,,) una sucesién de mimercs no negativos
tales que para todo i, 1 < ¢ < m sea

v S A

Indicaremos con A — v a la particién de n — & obtenida al reordenar los
términos de la sucesidén Ay — v, ..., A — My, descartando los términos mulos.
Por ejemplo, si A = (5,4,4,3,3) y v = (0,1,0,2,3) tenemos entonces que
A-—-v=1{(5431).

Teorema 3.1. Sean X = (A1,...,An) ¥ 4 = {i4q,.. ., {4y) particiones de n
tales gue p;, = min {,\g,uj i<i<m1<7< k}, entonces

<"f};\a %f)p) = Z <¢A-—w @'ﬁ)
[vl=p
donde || = vy -+ Vo YT = (fig, .., 1)~
Demostracion. Teniendo en cuenta que

Brothe) = 3 3 92 (1), ()

TES,

¥ Como

Ura(mulr) = [{seBx:m(s)=s}H x|{te B m(t) =t}
{(s,2) € Ex x B2 (m(8), 7w (1)) = (5,0)}]

consideramos la accién de S, en F; x E, dada por

w{s,t)=(w{s),w(t)) (v €& 8n{si)€ExE,)
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Encontramos que

(’la’f'xs’lf’;ﬁ = % Z Tf’a;;, ()

wET
donde 1, es el cardcter permutacional de S, ascciade con la aecidn de 5,
en By x E,.
A partir del teorema 1.1 obtenemos que {4,,7,) es el mimero de Grbitas
en ) x E, producidas por la accidon de S,. Para contar el nimerce de estas
drbitas, serd suficiente fijar un representante para cada una de ellas.
Tomamos entonces pares de sucesiones (s,¢) donde

SW(SE,...,&“) CQI].S:[ESQZ-”-ES%‘

De aguf que (8,1} vy (s,u) estdn en una misma &rbita si, y sélo si existe
7w € S, tal que 7 (8) = s y 7 {t) = u, es decir que basta determinar el mimero
de 6rbitas en F,, determinadas por la accién del subgrupo de isotropfa de s
en S,. Podemos representar el par (s,¢} por una matriz de dos filas por n

columnas
Sl 52 ) Sn
[T R

En la sucesién s hay A; nimeros iguales a 1, siguen A nimeros iguales a 2, ete.
Por la accién del grupo de isotropia de s se pueden permutar arbitrariamente
los A; primeros términos entre si, los Ay términos siguientes entre si, ete.
Esto conduce a pensar el problema del sigulente modo: de cudntas maneras
se puede ubicar los elementos de una sucesion { de tipe g en una hilera
de m cajas cuyas capacidades sean Aj, ..., A, respectivamente. Desde este
punto de vista se tiene que cada manera de ubicar los g, términos iguales
de la sucesitn ¢ se asocia con una sucesién v = (iy,...,Vm) donde v; es
la cantidad de términos ubicados en la i-ésima caja, quedando el problema
reducido al caso del par A—v y [, es decir, al nimero ('i/) J— yﬁ;;). Finalmente,
(g/) 2 1/);,;) se descompone como la suma de los nimeros {2}; [ wﬁ, si tenemos
en cuenta que las distintas entradas de los i, términos iguales de la sucesién
i.

Proposicidn 3.2. Como case particular del feorema anterior lenemos
i) Sid=n,

(g/))t’ﬁb#} =1
i) Sii=n—1,1,

("!’m"f’ﬁ =k s p= (g, ..,
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i) O p=p,q con An > g, entonices

(Db} = (i’f_"i:f{:_}_)

gq

Demostracidn. i) Esto resulta del hecho que, en este caso, el grupo de isotropia
de A es 5,.
i) y #4) son consecuencia de ¢) y de la férmula de recurrencia.

En particular, egte férmula recurrente podria ser usada para descomponer
algunos caracteres permutacionales. Como consecuencia de la proposicién
anterior, encontraremos que las representacionss asociadas s los caracteres
permutacionsles ¥, , son libres de multiplicidades, es decir que cada subre-
presentacién irreducible tiene multiplicidad igual a 1 en la descomposicién

de Tpm,k‘

Corolario 3.3. Con las notaciones precedente tenemos
i) Xtk = Pt~ Pririp—1 (k21— k) es un cardcter irreducible de S,,.
i) Py, ,_y €s libre de multiplicidades.

Demostracion. i) Como consecuencia de ) de la proposicién anterior, te-
Neros

(%bm,&’wm;k) =k+1= ('%bm—-l,kﬂz y’)m,k> st m=>k
Luego
<Xn—k,k$ Xn—k,k> = <3f’n—k,k =~ WU pet bty koo ™ ’f/f‘n-icﬂ,;g—;)
= k+1—-k+k—k
= 1

it) De ¢} obtenemos

k
’qbn—k;k = § :Xn——z',‘é
=0

Conclufmos estas notas observando la conexidn que hay entre el producto de
caracteres permutacionsales del grupo simétrico 5, y el siguiente problema
combinatorio: St una delegacidn con n miembros consta de Ay miembros de
tipo 1, A, miembros de fipo 2 ,..., Ay miembros de tipo m, y deben ser
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alojudos en n habilaciones u, de éstas en el hotel 1, p, en el hotlel 2 ...,
i en el hotel k, jde cudntas maneras distintas puede hacerse esto?
Por lo anterior, la respuesta es (iﬁ)\,wu) donde X = (A,....An) ¥

fo= gy )
Por sjemplo, una delegacién con 4 africanos, 3 asidticos y 3 europeocs, podrfa

alojarse en los 3 hoteles, con 4 habitaciones dispoibles en dos de ellos v 2
kabitaciones disponibles en el hotel restante de tantas mareras como:

@'}4,3,3: 115‘4,452) = (1"‘3,3,2: ’#34,4> +2 <¢4,3,1a ’%1)4:4) +2 ("ff‘a,a,z: '%54*4) + (7,94,2,2; ¢4,4>
2 {'ffia,a: 7!}4,2) +4 <7¢’4,3= 71)4,3) +4 <¢3,3: ’%,z) +2 (1hy 4, Tfh,z)

= (o) rex () ox ()< )

= 40
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