
Analíti ak
Estimación espectral de datos ambientales no

equiespaciados vía el periodograma suavizado de
Lomb-Scarle. Una breve revisión.

Spectral estimation of unevenly environmental data
via the smoothed Lomb-Scargle periodogram.

A short review.

Josué M. Polanco-Martínez



Esta página se deja intencionalmente en blanco



Estimación espectral de datos ambientales no equiespaciados vía el periodograma...

Analíti ak
8Revista de Análisis Estadístico

Journal of Statistical Analysis

ESTIMACIÓN ESPECTRAL DE DATOS AMBIENTALES NO

EQUIESPACIADOS VÍA EL PERIODOGRAMA SUAVIZADO DE

LOMB-SCARGLE. UNA BREVE REVISIÓN

SPECTRAL ESTIMATION OF UNEVENLY ENVIRONMENTAL

DATA VIA THE SMOOTHED LOMB-SCARGLE PERIODOGRAM.
A SHORT REVIEW.

Josué M. Polanco Martínez

Basque Centre for Climate Change, Bilbao, España

josue.polanco@bc3research.org

Recibido: 25 de agosto 2014 Aceptado: 17 de octubre 2014

Resumen
El periodograma suavizado de Lomb-Scargle es una técnica de análisis espectral que se aplica de modo directo a

series temporales no equiespaciadas. Aunque derivado originalmente para operar con series temporales astronómicas
no equiespaciadas temporalmente [2, 17, 38, 39], a finales de los noventa fue adaptado por Schulz y Stattegger [43] en
combinación con la técnica WOSA (Welch-Overlapped-Segment-Averaging) [49] para operar con series temporales ambien-
tales (principalmente climáticas) no equiespacidas temporalmente. Un poco más tarde, Schulz y Mudelsee [42] hicieron
mejoras al trabajo de Schulz y Stattegger para tener en cuenta el tipo de ruido de fondo (“rojo”) que suelen presentar las
series ambientales. Debido a la necesidad de estimar el espectro suavizado a series temporales ambientales no equiespa-
ciadas temporalmente, es necesario contar con información suficiente y de libre acceso sobre esta temática. Hoy por hoy,
es posible encontrar una buena cantidad de publicaciones en inglés sobre este método (v. gr., [23, 24, 28, 29, 42, 43]), pero
hay una carencia de información en idioma español (salvo algunas excepciones, como Polanco-Martínez [31] y Pardo-
Igúzquiza y Rodríguez-Tovar [27]). Por estas razones, en este artículo de revisión, se presenta de manera concisa toda la
información pertinente para estimar el espectro suavizado de series temporales ambientales no equiespaciadas, mediante
el periodograma de Lomb-Scargle y teniendo en cuenta el ruido de fondo rojo de las series ambientales.

Palabras clave: Análisis espectral, series temporales no equiespaciadas temporalmente, periodograma de Lomb - Scargle,
transformada de Lomb-Scargle Fourier, frecuencia de Nyquist, ruido rojo.

Abstract
The smoothed Lomb-Scargle periodogram is a spectral analysis technique to be used directly to environmental une-

venly spaced time series. The Lomb-Scargle periodogram was originally derived to be used with astronomical unevenly
spaced time series [2, 17, 38, 39]. However, in the late nineties, Schulz and Stattegger [43] adapted this technique in combi-
nation with WOSA (Welch-Overlapped-Segment-Averaging)[49] to analyse environmental (mainly climatic) unevenly spa-
ced time series. Later, Schulz and Mudelsee [42] brought some improvements in the work of Stattegger and Schulz [43] to
take into account the kind of noise background (“red”) of the environmental time series. Due to the need for estimating
the smoothed spectrum from unevenly spaced environmental time series, it is necessary to have sufficient information
about this promising statistical method on free access. Currently, there is an enough number of publications in English
of this method (v. gr., [23, 24, 28, 29, 42, 43]), but only few publications in Spanish (some exceptions are Polanco-Martínez
[31] y Pardo-Igúzquiza y Rodríguez-Tovar [27]). Due to the potential use of this method, more information in Spanish
is required. For these reasons, we are highly motivated to contribute with this review paper, which contains the state of
the art to estimate the smoothed spectrum via the Lomb-Scargle periodogram from environmental unevenly spaced time
series and taking into account a red noise background.

Keywords: Spectral analysis, unevenly spaced time series, Lomb-Scargle periodogram, Lomb-Scargle Fourier transform,
Nyquist frequency, red noise.
Código JEL: C01, C14, C23.
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1 Introducción

Hoy por hoy, el uso de la estadística en la investiga-
ción científica es una herramienta imprescindible en todas
las áreas de la ciencia e ingeniería, y las ciencias ambien-
tales (e.g., meteorología, climatología, hidrología, etc.), no
son una excepción. De hecho, una parte considerable del
tiempo que se dedica a investigación se invierte en cómo
enfrentar las particularidades (como la pérdida de datos, la
irregularidad temporal en el muestreo, la presencia de rui-
do, valores extremos, estacionalidad, no-estacionariedad,
etc.) que presentan los diferentes tipos de datos ambienta-
les (como los observacionales, los provenientes de medidas
instrumentales, de reconstrucciones paleoambientales, de
salidas de simulaciones numéricas, etc.), así como en ave-
riguar el tipo de técnicas estadísticas más adecuadas para
obtener información cuantitativa que nos permita ganar
conocimiento sobre un determinado fenómeno ambiental
que vayamos a estudiar [1, 23, 31, 47].

Entre las técnicas matemáticas más utilizadas para el análi-
sis de series temporales ambientales, destacan las técnicas
de análisis espectral mediante la transformada de Fourier.
Esta herramienta es sumamente útil para averiguar la po-
sible existencia de eventos periódicos o para indagar el
comportamiento de una serie que vayamos a estudiar en
el dominio de la frecuencia [9, 33, 51]. Existe una gran va-
riedad de métodos de análisis espectral, pero la mayoría
requiere que la serie esté equiespaciada temporalmente
[9, 48, 51], y este es un requisito que no siempre se cumple
con las series temporales ambientales. La forma clásica de
enfrentar el hecho de que la serie no es equiespaciada es
interpolar la serie original y convertirla en una serie tem-
poralmente equiespaciada, para que posteriormente se es-
time su espectro mediante algunas de las técnicas estándar
de análisis espectral. Sin embargo, la interpolación implica
un conocimiento previo del comportamiento de la variable
que se estudia, y suaviza los datos de tal modo que al calcu-
lar el espectro puede suprimir información espectral en las
altas frecuencias; en razón de que altera la estimación del
espectro, debería evitarse la interpolación [25, 42, 43, 48].
Otra solución consiste en utilizar métodos “no estándar”
de análisis espectral que puedan aplicarse directamente a
las series temporales ambientales, tales como el periodo-
grama de Lomb-Scargle [17, 28, 29, 38, 39, 42, 43], el método
CLEAN [14, 35], CLEANEST [5] o más recientemente, los
métodos de Mathias et al. [21] o Nava [25].

El periodograma de Lomb-Scargle (PLS), también cono-
cido como Lomb-Scargle Fourier Transform (LSFT), es una
técnica de análisis espectral que puede ser aplicada a series
temporales no equiespaciadas en el tiempo; forma parte de
los métodos de análisis espectral por mínimos cuadrados
(Least-Squares Spectral Analysis (LSSA) [17, 38, 39, 46]. El
origen del PLS, por lo general, está asociado a Lomb [17]
y Scargle [38]. Sin embargo, retornando un poco hacia el

pasado, en 1969, Barning [2] desarrolló una técnica similar
y, poco más tarde, en 1971, Vanicek [46] propuso la idea de
mínimos cuadrados para determinar el espectro.

Lomb [17] realizó una ampliación del trabajo de Barning
[2], de tal modo que estudió las propiedades estadísticas
del análisis de frecuencias por mínimos cuadrados para
series no equiespaciadas en el tiempo. Entre los resultados
estadísticos más importantes del trabajo de Lomb, están la
demostración de que las alturas de los picos del espectro
de un ruido Gaussiano tienen una distribución del tipo χ2

2
y la noción de que existe una correlación entre la altura
de este tipo de espectro para dos frecuencias cualesquiera
f1 y f2 [17]. Un poco más recientemente, Scargle [38] de-
mostró que el espectro obtenido del ajuste de una función
armónica por mínimos cuadrados es equivalente al espec-
tro obtenido vía el periodograma. Scargle también realizó
un estudio muy detallado para estimar la significación es-
tadística de la detección de una señal.

El Periodograma de Lomb-Scargle se hizo ampliamente
conocido debido al trabajo de Press et al. [32], en parte
debido a que publicó una codificación computacional de
esta técnica. Originalmente, el PLS fue derivado para tra-
bajar con series temporales astronómicas [2, 17, 38, 39];
pero a finales de los noventa fue adaptado por Schulz
y Stattegger [43] en combinación con la técnica WOSA
(Welch-Overlapped-Segment-Averaging) [49], para trabajar
con series temporales ambientales (principalmente climá-
ticas). Schulz y Stattegger [43] proporcionaron los niveles
de significación estadística, tanto para el caso uni-variado
o auto-espectro (utilizaron el intervalo de confianza de los
métodos clásicos de análisis espectral [3, 43]) como para
el bi-variado o coherencia espectral1 (utilizaron el algorit-
mo desarrollado por Scannell y Carter [37] para establecer
los niveles de significación estadística). Schulz y Stattegger
[43] también proporcionaron un paquete computacional
de nombre SPECTRUM para estimar el auto-espectro, el
espectro cruzado, la coherencia, la fase de la coherencia
así como análisis armónico. SPECTRUM es de uso gratui-
to y está disponible en http://www.geo.uni-bremen.de/

geomod/staff/mschulz/#software1.

Un poco más tarde, Schulz y Mudelsee [42] hicieron me-
joras al trabajo de Schulz y Stattegger [43], para tener en
cuenta el tipo de ruido de fondo (“rojo”) que se presenta
en las series ambientales en la determinación del auto-
espectro. Ellos también liberaron en internet un paquete
computacional de uso gratuito, de nombre REDFIT, dispo-
nible en http://www.geo.uni-bremen.de/geomod/staff/

mschulz/#software2; éste tiene en cuenta dichas mejoras;
es importante mencionar que REDFIT sólo aplica al caso
uni-variante, esto es, solo estima el auto-espectro suaviza-
do vía el periodograma de Lomb-Scargle.

Recientemente, Mudelsee et al. [24] presentaron algunas

1Schulz y Stattegger no estimaron los intervalos de confianza para el espectro cruzado o “cross-spectrum”, esto debido a las dificultades que im-
plica calcularlos desde el punto de vista estadístico y debido a que la utilización de la espectro cruzado no es de uso práctico en el análisis de series
temporales [43].
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adaptaciones a REDFIT, introduciendo el error de las da-
taciones de muestras paleoclimáticas en la estimación del
espectro. Sin embargo, estas mejoras sólo aplican a series
temporales ambientales cuyos tiempos de muestreo con-
tienen errores considerables que podrían afectar la estima-
ción del espectro. Un año después, Mudelsee [23] (capítu-
lo 5) proporcionó, entre otras temáticas relacionadas con
el análisis de series temporales ambientales, una amplia
revisión de los principales conceptos teóricos y diversos
algoritmos para la estimación espectral de series tempora-
les ambientales no equiespaciadas vía el periodograma de
Lomb-Scargle.

Por otro lado, un poco más recientemente, Pardo-
Iguzquiza y Rodríguez-Tovar [28, 29] introdujeron una
nueva forma de estimar la significación estadística de los
picos espectrales obtenidos mediante el periodograma sua-
vizado de Lomb-Scargle. Esta novel implementación con-
siste en el uso de un test de permutación para evaluar la
significación estadística de los picos estimados mediante
el PLS, tanto para el caso uni-variante como para el bi-
variante [27, 28, 29]. Pardo-Iguzquiza y Rodríguez-Tovar
[29] también liberaron un par de programas (SLOMBS y
CSLOMBS) de dominio público para llevar a cabo estas
tareas. Sin embargo, a pesar de la importancia, tanto des-
de el punto de vista metodológico como computacional,
es importante tener en consideración que un test de per-
mutación implica un ruido de fondo “blanco” (plano). Sin
embargo, la amplitud espectral, en la mayoría de las series
ambientales, disminuye exponencialmente a medida que
decrecen sus frecuencias; esto implica mas bien un ruido
de fondo de tipo “rojo” [10, 13, 20, 42].

Debido a la necesidad de estimar el espectro en diferen-
tes tipos de series temporales ambientales no equiespa-
ciadas temporalmente –que provienen de diversas áreas
de la ciencia y la ingeniería– es necesario contar con in-
formación oportuna sobre esta temática. En lo que respec-
ta a información en lengua inglesa exista una gran can-
tidad de publicaciones al respecto (véase, por ejemplo,
[23, 24, 28, 29, 42, 43]). Sin embargo, no sucede lo mismo
en idioma español, con excepciones como las de Pardo-
Iguzquiza y Rodríguez-Tovar [27] y Polanco-Martínez [31].
La carencia de esta información en lenguaje español ha si-
do una de las principales motivaciones para la escritura de
este artículo.

Este artículo de revisión tiene como principal objetivo pro-
porcionar los principales aspectos matemáticos y compu-
tacionales en la estimación espectral (auto-espectro) vía el
periodograma suavizado de Lomb-Scargle, pero teniendo
en consideración el tipo de ruido de fondo de las series
temporales ambientales. El artículo se estructura de la si-
guiente manera: en la sección 1, se proporciona una breve
introducción del análisis espectral, se justifica el porque la
interpolación debería evitarse y se presenta el “estado del
arte” de esta metodología. En la sección 2 se presentan las
principales bases matemáticas del periodograma de Lomb-
Scargle. La sección 3 discute sobre las diferencias entre el

periodograma crudo versus el suavizado. En la sección 4
se introduce el test de significación estadística utilizado
cuando se estima el espectro mediante el PLS. La sección
5 presenta un par de ejemplos de la estimación del espec-
tro vía el PLS haciendo uso del paquete computacional
REDFIT. Por último, en la sección 6, se proporcionan las
conclusiones. Adicionalmente, en este trabajo se presenta
un par de anexos; el anexo A contiene los detalles técnicos
para el uso del programa computacional REDFIT [41]; el
anexo B, finalmente, presenta un programa en lenguaje R
[34] para graficar las salidas de REDFIT.

2 Consideraciones matemáticas del
periodograma de Lomb-Scargle

En esta sección, se presentan los principales aspectos
teóricos del periodograma de Lomb-Scargle: la definición,
las principales diferencias entre el periodograma clásico y
el de Lomb-Scargle, la definición de frecuencia de Nyquist
promedio, así como las frecuencias donde se estima el pe-
riodograma de Lomb-Scargle. Para mantener una nomen-
clatura adecuada y consistente, en este artículo se sigue
principalmente la nomenclatura de Horne y Baliunas [15],
Lomb [17], Press et. al. [32], Scargle [38] y Van-Donget et. al.
[45].

2.1 Definición del periodograma de Lomb-
Scargle

Para una serie temporal X(tn), donde n = 1, 2, ..., N
(número de elementos de la serie temporal) con media cero
y varianza σ2 (i. e., estacionaria de segundo orden) y sin la
presencia de tendencia y de valores extremos, el periodo-
grama de Lomb-Scargle (normalización de Lomb) se define
[15, 17, 32] como:

P(ωi = 2π fi) =
Ŝτ(ωi)

2σ2 =
1

2σ2

[
XC2

τ(ωi)

CCτ(ωi)
+

XS2
τ(ωi)

SSτ(ωi)

]
donde ωi es la frecuencia angular y fi > 0, i = 1, 2, ...k,
forman el conjunto de frecuencias en las que se desea cal-
cular el periodograma. Cada término de la relación (1) está
definido por

XCτ(ωi) =
N

∑
n=1

X(tn) cos[ωi(tn − τ(ωi))] (2)

CCτ(ωi) =
N

∑
n=1

cos2[ωi(tn − τ(ωi))] (3)

XSτ(ωi) =
N

∑
n=1

X(tn) sen[ωi(tn − τ(ωi))] (4)

SSτ(ωi) =
N

∑
n=1

sen2[ωi(tn − τ(ωi))] (5)

donde τ, la constante que asegura la invariancia en el tiem-
po [38], está definida por
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τ(ωi) =
1

2ωi
arctan

[
∑N

n=1 sen(2ωitn)

∑N
n=1 cos(2ωitn)

]
. (6)

2.2 El periodograma clásico vs. el periodogra-
ma de Lomb-Scargle

La definición de periodograma clásico [38, 44] para el
caso de muestreos equiespaciados en el tiempo, es :

p( fi) =

1
N

[ N

∑
n=1

X(tn) cos(ωitn)

]2

+

[
N

∑
n=1

X(tn) sin(ωitn)

]2


donde ωi = 2π fi, para i=1, 2,..., k. Los tiempos de mues-
treo están dados por tn = n · ∆t, para n=1, 2,..., N y ∆t es
la longitud constante del intervalo de muestreo. Como se
puede apreciar, la primera diferencia notable entre el pe-
riodograma clásico (ec. 7) y el de Lomb-Scargle (ec. 1) es la
forma en cómo se definen. Las otras difencias se presentan
a continuación.

1. Frecuencias ortogonales. Tradicionalmente, el perio-
dograma clásico para series equiespaciadas en el
tiempo está definido [33, 38] para un conjunto discre-
to de frecuencias ortogonales fr, para las cuales las
estimaciones del periodograma son independientes
entre sí; esto es:

fr =
r

TTot
(8)

para r = 0, 1,..., [|N/2|], donde [|N/2|] es el núme-
ro máximo de frecuencias y está definido por la fun-
ción máximo entero, y donde TTot = tN − t1, i. e., la
duración de la serie temporal y para el caso equies-
paciado TTot = (N − 1) · ∆t. Las frecuencias fr, al ser
utilizadas en la relación (7), aseguran que el poder es-
pectral correspondiente a diferentes frecuencias sea
independiente para cualquier par de frecuencias del
conjunto de frecuencias ortogonales, y que sea rete-
nida la máxima cantidad de información posible de
los datos originales [45]. Sin embargo, para el caso no
equiespaciado en el tiempo, no es posible encontrar
un conjunto de frecuencias ortogonales para las cua-
les el poder espectral sea independiente [38, 45].

2. La frecuencia (razón) de muestreo y la frecuencia de
Nyquist. Para el caso equiespaciado en el tiempo, la
frecuencia de muestreo fs puede definirse como [32]

fs =
1

∆t
, (9)

por lo cual la frecuencia de Nyquist fNyq viene dada
por

fNyq =
fs

2
=

1
2∆t

. (10)

Para el caso no equiespaciado en el tiempo, no hay
definida una frecuencia de muestreo, y por tanto,
una frecuencia de Nyquist [38, 45]. No obstante, hay
varias propuestas para manejar este problema. Por
ejemplo, Van-Dongen et al. [45] proponen utilizar la
frecuencia real de Nyquist calculada por medio de la
ventana espectral (periodogram window) (veáse la sec-
ción 2.3 para más detalles). Bretthorst [4], en cambio,
propone la frecuencia crítica de Nyquist, definida co-
mo

fcNyq =
1

2∆t′
, (11)

donde ∆t′ es siempre menor o igual que el más pe-
queño intervalo de tiempo de muestreo. Por último,
Schulz y Statteger [43] proponen una frecuencia de
Nyquist promedio, esto es

< fNyq >=
1

2 < ∆t >
, (12)

donde < ∆t > es el valor medio de los intervalos
temporales de muestreo.

3. El teorema de Parseval. Una propiedad importan-
te del periodograma clásico, para series temporales
equiespaciadas en el tiempo, es el teorema de Parse-
val, i.e, la energía total de una señal real es la misma
ya sea si es calculada en el dominio del tiempo o en el
de la frecuencia [32]. Sin embargo, cuando las series
no están equiespaciadas en el tiempo, este teorema
no se cumple [45].

2.3 Estimación de las frecuencias naturales

Como se mencionó anteriormente, las frecuencias de-
finidas por la relación (8), para el caso no equiespaciado,
no son ortogonales. Sin embargo, de acuerdo con Fuller-
ton [6], estas frecuencias pueden considerarse aproxima-
damente ortogonales para el caso no equiespaciado [6, 45].
A este conjunto de frecuencias utilizadas para calcular el
periodograma se conocen como frecuencias naturales; están
definidas [38, 45] por:

f ′r =
r′

TTot
, (13)

para r′ = 0, 1, 2, ..., Mmax, donde Mmax es el número máxi-
mo de frecuencias naturales.

Para el caso en que los muestreos no están equiespaciados
en el tiempo, Mmax depende de los tiempos de muestreo,
y la frecuencia fMmax no necesariamente corresponde con
la frecuencia de Nyquist –que aparecería si las muestras
estuvieran equiespaciadas temporalmente–. Por lo tanto,
es necesario utilizar una alternativa válida a la frecuencia
de Nyquist [38, 45]. Por ejemplo, si se opta por emplear
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la frecuencia real de Nyquist sugerida por Van-Dongen et al.
[45], el procedimiento es el siguiente.

Para poder determinar la frecuencia real de Nyquist faNyq,
se hace uso de una función matemática conocida como
ventana espectral o función de respuesta espectral [45]. Esta
función depende sólo de los tiempos de muestreo, {tn}N

n=1
y de la diferencia de las frecuencias ∆ f = fa − fb, donde
fa y fb son dos frecuencias consecutivas cualesquiera. Para
el caso en que el muestreo está equiespaciado en el tiem-
po, existe una fórmula exacta para representar la ventana
espectral; pero para el caso correspondiente a un muestreo
no equiespaciado en el tiempo, no existe una fórmula exac-
ta para su representación [38, 45]. Sin embargo, es posible
utilizar la siguiente aproximación [17, 38, 45].

W(∆ f ) =
1

N2

[( N

∑
n=1

cos(2π∆ f (tn − θ))

)2

+

(
N

∑
n=1

sen(2π∆ f (tn − θ))

)2 ]
,

(14)

donde θ = (t1 + tN)/2. Los valores de W(∆ f ) están defi-
nidos entre 0 y 1 y es una función simétrica con respecto a
∆ f , i. e., W(−∆ f ) = W(∆ f ) [45].

Para determinar la faNyq se hace uso del fenómeno co-
nocido como aliasing. Esto es, para dos frecuencias cuya
suma o diferencia es un múltiplo entero de la frecuencia
de muestreo, es posible construir una pareja de sinusoides
que, después del muestreo, no son distinguibles una de la
otra debido a que contienen las mismas muestras (Figura
1).

Figura 1. Dos diferentes sinusoides que se ajustan a un mismo
conjunto de muestras y que ejemplifican el fenómeno del aliasing.
Los tiempos (eje x) están en unidades arbitrarias. Elaboración pro-
pia.

Las copias debido al fenómeno del aliasing aparecerán
cada 2m faNyq, donde m = ...,-2,-1,1,2,... Por ejemplo, para
el caso en que la serie temporal es cercanamente equies-
paciada en el tiempo (las muestras están uniformemente
distribuidas), se puede utilizar una faNyq, que equivale al
caso en que la serie está equiespaciada. A continuación se
realiza una inspección visual, para ello se dibuja la ven-
tana espectral relación (14) utilizando como límite de las
frecuencias a la faNyq y un valor de m mayor o igual a
2 ‘réplicas’. Cuando la ventana espectral se repite en un
determinado valor de m, entonces el valor de faNyq es el
límite para las frecuencias en el que se puede calcular el
periodograma de Lomb-Scargle [15, 45].

En el caso de que las muestras no equiespaciadas tem-
poralmente formen grupos que estén espaciados más o
menos regularmente, entonces la máxima frecuencia natu-
ral estará determinada por el número de grupos n′ [15, 45];
esto es:

faNyq =
(n′ − 1)/2

TTot
. (15)

Nótese que Mmax no está determinado por el número de
muestras. Las muestras individuales dentro de un grupo
pueden ser consideradas como medidas redundantes ob-
tenidas aproximadamente al mismo tiempo; por ello, más
muestras dentro de cada grupo no incrementan la faNyq.
Sin embargo, incrementan la significación estadística del
periodograma [45].

3 El periodograma crudo vs. suaviza-
do

El periodograma crudo, i. e., el que se obtiene utilizan-
do la relación (1), es un estimador inconsistente del espec-
tro [3]. Esto es, el radio de la desviación estándar o coe-
ficiente de variación del periodograma no tiende a cero a
medida que el número de elementos de la serie aumen-
ta [3, 23]. Un método para mejorar la estimación del es-
pectro en términos de tendencia, varianza y supresión de
falsos picos espectrales –de modo que se obtenga un esti-
mador consistente– fue propuesto por Welch [49]. Esta téc-
nica es conocida como Welch-Overlapped-Segment-Averaging
(WOSA), y fue originalmente diseñada para el caso corres-
pondiente a series temporales equiespaciadas en el tiem-
po [49]. Para el caso de series no equiespaciadas temporal-
mente, Schulz y Statteger [43] hicieron una adaptación de
la técnica de Welch. El método propuesto por estos autores
[43], consiste en partir la serie temporal que se va a estu-
diar (de longitud N) en varios segmentos (n50) de longitud
NSeg = 2N/(n50 + 1), de tal modo que cada uno de estos
segmentos se solape durante la mitad de su longitud (véase
Figuras 2 y 3).
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Figura 2. Serie temporal ejemplo (suma de dos funciones armó-
nicas con periodos 2π/50 y 2π/120 más ruido Gaussiano N (0,
0.95)) con N elementos a la cual se le aplica la técnica WOSA. Ela-
boración propia.

Figura 3. Diagrama donde se muestra el procedimiento de la téc-
nica WOSA, utilizando la serie de la Figura 2, con n50 = 3 y
NSeg = N/2. Elaboración propia.

En el espectro, para evitar las irregularidades de los ex-
tremos de los NSeg segmentos, al usar WOSA, se ha de apli-
car (multiplicar) algún tipo de función-ventana (conocida
como taper) a cada segmento n50 en el dominio del tiempo
[43, 49]. Existen diferentes tipos de ventanas (una amplia
revisión puede encontrarse en [12, 26]), pero una de las más
utilizadas es la ventana de Hann o de Hanning, la cual está
definida [12] como:

w(n) = 0.5

[
1 − cos

(
2πn

NSeg − 1

)]
, (16)

para n=0, 1, .., NSeg − 1.
La función-ventana es escalada de esta forma ∑ w2

n =
NSeg. A continuación, para los n50 segmentos de la serie
temporal a los cuales se les ha aplicado la función venta-
na escalada, se calcula el periodograma de Lomb-Scargle
mediante (1). Por último, se calcula el promedio de los n50
espectros crudos. El espectro promedio resultante es un es-
timador consistente del (auto) espectro [3, 43]; se le cono-
ce como espectro suavizado y se define de este modo, de
acuerdo con Schulz y Stattegger [43]

Ĝxx( fi) =
2

n50∆ f Nseg

n50

∑
n=1

| Xn( fi) |2, i = 1, 2, ...k, (17)

donde ∆ f = 1/(Nseg < ∆t >) y | Xn( fi) |2 es el periodo-
grama de Lomb-Scargle definido en la relación (1).

Dado el escalado del espectro suavizado relación (17), se
cumple la siguiente relación con la varianza de la serie
temporal:

∆ f ∑ Ĝxx = σ2
x , (18)

donde ∆ f es la frecuencia fundamental [43].

Debido a que las componentes de los espectros crudos
siguen una distribución del tipo χ2 [30, 33] con 2 grados de
libertad, (17) también sigue ese tipo de distribución [43].
Cada uno de los n50 espectros de la ecuación (17) incre-
menta los grados de libertad, por lo cual se reduce el error
estándar de la estimación del espectro. Sin embargo, el so-
lapamiento de los n50 segmentos introduce una correlación
entre los segmentos; por ello, es necesario introducir el
concepto de número efectivo de segmentos ne f f , donde el
ne f f es mucho menor que el n50, y la relación entre ellos de
acuerdo con Schulz y Stattegger [43], viene dada por

ne f f = n50

(
1 + 2c2

50 −
2c2

50
n50

)−1

, (19)

donde c50 es una constante que depende del tipo de la fun-
ción ventana, por ejemplo, para la ventana de Hanning
c50 = 0.167 [12]. Por tanto, los grados de libertad ν para
(17) dependerán del ne f f relación (19), y por tanto, de la
constante c50; esto es:

ν = 2ne f f (20)

La distribución del auto-espectro (17) viene dada por la
relación [30, 33]

Ĝxx( fi)

Gxx( fi)
=

χ2

ν
. (21)

De aquí, se sigue que un (1 − α) intervalo de confianza pa-
ra Gxx( fi), basado en la estimación de Ĝxx( fi), puede ser
calculado por [3]
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[
νĜxx( fi)

χ2
ν;α/2

≤ Gxx( fi) ≤
νĜxx( fi)

χ2
ν;1−α/2

]
. (22)

Algunos autores [3, 30, 33] aplican una transformación
logarítmica del tipo 10log10 a la relación (22), esto con el
objeto de que los intervalos de confianza sean indepen-
dientes de la frecuencia y al graficar el Ĝxx se obtenga una
mejor visualización.

La mínima resolución de las frecuencias en Ĝxx, i. e., el
ancho de banda espectral, Bw, se calcula como:

Bw = βw∆ f , (23)

donde βw es el ancho de banda normalizado y depende del
tipo de ventana (taper) utilizada; por ejemplo, para la ven-
tana de Hanning tiene un valor de 2 [12, 26, 43].

4 Contraste de hipótesis del periodo-
grama de Lomb-Scargle debido a
ruido rojo

Es bien sabido que muchos fenómenos ambientales
(climáticos, meteorológicos, etc.) o geofísicos presentan un
espectro de fondo rojo, i.e., la intensidad o amplitud espec-
tral disminuye exponencialmente a medida que decrecen
sus frecuencias [10, 13, 42]. [13] propuso que un proce-
so estocástico autoregresivo de primer orden (AR1) es un
modelo adecuado para representar ese espectro de fondo
rojo, y que puede ser utilizado como una hipótesis nula
en un test de significación [23, 42]. Si R(tr) es un proceso
AR1, donde los tiempos de muestreo tr (r = 1, 2, ..., N)
no están equiespaciados, la distribución del periodograma
de Lomb-Scargle para este proceso no puede ser calculada
analíticamente [23, 24, 42]. Por tanto, es necesario utilizar
métodos de simulación de Monte-Carlo para inferir las
propiedades estadísticas de la distribución del periodogra-
ma [24]. El sesgo en el espectro es debido a que las compo-
nentes individuales del periodograma de Lomb-Scargle no
son independientes unas de las otras [17, 38].

Schulz y Mudelsee [42] demostraron, por medio de simu-
laciones de Monte Carlo, que el periodograma de Lomb-
Scargle de un proceso AR1 no equiespaciado temporal-
mente sobrestima las amplitudes espectrales localizadas
en las altas frecuencias (i. e., las frecuencias al final del es-
pectro). Ellos también desarrollaron un algoritmo compu-
tacional, conocido como REDFIT, para corregir ese sesgo.
De hecho, hasta donde se sabe, es el único algoritmo y
programa computacional existente que tiene en cuenta el
ruido rojo de fondo en la estimación del espectro suavi-
zado de series temporales ambientales no equiespaciadas,
vía el periodograma de Lomb-Scargle.

A continuación, se presentan los principales conceptos es-
tadísticos para luego proporcionar la descripción de RED-
FIT, siguiendo principalmente a Mudelsee [23] y Schulz
y Mudelsee [42]. Más detalles pueden consultarse en
[22, 23, 24, 42].

Un proceso discreto autoregresivo de orden 1 (AR1) y no
equiespaciado temporalmente está definido [24, 36, 42] por
la siguiente relación:

R(t1) = EN(0,1), para r=1

R(tr) = ρrR(tr−1) + EN(0,σE )(tr), para r=2, 3, . . . , N

ρr = exp(−(tr − tr−1)/τm),
(24)

donde τm es la escala temporal correspondiente al proceso
AR1 (una medida de su memoria o persistencia) y E es un
ruido Gaussiano de media cero y varianza

σ2
E = 1 − exp(−2(tr − tr−1)/τm). (25)

El valor de σ2
E asegura que el proceso AR1 sea estacionario

y tenga varianza unitaria [42].

El espectro teórico2 Grr( fi) de un proceso AR1 (ecuación
24) está definido [30, 42] por

Grr( fi) =

Go
1− < ρ >2

1 − 2 < ρ > cos(π fi/ < fNyq >) + < ρ >2 ,
(26)

para las frecuencias fi, j = 1, 2, ..., K, desde la frecuencia
fundamental ∆ f (véase la relación (17)) hasta la frecuencia
promedio de Nyquist [42]. Allí, Go es la amplitud espectral
promedio, < ρ > es el coeficiente de autocorrelación pro-
medio; i. e., < ρ > = exp(− < ∆t > /τm), donde < ∆t >
es la media de los intervalos temporales del proceso AR1
[42] y el valor de τm se estima mediante el algoritmo y pro-
grama computacional de nombre TAUEST, propuesto por
Mudelsee [22].

Con el periodograma de Lomb-Scargle, la desviación sis-
temática entre un espectro teórico de ruido rojo (relación
26) y otro espectro estimado dependerá de los tiempos de
muestreo [17, 38]. Pero la carencia de una solución analíti-
ca para la desviación (sesgo) impide aplicar una corrección
directa al periodograma de Lomb-Scargle [42]. Para supe-
rar este obstáculo, se utilizan métodos de Monte-Carlo en
combinación con técnicas de bootstrap. Basada en los tiem-
pos de muestreo, se genera un ensemble de N series tem-
porales sintéticas AR1 (Ecuación (24)). La desviación del
espectro promedio del ensemble con respecto al espectro
teórico (Ecuación (26)) es utilizada para hacer la corrección
[24, 42].

A continuación, se describe el algoritmo REDFIT tal co-
mo es presentado por Schulz y Mudelsee [42].

2Para el caso equiespaciado, el término coseno del espectro teórico de un AR1 está definido [16] por cos(2π fi∆t), para − 1
2∆t ≤ fi ≤ 1

2∆t . Por esta
razón, el término coseno en la relación 26 al sustituir 2 < ∆t > por 1

<FNyq>
se expresa como cos(π fi/ < fNyq >).
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1. Se estima τm para la serie temporal a estudio X(tr)
(r = 1, 2, ..., N) utilizando el algoritmo TAUEST de
Mudelsee [22]. En caso de utilizar varios n50 segmen-
tos WOSA, se calcula el promedio de los τm’s de to-
dos los n50 segmentos.

2. Se estima, mediante el PLS, el espectro Ĝxx( fi) de
X(tr) en el intervalo [0,< fNyq >], y se determina
el área bajo Ĝxx( fi) para estimar la varianza de X(tr).

3. Se realizan p=1 a Nsims simulaciones de Monte-Carlo.

• Se crea la p-ésima serie temporal AR1 por me-
dio de (24), usando los tiempos tr’s de la serie
X(tr), el τm estimado en el paso 1 y un conjunto
independiente de E(tr)’s.

• Se estima el espectro Ĝrr( fi) para la serie AR1.

• Se escala Ĝrr( fi) de tal modo que su área bajo
el espectro sea igual al área bajo el espectro de
Ĝxx( fi).

Se determina la media aritmética de los Nsims espec-
tros correspondientes a las series AR1, < Ĝrr( fi) >

4. Se calcula el espectro teórico Grr( fi) de un proceso
AR1, utilizando la relación (26) y el valor estimado
de τm.

5. Se calcula Go (relación 26) de tal modo que el área
bajo Grr( fi) sea igual al área bajo Ĝxx( fi).

6. Se calcula un factor de corrección c( fi) para ajustar la
desviación del espectro Lomb-Scargle, i. e.

c( f j) =
< Ĝrr( fi) >

Grr( fi)
. (27)

7. Se calcula el espectro de Lomb-Scargle corregido:

Ĝ′xx( fi) =
Ĝxx( fi)

c( fi)
. (28)

8. Para calcular la significación estadística de un pico
espectral, el intervalo superior de confianza del ruido
AR1 es calculado para varios niveles de significación
(v. gr., 0.95 o 0.99), siguiendo una distribución del ti-
po χ2 con ν grados de libertad (calculados, con (20)).
También es posible calcular niveles de significación a
partir de los percentiles del ensemble de Monte-Carlo.

9. Se verifica si el modelo AR1 es adecuado para descri-
bir X(tr) probando la igualdad de Grr( fi) y Ĝ′xx( fi)
usando el test no paramétrico de Wald-Wolfowitz
más comúnmente conocido como runs test) [3].

5 Algunas consideraciones prácticas
en la estimación del espectro

En esta sección, se presentan las principales considera-
ciones prácticas que se deben tener en cuenta para la es-
timación del espectro suavizado vía el periodograma de
Lomb-Scargle; ello se realiza mediante dos ejemplos con se-
ries temporales no equiespaciadas temporalmente. Se ha-
ce énfasis en cómo utilizar esta metodología y en la inter-
pretación de los resultados. El primer ejemplo corresponde
a una serie temporal paleoclimática utilizada para estimar
temperaturas del aire en la superficie de la Tierra; provie-
ne de testigos de hielo de Groenlandia y cubre los últimos
50.000 años [11]. El segundo ejemplo corresponde a una
serie temporal de capturas de atún rojo obtenidas en las
almadrabas del duque de Medina Sidonia, las cuales estu-
vieron operativas durante el periodo 1525 a 1816 [18]. Para
ambos ejemplos se utilizó el paquete computacional de uso
gratuito REDFIT (ver. 3.5) creado por Schulz y Mudelsee
[42], y que se encuentra disponible en http://www.ncdc.

noaa.gov/paleo/softlib/redfit/redfit.html.

5.1 Caso práctico 1: valores medios de δ18O de
GISP2

La serie temporal no equiespaciada utilizada en este
ejemplo corresponde a valores medios de δ18O (per mil);
proviene del proyecto de testigos de hielo GISP2 (the Green-
land Ice Sheet Project Two) y fue obtenida del National Cli-
matic Data Center, NOAA3. El principal interés científico de
ésta serie se debe al hecho de que ha sido utilizada como un
buen paleo-indicador de temperaturas superficiales del ai-
re para, al menos, el área geográfica a la que pertenece [11].
En este trabajo, se hace énfasis en el intervalo 15 a 50.000
años4 (Figura 4), por dos razones; primero, debido a que
a priori se conoce que presenta un ciclo de ca. 1470 años
[11, 40]; segundo, porque el intervalo 15-50.000 años pre-
senta una gran irregularidad en el muestreo (con un valor
medio de 110 años) (Figura 5), en comparación con los últi-
mos 10.000 años (con un valor medio de 13 años); finalmen-
te, debido a que las técnicas de análisis espectral requieren
que la series a estudio sean estacionarias y, como se puede
observar (Figura 4), la serie de δ18O que cubre los 50.000
años no parece satisfacer este requerimiento. Una posible
solución para sortear este inconveniente es dividir la se-
rie en dos partes con características estadísticas similares.
Esta división, en este caso de estudio, también está susten-
tada desde el punto de vista de la física del clima, debido
a que el segmento temporal del Holoceno (últimos 11.000
años) presenta características climáticas diferentes respecto
del periodo inter-glaciar (entre 12 y 50.000 años).

3ftp://ftp.ncdc.noaa.gov/pub/data/paleo/icecore/greenland/summit/gisp2/isotopes/gispd18o.txt
4La serie alcanza los 110.000 años antes del presente, pero es muy factible que los errores de datación para estas edades pudieran afectar la estima-

ción del espectro.
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Figura 4. Serie temporal de valores medios del isótopo estable
δ18O (per mil) de GISP2 [11] para los últimos 50.000 años (don-
de AP indica años antes del presente). Las áreas rectangulares en
gris representan los eventos Heinrich (H1-H5) y el Younger-Dryas
(YD). Los números del 1-13 son los ciclos Dansgaard-Oeschger
(DO). El lado derecho de las ordenadas representa los eventos cli-
máticos cálidos y fríos. Elaboración propia.

Figura 5. Histograma de las diferencias (distancias) entre los tiem-
pos de muestreo (Dt) de la serie de δ18O de GIPS2 para el interva-
lo 14 a 50.000 años. La línea vertical discontinua es el valor medio
de las diferencias entre los tiempos de muestreo. Elaboración pro-
pia.

Antes de llevar a cabo la estimación espectral para la
serie temporal de los valores de δ18O, se verifica si el es-
pectro de la serie a estudio es consistente con el modelo
de ruido rojo utilizado [42]. Para ese fin, se utiliza el test
Wald-Wolfowitz (conocido también como runs test) [3], el
cual está incorporado en el paquete REDFIT [42]. El valor
del estadístico para este caso es de 79, y está dentro del
intervalo de confianza al 95 %, por lo cual se puede aceptar
que el modelo AR1 utilizado es adecuado para caracterizar
el espectro de la serie de δ18O. La estimación del espectro
suavizado de la serie temporal después de remover la ten-
dencia lineal de δ18O se muestra en la Figura 6, mientras
que los parámetros de entrada para generar el espectro vía
REDFIT se presenta en la Tabla 1.

Entre estos parámetros de entrada destaca el número de
segmentos WOSA (N50) debido a que está relacionado di-

rectamente en el suavizado del periodograma. Un valor
muy grande del número de segmentos WOSA determina
un periodograma demasiado suavizado, por lo cual se po-
dría difuminar algún tipo de señal contenida en la serie
temporal a estudio. Por el contrario, si se utiliza un so-
lo segmento, se obtendrá un periodograma “crudo” (con
dos grados de libertad); y es bien sabido que este periodo-
grama no es un estimador consistente del espectro, y que
puede contener picos espectrales que podrían no represen-
tar eventos periódicos reales [3, 23]. Debido a que no existe
una regla precisa para determinar el número de segmentos
WOSA, es recomendable que el espectro suavizado ten-
ga al menos 4 ó 5 grados de libertad [48]. Una estrategia
muy utilizada para la determinación de N50 consiste en
calcular el espectro de la serie bajo análisis con diferentes
números de segmentos WOSA, y así decidir cuál es el N50
más apropiado.

Figura 6. Espectro corregido y suavizado (con 7 grados de liber-
tad) (curva continua en negro) de la serie temporal de δ18O de
GISP2, para el intervalo 14 a 50.000 años. Las curvas discontinuas
en rojo representan el nivel del ruido rojo con un 95 % y 99 % de
confianza de una distribución χ-cuadrada para un proceso AR1.
Elaboración propia.

Como se puede apreciar (Figura 6), el pico espectral
más destacado está localizado ca 1470 años, el cual supera
el espectro asociado a un ruido de tipo AR1 con un nivel de
confianza superior del 95 %. Este pico corresponde a la co-
nocida característica espectral de δ18O de GISP2, y se sabe
que se presenta con más intensidad en el intervalo de 11-
74.000 años (AP) [40]. Esta periodicidad ca de 1470 años es-
tá relacionada con los eventos Dansgaard-Oeschger (DO),
i.e., fluctuaciones rápidas del clima entre eventos climáticos
fríos y cálidos (Figura 4), con una ocurrencia media de 1470
años y que tuvieron lugar durante el último periodo glacial
(entre unos 11 a 100.000 años AP); no obstante, hoy por hoy
no existe una hipótesis única para explicar su origen -más
allá de que está fuera de los objetivos de este trabajo el pro-
fundizar en dichas razones-.
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Parámetro Valor

No. de simulaciones de Monte-Carlo Nsim = 5000
Test de Monte-Carlo mctest = T
Oversampling factor ofac = 4.0
No. de segmentos WOSA N50 = 4
Tipo de ventana iwin = 1 (Welch)

Tabla 1. Parámetros de entrada para REDFIT para la estima-
ción del espectro de δ18O de GIPS2. Elaboración propia.

5.2 Caso práctico 2: capturas artesanales de
atún rojo

El segundo ejemplo, en este trabajo, corresponde a una
serie temporal de capturas anuales de atún rojo realiza-
das durante el periodo 1525-1816 (Figura 7). Estos datos
provienen de López-Capont [18] aunque, para este trabajo,
fueron obtenidos de Ganzedo et al [7] y, principalmente de
López-González y Ruiz (Tabla 1) [19]. Son capturas anua-
les en número de individuos, capturas provenientes de
cada una de las almadrabas del duque de Medina Sidonia,
principalmente de Conil y Zahara; ellas estuvieron opera-
tivas durante todo el periodo de estudio (1525-1816). La
serie cubre 292 años, con 21 datos perdidos [7, 19, 31], estas
pérdidas se deben a que en ciertos años no se hicieron los
registros de las capturas o no se armaron las almadrabas
[18, 19].

A primer golpe de vista, la serie de las capturas (Figura
7) no parece ser estacionaria, por la tendencia decreciente
del número de capturas en el transcurso del tiempo.

La opción de dividir la serie en dos trozos con carac-
terísticas estadísticas parecidas está limitada en cierta me-
dida debido al número de elementos de cada trozo, de tal
manera que la primera parte de la serie abarcaría unos 70
(elementos) años, mientras que la segunda parte, unos 220
años. Sin embargo, teniendo en cuenta estas limitaciones,
se estiman sus periodogramas suavizados de los dos tro-
zos, así como de toda la serie; esto, con el objeto de utilizar

toda la información disponible para averiguar potenciales
eventos periódicos registrados en las series de las capturas.
Nótese que, a diferencia de la serie temporal de valores de
δ18O de GISP2, que se conocía a priori sus características
espectrales, en la serie de las capturas no se cuenta con esa
información.

Como se observa en los periodogramas suavizados (Figura
8), se encontraron varios picos espectrales que superan el
umbral de ruido con un nivel de confianza del 95 %. El pri-
mero (Figura 8, superior derecha), de unos 78 años, aparece
en el periodograma suavizado de toda la serie temporal de
las capturas; en contraste, no parece evidente la presen-
cia de este pico espectral en el periodograma del intervalo
1600-1816, según se observa. Una de las cuestiones más
importantes que se debe tener en cuenta al aplicar cual-
quier técnica de análisis espectral, es que los picos en las
primeras frecuencias (de izquierda a derecha) pueden con-
tener parte de la tendencia de las series bajo análisis [48].
Es cierto que la tendencia lineal ha sido removida antes de
calcular el espectro, pero también hay que tener en cuenta
que el cálculo de la tendencia en una serie temporal es algo
complicado, y es muy difícil separar tendencia, periodi-
cidades de muy baja frecuencia y ruido [45, 50] de forma
suficientemente precisa. Por ello, es difícil sustentar que el
pico espectral de ca. 80 años pueda estar relacionado con
algún evento periódico; para ello se necesitaría que la serie
cubriera un intervalo temporal mucho más amplio.

El segundo pico espectral (Figura 8, superior izquierda)
estadísticamente significativo está localizado alrededor de
los 20 años, aunque este pico sólo está presente en el es-
pectro del intervalo 1525-1600. Sin embargo, téngase en
cuenta que un ciclo con un período de 20 años solo cabe
poco más de tres veces en el intervalo 1525-1600. Por otro
lado, este pico espectral de ca. 20 años no está presente en
el espectro del intervalo 1600-1816, ni en toda la serie (in-
tervalo 1525-1816). Por estas razones, es muy probable que
no represente una señal periódica real.

Sin lugar a dudas, el resultado más interesante en este
caso de estudio, son los picos espectrales estadísticamente
significativos en las altas frecuencias, que podrían repre-
sentar eventos periódicos reales entre 2.3 años y 3.5 años.
De entre estos picos, el que está localizado alrededor de 3.5
años, se halla presente en los tres periodogramas (Figura
8), lo cual le añade mayor evidencia estadística. Antes de
presentar una discusión sobre las posibles causas de los ci-
clos de 2.3 y 3.5 años, es importante tener en cuenta que las
frecuencias de estos picos espectrales están relativamente
lejanas entre sí (superan varias veces el ancho de banda en
cada uno de los espectros), lo cual podría representar que
existieron eventos periódicos independientes. Los ciclos de
2.3 y 3.5 años podrían estar relacionados con forzamientos
ambientales que presentan una fuerte variabilidad de ti-
po periódico o cuasi-periódico cercana a esas frecuencias.
Por ejemplo, es bien sabido que la Oscilación del Atlántico
Norte (OAN) presenta en su espectro picos de corto pe-
riodo, de entre 2.2 y 2.4 años. Por otro lado, el fenómeno
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Figura 7. Serie temporal de capturas artesanales de atún rojo de
las almadrabas del duque de Medina-Sidonia para el periodo
1525-1816 [7, 18, 19]. Elaboración propia.
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del Niño-Oscilación del Sur (ENOS) presenta un gran po-
der espectral de corto periodo, de alrededor de 3.5 años
[8]. Sin embargo, tampoco se descarta que estos eventos
periódicos están relacionados con factores intrínsecos rela-
cionados con la dinámica poblacional del atún rojo [7, 31].
Una discusión a detalle queda fuera del objetivo de este
trabajo.

6 Conclusiones

El análisis espectral es una de las técnicas estadísti-
cas más utilizadas para el análisis de series temporales
ambientales, ya sea para la búsqueda e identificación de
eventos periódicos o para estudiar el comportamiento de
una serie temporal en el dominio de la frecuencia. Cuan-
do las series temporales ambientales están equiespaciadas,
existen varias técnicas de análisis espectral para estimar el
espectro, así como suficiente documentación sobre ello. Sin
embargo, cuando las series no están equiespaciadas, esti-
mar el espectro no suele ser una tarea fácil. Esto es debido
a que no existe una gran diversidad de técnicas de análisis
espectral que puedan ser utilizadas de modo directo con
series temporales ambientales no equiespaciadas y, como
consecuencia, hay poca documentación al respecto. Una
de estas técnicas de análisis espectral es el periodograma
de Lomb-Scargle [17, 38, 39], originalmente diseñado para
analizar series temporales astronómicas no equiespaciadas
temporalmente; dicha técnica fue adaptada por Schulz y
Stattegger [43] para trabajar con datos ambientales y me-
jorada por Schulz y Mudelsee [42] para tener en cuenta el
tipo de ruido de fondo de las series temporales ambienta-
les.

En lo que respecta a la disponibilidad de información de la
adaptación del periodograma de Lomb-Scargle para anali-
zar series temporales ambientales teniendo en cuenta ruido
de fondo rojo, en lengua inglesa están los trabajos pioneros
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Figura 8. Espectros corregidos y suavizados (con 5, 6 y 7 grados
de libertad, respectivamente) (curvas continuas en negro) de los
segmentos que cubren los periodos 1525-1600 (superior izquier-
da), 1600-1816 (inferior izquierda) y todo el periodo 1525-1816
(superior derecha) de las capturas de atún rojo de las almadrabas
de Medina-Sidonia [18]. Las curvas en rojo representan el nivel
del ruido rojo con un 95 % y 99 % de confianza de una distribu-
ción χ-cuadrado para un proceso AR1. Elaboración propia.
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de Schulz y Stattegger [43], Mudelsee [22], Schulz y Mu-
delsee [42], Mudelsee et. al., [24], y muy bien resumidos
en Mudelsee [23]. Sin embargo, en idioma español exis-
te muy poca información al respecto (algunas excepciones
son Polanco-Martínez [31] y Pardo-Igúzquiza y Rodríguez-
Tovar [27], aunque ésta última no utiliza un ruido de fondo
rojo); hasta donde se sabe, no se ha publicado trabajo al-
guno de revisión que englobe todo lo que se sabe de esta
técnica. Por esta razón, en este artículo, se presentó el es-
tado del conocimiento de la estimación espectral de series
temporales ambientales no equiespaciadas temporalmente
mediante el periodograma suavizado de Lomb-Scargle y
teniendo en cuenta un tipo de ruido de fondo rojo.

En este trabajo, también se presentaron dos casos de es-
tudio para ejemplificar de forma práctica la estimación
del periodograma suavizado de Lomb-Scargle teniendo
en cuenta el ruido rojo de fondo de las series temporales
ambientales. Para tal fin, se uso el paquete computacional
REDFIT [42]. En el primer caso de estudio, se utilizó una
serie temporal no equiespaciada (con mucha irregulari-
dad) de valores de δ18O, provenientes del mundialmente
reconocido proyecto GISP2. Como se pudo apreciar, se en-
contró un pico espectral estadísticamente significativo al
95 % ca. 1470 años, el cual es la conocida marca espectral
de esta serie temporal. En el otro ejemplo, en los espectros
de las capturas de atún rojo, se obtuvo unos picos signifi-
cativos al 95 % entre 2.4 y 3.5 años, los cuales podrían estar
relacionados con los eventos de la OAN y el ENOS. Final-
mente (anexo A), se proporcionó una breve descripción del
paquete computacional REDFIT y un sencillo programa
computacional, de fácil y libre modificación en lenguaje R
(Anexo B) para graficar las salidas de REDFIT.
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ANEXO A

A Estimación del espectro vía RED-
FIT

REDFIT viene acompañado de un excelente manual
de nombre USAGE.PDF (véase /doc/ en redfit.zip, http:
//www.ncdc.noaa.gov/paleo/softlib/redfit/redfit.

html), con instrucciones para instalación y uso, pero en
lengua inglesa [41]. Por esta razón, se proporciona a con-
tinuación una breve descripción de cómo utilizarlo. El ar-
chivo de entrada lleva de nombre N1000.CFG (no es reco-
mendable cambiarle de nombre debido a que REDFIT no
funcionará). Su estructura básica es la siguiente:

&cfg

fnin = ’nombre del archivo de entrada’,

fnout = ’nombre del archivo de salida’,

nsim = ,

mctest = ,

ofac = ,

n50 = ,

iwin =

/

!iwin =

! 0: Rectangular

! 1: Welch

! 2: Hanning

! 3: Triangular

! 4: Blackman-Harris

Los primeros dos parámetros, fnin, fnout, contienen
los nombres de los archivos de entrada (que incluyen la
serie temporal que se va a estudiar, la cual debería estar
en texto plano, delimitados por espacios o por tabs y con-
tener a la vez un sólo tiempo y dato por línea. Para mayor
información véase sección 2.2 del manual USAGE.PDF de
REDFIT [41]) y de salida (acepta cualquier nombre), res-
pectivamente. Es importante que ambos archivos están
entre comillas simples ’ ’. Del siguiente par de parámetros,
nsim y mctest, el primero se refiere al número de simu-
laciones de Monte-Carlo (se recomiendan al menos 1000
simulaciones); el segundo, se utiliza T para activar el test
de Monte-Carlo (use F, para desactivarlo), el cual estima
los niveles de significación estadística de los picos espec-
trales [41, 42]. El parámetro ofac controla el número de
frecuencias utilizadas en la estimación del periodograma
de Lomb-Scargle; por lo general, se usa un valor entre 2.0
y 4.0; sin embargo, tenga en cuenta que, a mayor valor,
mayor será el tiempo computacional en la estimación del
espectro; finalmente, n50 indica el número de segmentos
WOSA y iwin determina el tipo de ventana (taper) [41].

Después de ejecutar REDFIT exitosamente (en caso con-
trario se genera un archivo de nombre redfit.log, que

muestra los errores y otras advertencias), se obtienen dos
tipos de salidas. La primera en pantalla contiene lo siguien-
te:

N =

t(1) =

t(N) =

<dt> =

Nout =

Required RAM =

***** tau ****\n

the dof

donde N es el número de elementos de la serie temporal
a estudio, t(1) y t(N) son el primer y último valor de los
tiempos de la serie, < dt > es la media aritmética de las
diferencias de los tiempos, Required RAM es la cantidad de
memoria RAM necesaria para estimar el espectro, tau es el
coeficiente de persistencia de la serie temporal bajo análi-
sis [22, 42], y finalmente, the dof (the degree of freedom) son
los grados de libertad del espectro estimado. Un espectro
crudo tiene 2 grados de libertad, pero uno suavizado tiene
un dof mayor que 2. Algunos autores sugieren que al sua-
vizar el espectro se obtengan mucho más que 2 grados de
libertad (por ejemplo, 6 u 8), con el objeto de eliminar posi-
bles falsos picos espectrales [23, 48]. Sin embargo, hay que
tener cuidado, porque un espectro demasiado suavizado
podría eliminar picos espectrales que pudieran representar
señales reales.

La segunda salida es un archivo en texto plano, cuyo nom-
bre viene dado por el parámetro fnout. Este fichero con-
tiene un encabezado de unas 50 líneas con comentarios (#
indica comentario) referentes a los parámetros de confi-
guración, valores iniciales y el significado de las variables
(entre 10 y 14 columnas, lo cuál depende si se activa el test
de Monte-Carlo para determinar la significación estadísti-
ca de los picos espectrales). Entre estas variables, destacan
las frecuencias en las que se calculan el PLS (columna 1),
el espectro corregido (columna 3) y suavizado (en caso de
haber definido un n50 mayor que uno o aplicado alguna
ventana de suavizado), el espectro teórico de un proceso
AR1 con un nivel de significación del 0.95 (columna 9) y el
nivel de significación de 0.95 usando Monte-Carlo (colum-
na 13) –en caso de que se haya activado mctest = T–.

Antes de utilizar REDFIT, es recomendable tener en cuenta
varias pautas. La primera se refiere al número de elementos
de la serie temporal que se va a estudiar, N; en principio,
no existe límite en el número de elementos; éste viene da-
do, más bien, por la memoria del ordenador utilizado. La
segunda pauta –y es muy importante tenerla en cuenta–
es que los tiempos de muestreo de la serie temporal que
se estudia deben de seguir una secuencia monótona estric-
tamente creciente (i.e., t1 < t2 < ... < tN , donde t1 es el
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primer valor del tiempo en el archivo de entrada mientras
que tN es el último valor) [41, 42]. La tercera pauta es que
aunque REDFIT fue programado para utilizarse en Win-
dows, es posible compilar el código fuente para trabajar
en otros sistemas operativos5. La cuarta, es que los auto-

res de REDFIT recomiendan utilizar el software Gnuplot
(http://www.manfredmudelsee.com/soft/redfit/) para
graficar la salida de REDFIT. Sin embargo, en este artícu-
lo presentamos un sencillo programa en lenguaje R [34]
(véase anexo B) para visualizar la salida de REDFIT.

ANEXO B

B Programa para graficar la salida de REDFIT

######################################################################

# Este script grafica la salida de REDFIT [Schulz & Mudelsee 2002]

######################################################################

#::: Josu\’ M. Polanco-Mart\’nez (josue.m.polanco@gmail.com)

#::: C\’digo liberado bajo la Licencia P\’blica General de GNU (GPL)

#::: http://www.gnu.org/licenses/gpl-3.0.html

#::: Bilbao, Agosto 2014.

######################################################################

#::: Esta function transforma a decibeles

source("./decibel.R")

######################################################################

######################################################################

#::: Se lee la salida n1000.red de REDFIT y se definen variables.

######################################################################

redfitdat <- read.table("./n1000.red")

len = length(redfitdat[,1])

vars <- 1:dim(redfitdat)[2]

names(vars) <- c("Freq", "Gxx", "Gxx_cor", "Gred_th",

"<Gred>", "CorrFac", "80%-Chi2",

"90%-Chi2", "95%-Chi2", "99%-Chi2",

"80%-MC", "90%-MC", "95%-MC",

"99%-MC")

######################################################################

#::: Se grafica y guarda

######################################################################

pdf_file <- ("grafica_salida_redfit.pdf")

ranche <- range(db(redfitdat[,3]))

Y1 <- ranche[1] - 40

Y2 <- ranche[2] + 20

pdf(file=pdf_file, height=4, width=5)

plot(redfitdat[,1], db(redfitdat[,3]), t="l",

xpd=FALSE, xlab="", ylab="", ylim=c(Y1, Y2))

title(main="", xlab="Frecuencia [ciclos por A\’o]",

ylab="Amplitud espectral [dB]")

points(redfitdat[,1], db(redfitdat[,10]), t="l", lty=2, col="red")

points(redfitdat[,1], db(redfitdat[,14]), t="l", lty=3, col="blue")

5El autor de este artículo compiló el código fuente de REDFIT para trabajar en Linux; si tiene interés en cómo llevar a cabo esta tarea, póngase en
contacto vía correo-e.
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######################################################################

#::: Drawing the significant spectral peaks (above 99% CL)

the.points <- which(redfitdat[,3] >= redfitdat[,14])

cat("the points", the.points)

len.points <- length(the.points)

freq.points <- array(0, len.points)

psdDC.points <- array(0, len.points)

freqs <- redfitdat[,1]

psdDC <- redfitdat[,3]

for (i in 1:len.points) {

freq.points[i] <- freqs[the.points[i]]

psdDC.points[i] <- psdDC[the.points[i]]

}

points(freq.points, db(psdDC.points), pch=19, cex=0.5)

text(freq.points, db(psdDC.points)+.5, labels=c(1:len.points),

pos=4, cex=.5)

legend("bottomleft", paste(1:len.points, "->",

round(1/freq.points[1:length(freq.points)], digits=1),

"A\’os"), bty="n", cex=.75)

legend("topright", lty=c(2,3), c("99% NF v\’a AR1", "99% NF v\’a MC"),

col=c("red", "blue"), bty="n", cex=0.7)

dev.off()
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