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Resumen: Este trabajo presenta la comparacion realizada entre la descomposicion en
polinomios de Zernike y series de Fourier de un frente de onda aberrado. Este Gltimo
presentd un resultado més acertado por el manejo en la informacién de la aberracion con
minimos costos computacionales para los diez primeros polinomios, mientras que la
reconstruccion polindmica de Zernike permitié implementar una mayor cantidad de
polinomios con una disminucién de los errores RMS en la superficie del frente de onda.
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RECONSTRUCTION OF A MECANICALLY DEFORMED MIRROR WAVEFRONT BASED ON
DECOMPOSITION OF ZERKIKE POLYNOMIALS AND FOURIER SERIES

Abstract: This paper presents a comparison between Zernike polynomial and Fourier
series decomposition of an aberrated wavefront. The last one, showed comparable results
with less computational resources, whilst Zernike polynomial reconstruction allowed
using more polynomials in order to reduce the wavefront surface RMS error.

Keywords: Wavefront aberration. Fourier series, Zernike polynomials.

1. INTRODUCCION contribuyen a estas aberraciones, incluso
inestabilidades ~ termo-eldsticas  cambiantes
producen deformaciones en los elementos del
sistema formador de imagen produciendo
aberraciones que mutan en el tiempo (Sénchez-

Blanco et al, 2007).

La dptica adaptativa surge como una alternativa
antes las constantes exigencias que se tienen en el
mundo cientifico, especialmente en la astronomia
donde se necesita cada vez mas resolucion en las
imégenes obtenidas del universo (Bonet, 1999).

Parte de esta calidad se pierde por diferentes
contribuciones debido a las aberraciones, estas
pueden ser pasivas, dependientes de la
fabricacion misma de elementos &pticos, o
elementos opto-mecénicos, pero también las
turbulencias atmosféricas con cambios activos

En este trabajo abordaremos las aberraciones
pasivas debido a factores opto-mecéanicos, sin
embargo, el desarrollo planteado sirve para la
implementacion futura de un sistema de dptica
adaptativa en lazo cerrado y en tiempo real. Para
esto, a la optomecanica se le ha delegado la labor
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de unificar la precision en la Odptica con la
mecénica de las estructuras en los sistemas
Opticos con un creciente rigor para interpretar los
posibles efectos que se tienen en los diferentes
procesos de manufactura de elementos 6pticos.

Las deformaciones en los sistemas Opticos son el
resultado de diferentes factores que actian sobre
éste y que logran variar de manera sustancial a
las propiedades Opticas. Estos factores
principalmente provienen de las interacciones
mecanicas con los elementos épticos (Doyle et al,
2002), y dependiendo de su efecto sobre el
sistema, logra afectar de manera diferente el
comportamiento de la luz a manera de aberracion.

Las aberraciones corresponden a las variaciones
del frente de onda, de tal forma que presenta
desfases espaciales en los diferentes puntos de
éste con respecto a un frente de onda de
referencia. La estimacion del frente de onda, debe
ser presentada en funciones caracteristicas de
aberraciones tipicas, donde algunas de ellas
puedan ser compensadas.

Dentro de las funciones base para la expansion
del frente de onda, se encuentran 1os monomios
de Taylor, las series de Fourier y los polinomios
de Zernike (Dai, 2006a). Sin embargo, no era
factible definir qué método funcionaba mejor, por
el hecho que inicialmente no existia una conexion
directa entre las bases matematicas de los
métodos, sin embargo, algunos autores han
propuesto un método auxiliar y bidireccional
entre las bases de expansion Fourier y Zernike

(Dai, 2006b).

Este trabajo realiza una comparacion directa entre
la reconstruccidn con los polinomios de Zernike y
la reconstruccion a partir de la transformada de
Fourier, ambos sobre una superficie deformada
mecanicamente en un espejo, obtenida a partir de
la triangulacion de Delaunay de los nodos de
deformacion calculadas a partir de un analisis de
elementos finitos (FEM).

2. DESARROLLO ANALITICO

La expansion Zernike del frente de onda se
encuentra definida como:

N

W(p,0)=2>cZ/(p.0), (1)

i=1

Donde W (p,8) corresponde a la funcion del
onda, ¢, son los coeficientes de expansion y
Z;son los polinomios de Zernike de un solo
indice (Noll, 1976). Este indice ies determinado
partir de la relacién:

j:w, @

Donde n es el orden radial y mes la frecuencia
azimutal. A partir de los indices, los polinomios
de Zernike estan definidos como:

Z,(p.0)=NR"(p)O"(6), ®)

Donde N, "corresponde a la constante de

normalizacion, R‘nm‘ (p) es la parte radial en

coordenadas polares, y O"(8)es la parte

angular azimutal (Porter, 2008). Cada una de
estas partes, se encuentran definidas como:

NP = 2(n+1), @
1+6,,
n—\m\lz _ S _ n-2s

S slin+lm]r2-s}fn-mr2-s)

J2Cos(m@) (m>0)
e"(@)=11 (m=0). (¢
~/2sin(mjg) (m<0)

Los polinomios de Zernike toman sentido
Unicamente sobre un circulo unidad, de tal forma
que:

Z,(p,0)=P(p)Z,(p.6), (7)

Donde P(p) corresponde a la funcién pupila

definida entre [-1,1] Los polinomios de Zernike
componen una base ortogonal sobre el circulo
unidad puesto que satisfacen la ecuacion de
ortogonalidad:

[} 20002 (p.0) piodo="5 5, @

Circulo T
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Donde &, corresponde al delta de Kronecker. El

factor 7 es utilizado como factor de
normalizacion en las funciones de onda. De lo
anterior, cualquier funcion de aberracion de onda
definida sobre el circulo unidad, puede ser
expresada como una sumatoria ponderada de
coeficientes (Fricker, 2008). A partir de la
relacion de ortogonalidad, se puede deducir los
coeficientes de expansion con la relacion:

-=—jjw p.0P(p)Z;(p,0)pdpdd.  (9)

Realizando una comparacion teo6rica con las
series de Fourier, las funciones de onda se
encuentran definidas por:

W(p,0)= MZ (k ¢)exp{1—kpcos(9 ¢)} (10)

Donde k y ¢ corresponden a las coordenadas

polares en el dominio de las frecuencias y M es
el tamafio de la matriz del frente de onda. Luego
los coeficientes de expansion de Fourier se
deducen de (10), como se presentaen (11);

a(k,¢) = TZ;W(p, H)exp{— j fvl—”kpCos(e - ¢)} . 1)

La bidireccionalidad entre los coeficientes de
expansion Fourier y Zernike (Dai, 2008), para el
primer caso, se obtiene al sustituir (10) en (9),
obteniendo:

2

<

> alki, ¢ 7 (ki ), (12)

(]
k\ll—\
I

Para el caso de Zernike a Fourier, se obtiene al
sustituir (11) con (1), como se presenta en (13);

¢)= gciui(k,cé)- (13)

La transformada de Fourier analitica de los
polinomios de Zernike Z,(p,6), denotada como

U, (k, @) esta definida a partir de la expresion:

k)= o) o

Donde j2 =-1, J, es el n-ésimo orden de la

funcion Bessel de primera clase. Estas funciones
también cumplen la condicion de ortogonalidad
implicita en las funciones Bessel.

3. METODO

El andlisis que se realizd, se hizo a partir de las
siguientes consideraciones. La funcién pupila es
definida en un radio unitario, de tal forma que no
se considera el comportamiento de la
reconstruccion con otro tipo de radios. Para la
organizacién y ortonormalidad de los polinomios
y sus respectivas transformadas, se implementd
el estdndar ANSI Z80.28-2004 para la
representacion del frente de onda. Para efectos de
la comparacion de los resultados, se normalizd
tanto las deformaciones de la superficie al igual
que el RMS del frente de onda.

A partir de la triangulacién de Delaunay de los
nodos de deformacion provenientes de un estudio
FEM, se obtuvo la superficie discreta con la que
el frente de onda fue reconstruido, usando la
definicién de los descrita en (3) con un nimero de
polinomios Zernike igual a 150, para todos los
casos evaluados. Para determinar los coeficientes
de expansién, se resolvid, para cada elemento de
la matriz de pendientes, el sistema matricial
(Porter, 2008) definido en (15), a partir del
método de la descomposicion en valores
singulares (SVD):

S=2c, (15)

Donde S es el vector de pendientes, Z es la
matriz de derivadas de los polinomios Zernike, ¢
es el vector de coeficientes de expansion.

Implementando la pseudo inversa Z*, usando el
SVD, se calcularon los valores de los coeficientes
de expansion Zernike. Con el vector de
coeficientes e implementando la suma ponderada
de polinomios, se realizé la reconstruccion del
frente de onda con la exclusién de los términos
piston y los tilts. Con la matriz del frente de onda
reconstruido, se realizé un andlisis del RMS de la
desviacion de la superficie respecto a la original,
definido como:

SSWoo wieof o

RMSD = || 22222 ,
M
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Donde W(p,6) es el frente de onda obtenido a

partir de la triangulacion y WR(p, 49) es el frente
de onda reconstruido.

El RMS del error del frente de onda respecto a
uno ideal, se calculé a partir de la relacion:

aus, [ We.0) et
[EET

Con los coeficientes obtenidos, se analizaron las
caracteristicas de las aberraciones mas relevantes
sobre el sistema Optico, determinando el
coeficiente de mayor peso y asociandolo al
namero polinomial.

(17)

Implementando el método de la transformada de
Fourier para los polinomios Zernike, a parir de la
Transformada de Fourier discreta se obtiene a

U,(k,#) Esta misma transformacion fue
implementada en el vector de las pendientes del
frente de onda, S, para obtener el vector de los
coeficientes de expansion, a(k,¢) de Fourier.

Resolviendo el sistema en (12), calculando la
conjugada de U,(k,®) se logré obtener los

coeficientes de expansion Zernike.
Implementando éste vector, se realiz6 la
reconstruccion del frente de onda sin la
consideracion de los términos piston o tilt. Para el
frente de onda obtenido, el andlisis del RMS fue
realizado para la comparacion con Zernike.

4. RESULTADOSY COMPARACION

Tras la obtencion de la superficie modelada con
FEM, se realiz6 la reconstruccion a partir de los
polinomios de Zernike, obtenido el frente de onda
presentado en la Fig. 1:

Zomive bon et Piston and T
o

n
| !
“‘ os
o
0 '
i Ll
i
H] B | s
T os
. bs
r b2
2 '
| A
i RO

98 45 94 9z 9 92 04 0
Hsrmsized X Dedsrmstons

Fig. 1. Superficie reconstruida con los nodos
extraidos de elementos finitos.

Las zonas del RMSD normalizado, se presenta en
la Fig. 2, donde las zonas de mayor tonalidad,
correspondiente  a los emplazamientos de
sujecion, presentan el mayor error.

Surface RMS

08 06 04 02 0 02 04 06 08 1
Normalized X Deformations

Fig. 2. Zonas del RMSD de la reconstruccion

Tras un analisis del RMS respecto a un frente de
onda referencial plano, se obtiene que la
superficie modelada por FEM, posee un valor de
0.219306, y la reconstruccion respecto al mismo
frente de onda referencial, presenta un valor de
0.226139. La desviacion promedio entre las
superficies reconstruida y modela en FEM,
correspondié a un 0.95%, evidenciando una
reconstruccion adecuada.

Dentro de los primeros diez polinomios
utilizados, aparecen los mayores  pesos
localizados en el polinomio 10, contribuyendo a
un astigmatismo secundario; que es una
aberracion de cuarto orden. Como contribucion
secundaria, el polinomio 5 presenta una
aberracion secundaria correspondiente a un
astigmatismo de 0° - 90°.

Como caso evaluativo del método, se utilizdé una
superficie simulada [Ver Fig. 3a], en la que presenta
una topografia que incluye picos y valles en las
zonas centrales. Su reconstruccion [Ver Fig. 3b], a
través de los polinomios de Zernike, presenta
variaciones, particularmente en las zonas mas
distantes en la pupila.

e

Fig. 3. Superficie simulada a) y reconstruccion
con Zernike b).
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A partir de la evaluacion de los errores en la
reconstruccion, la desviacion promedio es del
7.59%. Las zonas de mayor desviacién se
localizan en la parte meridional y septentrional
[\er Fig. 4].

Nermalized Y Deformations

Fig. 4. Zonas del RMSD de la reconstruccion.

Utilizando la bidireccionalidad descrita en (13) y
con la transformada discreta de Fourier (FFT), la
reconstruccion modal del frente de onda se
presenta en la Fig.5.
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Fig. 5. Reconstruccion Fourier de la superficie
modelada en FEM.

Tras el andlisis del RMS respecto a un frente de
onda referencial plano con la reconstruccion, se
obtuvo un valor de 0.228870. La desviacion
promedio entre las superficies reconstruida con
Fourier y modela en FEM, correspondié a un
2.18%, manteniendo caracteristicas similares a la
topografia modelada, donde la desviacion mayor,
nuevamente se presentan en los puntos de
sujecion. En la Fig. 6, se presenta las zonas del
RMSD de la superficie reconstruida con Fourier.

De manera analoga, con la superficie utilizada
para evaluar el método con Zernike, fue
implementado con la reconstruccion de Fourier,
[Ver Fig. 7a] donde se observa un comportamiento
de la topografia similar al obtenido en la Fig.3b y

las desviaciones [Ver Fig. 7b], mayores en las zona
meridional y septentrional. EI RMSD es del
7.58%, cercano al obtenido con Zernike.

Surface RMS

Normalized Y Deformations
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Fig. 6. Zonas del RMSD de la reconstruccién con
Fourier.

Fig. 7. Superficie simulada a) y reconstruccion
con Fourier b).

Comparando el espectro de los pesos ponderados
entre ambos métodos [Ver Fig. 8], se observa que
las contribuciones de los pesos mas relevantes
tienen la misma magnitud y el mismo
comportamiento. Sin embargo, las contribuciones
menores presentan variaciones que se atribuyen a
errores computo, debido a los procesos de
discretizacion.

ks wxzmra ot

[ SRRy e ——

BT Ml

ECEE L L wow W W W W m W o
s e

Fig. 8. Espectros de pesos ponderados a partir del
polinomio 50, a) Fourier y b) Zernike

Comparando la eficiencia computacional entre
ambos métodos [Ver Fig. 9], aumentando el
namero de polinomios (Cada punto equivale a 5
polinomios), el tiempo de computo aumenta y el
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error de desviacion disminuye de manera
asintotica.

Tiempo [s]
@
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Promedio de Error Relativo

Fig. 9. Zonas del RMSD de la reconstruccion.

5. CONCLUSIONES

Con la comparacion se obtuvo, que la precisién
con Fourier es mucho menor respecto a Zernike,
mientras Fourier presenta un gasto computacional
1.71 veces menor. La correccion del frente de
onda por el aumento de polinomios para ambas
bases, poseen el mismo comportamiento para el
RMS de aberracion de onda. Para superficies
pocos suaves, la topografia de la reconstruccion,
pierde precision por la pronunciacion de los picos
y valles, por la frecuencia azimutal asociada en
las deformaciones de orden superior. Con los
resultados obtenidos, el siguiente paso consistiria
en implementar un sistema activo para
observaciones astrofisicas donde la atmosfera
produzca cambios en el frente de onda de manera
activa, utilizando coémputo en paralelo.
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