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Introduccién

LLa mayor cantidad de informacion con la que actualmente se cuenta pet-
mite una mayor disponibilidad de datos de alta frecuencia. Sin embargo, toda-
via existen algunos casos en los que no se cuenta con observaciones de algu-
nas variables a la frecuencia deseada. Un ejemplo tipico es el PIB colombiano,
que se encuentra disponible en frecuencias trimestrales o anuales, mientras
que algunos estudios requieren que sus valores sean mensuales.

La desagregacion temporal adquiere relevancia puesto que permite es-
timar valores de alta frecuencia dadas las observaciones de baja frecuencia.
En la literatura se encuentran diferentes métodos de desagregacion temporal
univariados y multivariados. Algunas de estas metodologias utilizan variables
adicionales a la variable de interés para estimar la serie requerida de alta fre-
cuencia. Estas variables son incluidas para tener informacion de la dinamica
de alta frecuencia de la serie a desagregar.
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A medida que se cuenta con mas informacion, las estimaciones de las
series desagregadas pueden mejorarse. Desde este punto de vista, los méto-
dos multivariados tienen una ventaja sobre los univariados, ya que incluyen
un mayor numero de datos y relaciones en las metodologias de estimacion.
En este documento se realiza una nueva extensioén de la metodologia mul-
tivariada de Di-Fonzo (1990), a la vez que se describen algunos métodos de
desagregacion univariados y multivariados. Adicionalmente, se aplican estas
metodologfas a las cuentas nacionales colombianas.

El articulo esta organizado de la siguiente forma: en la primera seccién
se define el problema de desagregacion temporal y se indican las convencio-
nes de notaciéon que seguira el articulo. En la segunda secciéon se describen
algunos métodos de desagregacion univariados y se discuten sus ventajas y
desventajas. En la tercera seccion se introducen algunos métodos multivaria-
dos, y se propone una extensioén a una de estas metodologias. La aplicacion
de los métodos multivariados se efectia en la cuarta seccién. Por ultimo, se
presentan algunos comentarios finales.

I. El problema de desagregacién temporal

La desagregacion temporal consiste en generar una serie de alta frecuen-
cia, partiendo de la misma en baja frecuencia. Algunos de estos métodos
utilizan una o mas variables adicionales a la variable de interés, estas variables
se denominan variables indicadoras." En general, se cuenta con una serie de baja
frecuencia que se desea desagregar, de tal forma que la observacién de cada
periodo se distribuya en una cantidad fija de subperiodos. Por ejemplo, una
serie anual observada durante 10 afios se podria desagregar para tener 120
observaciones mensuales, lo cual equivale a 12 subperiodos.

Estos métodos de desagregacion se pueden clasificar como univariados
y multivariados. Los métodos univariados son aquellos en los que hay una
unica serie a desagregar, mientras que en los multivariados hay mas de una
serie a desagregar simultineamente. Adicionalmente, dentro de los métodos

1 Estas se pueden entender como variables proxy de alta frecuencia de la serie a desagregar.
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univariados y multivariados se pueden encontrar los que usan variables in-
dicadoras y los que no.

Existen tres formas de desagregacion temporal que dependen de la natu-
raleza de la variable que se desea desagregar, estas son: distribucion, interpo-
lacién y extrapolacion. A continuacion se describe cada una de ellas.

Cuando se tiene una variable flujo en baja frecuencia, y se quiere de-
sagregar para obtenerla en alta frecuencia, la suma de los valores de los sub-
periodos de alta frecuencia de cada periodo debe ser igual al valor del periodo
correspondiente de baja frecuencia; en este caso se tiene un problema de
distribucion.

Un problema de znterpolacion surge cuando se cuenta con una serie de baja
frecuencia de una variable stock, observada al inicio o al final del periodo, y se
quiere estimar la serie de alta frecuencia de la misma variable. En este caso,
si la variable es stock observada al final (inicio) del periodo, se requiere que el
valor de la serie estimada de alta frecuencia en el dltimo (primer) subperiodo
de cada periodo sea igual a la observada en el periodo correspondiente de la
serie de baja frecuencia.

Después de desagregar una serie por distribucion o interpolacion, en al-
gunas ocasiones se necesita obtener estimaciones que estén por fuera de la
muestra observada; en este caso se tiene un problema de extrapolacion.

Después de esta breve introduccion al problema de desagregacion tem-
poral, es necesario formalizar la discusion con el fin de entender en detalle
los diferentes métodos. A continuacion se presentan las convenciones de no-
tacion utilizadas a lo largo del articulo, cuya estructura es similar a la de Di-
Fonzo (2002).

A. Notacion

Se supone que se ha observado una variable a una frecuencia baja du-
rante $ periodos. Sea Y; la observacion de la variable en baja frecuencia en
el periodo s, cons =1,..., S, y sea Y un vector de dimensioén (§ x 1) donde
Y =1[Y, .., Y] Suponga, ademas, que cada periodo se puede dividir en un
numero finito, M , de subperiodos de alta frecuencia.
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Cuando se utilizan metodologias de desagregacion que requieren el uso
de variables indicadoras, se definen w,,; como el vector (1 x p) de obset-
vaciones de alta frecuencia de p = 1 variables indicadoras en el periodo s y
subperiodo m, y w,; como el vector de las observaciones de baja frecuencia
del mismo conjunto de variables indicadoras en el periodo s, que consiste en
la agregacion de w,,; en los subperiodos m = 1, ..., M de s. Adicionalmente,
se define a w como la matriz de dimensién (S x p) que contiene las observa-
ciones de baja frecuencia de todos los periodos de las p variables indicadoras.
Por otro lado, si w" = [w], ..., w/]" es el vector de observaciones de baja fre-
cuencia de la variable indicadora h, con h = 1, ..., p, entonces w = [W!, ..., WF]
es la matriz de dimensién (N x p) que contiene todas las observaciones de
alta frecuencia de las p variables indicadoras en N subperiodos, con N = M .

A partir de los datos observados Yy w, se busca estimar los valores Y,
que corresponden a los valores no observados de alta frecuencia en el sub-
petiodo m del periodo S de la variable de interés. Sean y = [y, .., yul' y y =
[ﬁl, e ﬁN]' los vectores de dimension (N x 1)* que contienen los valores no
observados de alta frecuencia y los valores estimados de alta frecuencia de la
variable de interés, respectivamente. En algunos métodos se utiliza un esti-
mador preliminar de y, que se nota como y y tiene la misma dimension que y.

Como se explico al inicio de la seccién, dependiendo de la naturaleza
de la variable las condiciones del problema de desagregaciéon cambian. En
particular, la restriccion de agregacidn es distinta si la variable a desagregar es un
flujo, un steck o un promedio. Sea ¢ un vector de dimension M x 1, de tal
forma que al premultiplicar los valores de los subperiodos de un periodo
determinado por dicho vector, se obtiene la observacion de baja frecuencia
correspondiente. Entonces se define la restriccién de agregacion para el
periodo § como:

Y.=c' [yl’s Vsl (D

donde ¢'= [C1' ..., Cy] es un vector de M constantes conocidas. Si Y, represen-
ta un flujo, ¢'=[1,1, ...,1]; si ¥, es un promedio, ¢'= [1/M, 1/M, ..., 1/M];
si es un stock observado al final del periodo, ¢'=[0,0, ...,1], y si es un stock
observado al inicio del petiodo, ¢' = [1,0, ... ,0]. Los primeros dos casos

2 En general N=M S, pero en el caso de extrapolacion N>M .
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corresponden al problema de distribucion, y los dos tltimos corresponden al
de interpolacion. Por lo tanto, la restriccion de agregacion para el periodo s
puede tomar las siguientes formas:

Distribucion:

* Flujo: Y,=[1 1 .. 1is  Yus] =2" Vs

* Promedio: Y, =1/M[1 1 .. 1|V - Yusl = 1/M¥M. 1 Vos
Interpolacion:

* Stock (Inicio del Periodo): Yi=[1 0 .. O][yis . Yusl =Vis

* Stock (Final del Periodo): Y;=[0 0 .. 1][yis - Yusl =Vus

Es conveniente definir el conjunto de restricciones de agregaciéon de
todos los periodos, con el fin de asociar la restriccion de agregacion a los
vectores Yy y. Sea C; la siguiente matriz de dimensioén S x MS:

fof} oo Cy 0 oo 0 oo 0 oo 0

0 ees 0 c vee c ees 0 eee 0
G=L®c=[. . . ¢ . 7 . . L@

0 ves 0 0 vee 0 ves cy e Cy

donde I es una matriz identidad de orden s. Para los problemas de distri-
buciéon e interpolacion sin extrapolacion, el conjunto de restricciones de
agregacion se define como Y = C; y. En el caso de extrapolacion a un hori-
zonte I, el conjunto de restricciones de agregacion es:

Y=0Cy ©)

donde C, = (|0, es la matriz formada por la unién (por columnas) de las
matrices C; y 0,, siendo esta altima una matriz de ceros de dimension
M X r.? La matriz de ceros se incluye porque cuando se asocia un problema de
extrapolacion los valores de alta frecuencia estimados por fuera de la muestra
no estan sujetos a la restricciéon de agregacion.

3 Esta matriz de ceros implica que no hay restricciones de agregacion en el
periodo a extrapolar.
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Para simplificar la notacion, se define € como la matriz de agregacion,
que sera igual a C; si se tiene un problema de distribucién o interpolacion
sin extrapolacion, y serd igual a C, si se tiene un problema de extrapolacion.
Dado lo anterior, el conjunto de restricciones de agregacion es:

Y=Cy 4

Teniendo en cuenta las anteriores convenciones de notacioén, en la si-
guiente seccion se explican algunos métodos de desagregacion.

II. Métodos univariados de desagregacién temporal

En esta seccion se hace una resefna de algunos de los métodos univa-
riados de desagregacion temporal mas utilizados en la literatura. Adicional-
mente, se discuten sus ventajas y desventajas. En la Tabla 1 se resumen las
caracteristicas principales de estos métodos.

A. Método de Denton (1971)

El objetivo del articulo de Denton (1971) es encontrar la forma de ajustar
series preliminares (observadas) mensuales o trimestrales para que coincidan
con agregados o promedios anuales de fuentes independientes. Este método
no permite extrapolacion, ya que exige que N = MS.

El método busca estimar una setie de alta frecuencia (¥) a partir de una
serie preliminar observada (J) de la misma frecuencia, utilizando restriccio-
nes de agregacion dadas por la serie observada de baja frecuencia (V).

El problema consiste en minimizar la siguiente funcién de pérdida, p (y, y),
sujeta a la restriccion de agregacion:

minp (7)) =~ Ay~ ) sa Cy=Y )

donde A es una matriz simétrica de dimensién MS x MS cuya forma se espe-
cificara mas adelante. El lagrangiano asociado a la expresion (5) es:

[=(-9)Aly-y)-2) (Y-Cy) ©)
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Tabla 1. Principales caracteristicas de algunos métodos
univariados de desagregacion temporal

Método

Relacién de alta Supuestos

frecuencia sobre el error

Desventajas

Denton (1971) -

No tiene en cuenta las caracteristicas
estocasticas de las series preliminares y de alta
frecuencia.

Chow y Lin (1971) y.=w'"B + u,

u.~ AR(1) .

El supuesto sobre el error es muy simplista.

Fernandez (1981)  y.=w' .S+ u:

U= U1 + € ©
Con ¢ ruido blanco

No permite que exista una relacién de
cointegracion entre y; y we.

Litterman (1983)  y.=w" B+ u,

u. ~ ARIMA(1,1,0)

No soluciona el problema de Fernandez [1981]
asociado a la cointegracion entre y, y we.

* No desarrolla un método general para estimar el

parametro autorregresivo.

Yi=W's B+ Us

Guerrero (1990) ye=wip

ye~ARIMA(p, d, q) ~
v~ ARIMA(p, d, q)

El método no se puede aplicar cuando existe
cointegracion entre y. y w: porque se violan
algunos supuestos de la metodologia.

Santos Silva y

u; es un ruido

Cardoso 2001) Vo= ReWeBrue o

Solo incluye un rezago de la variable
dependiente en la relacion de alta frecuencia, y
no considera modelos mas generales.

Nota: en estos métodos, y, corresponde a los valores de la serie de alta frecuencia que se desean estimar, t=1, ...,T;
Ys son los valores observados de baja frecuencia, con s = 1,...,S; w, y W_son los valores de la serie indicadora en
alta y baja frecuencia, respectivamente; j son los valores de una estimacion preliminar de y; u, y & son errores de alta
frecuencia cuya especificacion difiere segun cada método. Finalmente, U; corresponde al error de baja frecuencia.

Fuente: elaboracion propia.

conA'=[A4, Ay, -+, Ag]. Derivando (6) con respecto ay y A, e igualando a cero,

se obtiene:

A

y

A

A C|*'A 0

Y @

c 0] |C L]lY-Cy

donde I es la matriz identidad de orden S. Resolviendo para ¥, se tiene el

siguiente resultado:

y=y+K(Y-0y)
K=A"C' (CA* C)*

(8
)
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La ecuacion (8) muestra que la estimacion de y es una combinacion lineal
entre la serie preliminar y y la discrepancia entre las agregaciones de la serie
preliminar Cy y la serie agregada Y. Es decir, la estimacion preliminar se ajusta
distribuyendo la discrepancia agregada de acuerdo a la matriz de ponderacio-
nes K. Sin embargo, K depende de A, por lo que se debe tener una forma
explicita de A con el fin de realizar la estimacion.

Una primera alternativa es definir A = [y, caso en el cual la funcién de
pérdida es la suma de los cuadrados de las diferencias entre la serie preliminar
y la serie a estimar, lo que implica que la discrepancia se esta distribuyendo en
montos iguales entre los M subperiodos.

Denton propone una especificacion alterna de A, de tal forma que la
funcion de pérdida sea la suma de los cuadrados de las d -ésimas diferencias
de y —J, es decir, p (1, J) = XM Ad (y;—J;)? . Para obtener matricialmente
esta funcion, es necesario definir primero la siguiente matriz D de dimension

MS x MS:

1 0 0 0 0
-1 1 0 0 0

D=0 -1 1 = 0 0 (10)
0 0 0 11

de esta manera:
PN =20 A (y,-y) = - (D) D! (y-¥) (11)

Como sefiala Denton, la matriz D simplifica el calculo de la inversa de A.
Sin embargo, el método tiene algunas debilidades, la principal es que la fun-
ci6én de pérdida se minimiza en cero, lo que implica que p(y, ¥') es minima
cuando y = J. Dicha condicién es una restricciéon importante, porque implica
que en el punto 6ptimo la estimacion preliminar y la estimacion final deben
ser iguales. Por otro lado, el método no tiene en cuenta las caracteristicas es-
tocasticas de las series preliminar y final, como el orden de integracion, o si
existe una relaciéon de cointegracion entre estas series.
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B. Método de Chow y Lin (1971)

A diferencia del método de Denton (1971), Chow y Lin (1971) resuel-
ven el problema de desagregacion temporal encontrando el mejor estimador
lineal insesgado (MELI) de la serie a estimar, y. Una ventaja de este método
con respecto al de Denton, es que éste si permite extrapolar.

Para obtener el mejor estimador lineal insesgado de y, Chow y Lin su-
ponen que existe una relacion lineal entre la serie a estimar () y las p series
indicadoras (W) en alta frecuencia:

y=wp+u (12)

donde y y w son el vector y la matriz definidas en la seccién anterior, ff es
un vector de coeficientes de dimensiéon p X 1, y U es un proceso zzd. de di-
mension N x 1 con media cero y matriz de covarianzas V. Si se premultiplica
la ecuacion (12) por la matriz de agregacion C, se obtiene el modelo de baja
trecuencia:

Y=Cy=Cwf+Cu=WL+pu (13

donde u = Cu con E(uu") = CVC'. Chow y Lin muestran que el mejor estima-
dor lineal (MELI) de y esta dado por:

Y=wp+ VC' (CVC) (Y- Wp) (14)

donde ,[); es el estimador de minimos cuadrados generalizados del modelo
(13), el cual tiene la siguiente forma:

p=[w'(cve' Yy wit wreve' )ty (15)

En el caso mas sencillo, se supone que los errores de alta frecuencia son
ruido blanco con vatianza 6%, lo que implica que V = 0* Iy. Con esta especifi-
cacion, la discrepancia agregada de cada periodo (residuales de la ecuacion
(14)) se asigna en partes iguales para cada subperiodo en el caso de distribu-
cion. En el caso de interpolacion con variable observada al inicio (final) del
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periodo, la discrepancia agregada de cada periodo se asigna al primer (Gltimo)
subperiodo de dicho periodo.

Dadas las limitaciones de la especificacion de ruido blanco en los errores
de alta frecuencia, Chow y Lin suponen, de forma alterna, que los errores
siguen un proceso autorregresivo de orden uno, AR(1), en el cual:

U,=au,; +e E(€, €,) = 6, 0° (16)

donde €, es un proceso ruido blanco con varianza 0. Adicionalmente,
|a| <1, por consiguiente la matriz de covarianzas estd definida de la siguiente
forma:

1 a a? a1
o2 a 1 a a2
V=E(uu)= - a a 1 a' > an
I=a® |: : : : e
aV-1 av-2 V-3 ... 1

Debido a que V esta en funcion de @ y 0%, la estimacion de la matriz
de covarianzas implica la estimacién de estos parametros. Chow y Lin pro-
ponen un método iterativo para estimar &, pero solo lo desarrollan para el
caso de la desagregacion de series trimestrales a mensuales. Autores como
Barcellan (2002) y Lupi y Parigi (2002) sefialan que si se supone que los
errores de alta frecuencia siguen una distribucién normal, entonces se pue-
den estimar f, @ y 02 utilizando el método de maxima verosimilitud. Estos
autores mencionan un método alterno para estima a, el cual consiste en
minimizar ' CVC' g = (Y- WPB)' CVC' (Y — Wp), respecto a a. La estima-
ciéon de a se hace a través de una busqueda por rejilla (grid search) en el que
se asignan valores de a entre —1 y 1, y se escoge el valor que maximice la
funcién de verosimilitud logaritmica.*

Aunque el método de Chow y Lin tiene un enfoque diferente al de Den-
ton, las soluciones de ambos métodos tienen una estructura similar. LLos dos
métodos obtienen una solucion que se puede expresar como una combina-

4 Para mas detalles véase Di-Fonzo (1987).
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cion lineal entre la discrepancia agregada y una proxy de la variable a estimar.
Ademas, en ambos casos la solucion depende de una funcién objetivo que se
puede expresar como una forma cuadratica que depende de una matriz des-
conocida (4 en el caso de Denton y V en el caso de Chow y Lin).

La principal desventaja del método de Chow y Lin es que solo suponen

dos procesos muy simples para los errores de alta frecuencia, ruido blanco y
AR(1).

C. Método de Ferndndez (1981)

Dada la relaciéon que parece existir entre los métodos de Denton (1971) y
Chow y Lin (1971), Fernandez (1981) propone un método de desagregacion
que consiste en una reformulacién de método de Denton en el contexto de
estimacion 6ptima, tratado por Chow y Lin. En principio, Fernandez genera-
liza el método de Denton, y encuentra los supuestos adicionales para que las
soluciones de Denton y de Chow y Lin sean equivalentes. Lo anterior implica
que la solucién de Fernandez se puede expresar como un estimador MELI
de y, y que ademas dicha estimacioén no darfa lugar a una serie con discon-
tinuidades artificiales.

Para generalizar el método de Denton, Fernandez propone el siguiente
problema de minimizacion:

minp (y, w)=y-wp) A(y—-wp) sa Cy=Y 18)
y

Al igual que en los casos anteriores, la funciéon de pérdida dada en (18)
corresponde a una forma cuadratica. Como caso particular, cuando f =1 se
obtiene la funcién objetivo de Denton. Fernandez muestra que la solucion a
este problema de minimizacion esta dada por:

n

B=[W (CALC YW W (CALC' )Y (19)
P=wB+A1C (CALC) (Y- WP 20)

Es importante notar que la expresion (20) es equivalente a (8) cuando
P=1yw=y.S8iA=1Iy,laecuaciéon (18) corresponde a la suma de los et-
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rores al cuadrado, la cual equivale a la funcién objetivo del método de mini-
mos cuadrados usado en los modelos de regresion lineal. Si se mantienen
los supuestos tradicionales sobre el término de error y A = Iy, la solucién a
(18) es un estimador MELI de y.

No obstante, existe otra forma de relacionar los enfoques de minimi-
zacion de funcion de pérdida cuadratica y MELIL Para mostrar este punto,
Fernandez supone que existe una relacion lineal similar a (12), donde sus er-
rores siguen una caminata aleatoria, es decir:

U =Uq T 6 @b

Adicionalmente, se supone que las innovaciones de (21), €, siguen un
proceso ruido blanco con media cero y varianza 0°. También se asume que
Up = 0, de tal forma que Var(u,) = 0% Tomando primeras diferencias de (12)
y utilizando la matriz D definida en (10), se obtiene el siguiente modelo:

Dy = Dwf + Du (22)

donde E(Duu' D") = 0* 1. Ferniandez anota que transformar el modelo (22)
a baja frecuencia, es decir premultiplicindolo por C, no es util porque la
agregacion de las primeras diferencias de las variables flujo no es una magni-
tud observable. Por esta razon realiza una transformacion adicional en la cual
relaciona la primera diferencia en baja frecuencia con la primera diferencia
en alta frecuencia, y muestra que el mejor estimador lineal de y, dados los
supuestos anteriores, es de la forma:

§=wp+ (D' D) C (C(D' DY C' ) (Y- W) 23

B=[W' (C(D' D) C' )y W' W' (C(D'D)'C )Y (24)
Las expresiones (20) y (23) son idénticas cuando A = D' D, lo que implica

que en este caso el enfoque de minimizacion de pérdida cuadratica tiene una
solucién que es equivalente al MELI de y.

El método de Fernandez proporciona un marco formal al enfoque de
minimizaciéon de una funcién de pérdida planteado por Denton (1971), al in-
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cluir supuestos que lo relacionan con estimadores de un modelo de regresion
lineal. Ademas, Ferndndez evita el problema de la estimacioén de parametros
adicionales (como « en el método de Chow y Lin), al suponer una caminata
aleatoria en los errores.

Sin embargo, el supuesto de la caminata aleatoria sobre los errores de
(12) implica que las series de alta frecuencia (y y W) no pueden estar cointe-
gradas, lo cual es una restriccion importante en la practica.

D. Método de Litterman (1983)

Litterman (1983) desarrolla un método que busca generalizar el propues-
to por Fernandez (1981). Litterman supone la existencia de una relacion li-
neal entre la serie a estimar y un conjunto de series indicadoras. Esta relacién
equivale a la ecuacion (12) de la metodologia de Chow y Lin.

Este autor propone que los errores de (12), siguen el proceso:
U =Ugq t 6, (25)
con
€, =ae,. 1 tTée (26)

donde e, es un proceso ruido blanco con varianza 62 Es decir, Litterman
conserva el supuesto de caminata aleatoria de Fernandez, como se muestra
en la ecuacién (25). Sin embargo, no supone que el error de (12) es un pro-
ceso ruido blanco.

De las expresiones (25) y (26) se sigue que:
e=u—(a+Du,_,+au,., 27)

En forma vectorial:

e = HDu (28)

donde e = [ey, ..., ey], D es la matriz definida en (10), y
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1 0 0 0 0
—a 1 0 - 0 0

el 2
o 0 0 - —a 1

La ecuacién (28) implica que el vector de errores de alta frecuencia u
tiene la siguiente forma:

u=D'H"'e (30)
Por lo tanto, la varianza de u es:
Var(u) =V =(D'H' HD) ! o* 3D

La soluciéon de Litterman se obtiene al sustituir (31) en la solucion de
Chow y Lin dada en la expresion (14):

Y =wp + (D' H' HD)' C' (C(D' H' HD)™ C' )™ (Y-WB), (32)

donde

A

B =[W (C(D'H HD)'C ) W' W (C(D'H' HD)C')'Y  (33)

Las expresiones (32) y (33) dependen de la matriz H, que a su vez depen-
de del parametro a. Litterman propone un método para estimar o, pero solo
es aplicable a la desagregacion de series trimestrales a mensuales.

Aunque Litterman generaliza el enfoque de Fernandez (1981), éste no
supera su problema principal, ya que no admite la existencia de relaciones
de cointegraciéon entre ¥, y W,. Para probar lo anterior, observe que los
supuestos sobre U, implican que u, = y, — w8 ~ ARIMA (1,1,0) y, por lo
tanto, (1, — ') no se puede interpretar como un vector de cointegracion,
debido a que u, es integrada de orden uno. Por otro lado, el autor no desa-
rrolla un método para estimar el parametro & para cualquier frecuencia de
los datos.

26



27

E. Método de Guerrero (1990)

El método de Guerrero (1990), al igual que los métodos de Chow y Lin
(1971), Fernandez (1981) y Litterman (1983), parte de la existencia de una
relacion lineal de las variables de alta frecuencia. Ademas, su enfoque se cen-
tra en la estructura que sigue la variable y, y no en la de los errores de alta
frecuencia de la ecuaciéon (12). De la misma forma que el método de Denton
(1971), el método de Guerrero (1990) requiere una estimacion preliminar de
la variable de interés con el fin de estimar la serie de alta frecuencia.

Para resolver el problema de desagregacion, Guerrero supone que la serie
de alta frecuencia no observada, y,, sigue un proceso ARIMA:

$(B) (1 - B)'y. = t(B)u, G

donde B es el operador de rezago, @(B) y T(B) son polinomios de rezagos de
orden finito con coeficientes conocidos, d indica el grado de diferenciacion
de y.» y U, es un proceso ruido blanco con varianza O i. Dada esta estructura,
el estimador lineal de minimo error cuadratico medio de y,, basado en infor-
macién hasta el periodo 0, esta dado por:

E (Yt [yO!yfli ) = EO (yt) (35)

El error de prondstico es:
t—1
ye—Ey(yv.) = Z 0; u. (36)
=0

donde 6, = 1,y 04, 0,, ... son los coeficientes del polinomio 8(B), tales que
O6(B)d(B) (1 - B)¥t* (B) = 1. La representacion matricial de la expresion
(36) es:

y—-E,(y) = 6u (37)

donde 6 es una matriz triangular inferior formada por la secuencia 1, 8, ..
0, _, en la primera columna, 0,1,0,, ... .0, _, en la segunda columna, y asf

sucesivamente. U es un vector aleatorio con E, (u) = 0,y E, (uu') = o/ 1.

b
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Al incorporar el conjunto de restricciones de agregacion, Y = Cjy, Guerrero
muestra que la solucién al problema de desagregacion esta dada por:

9=E, (y) + 00' C (CO0' C')* (Y- CE, () (38)

En la practica, se debe estimar Eg (y). Para tal fin, Guerrero supone que
existe una estimacion preliminar de y, y , que debe satisfacer los siguientes
supuestos:

* yyJ admiten el mismo modelo ARIMA,
© By 1)) =J
* E, () es independiente de J.

Dados estos supuestos, el valor esperado de la expresion (37), condicio-
nado a y, es:

V-E V) =EW)-E[E () V] = 0F (uly) (39)
Substrayendo (39) de (37), se llega a la siguiente expresion:
y-y=0w (40)

donde w = u — E(u|y) es un vector aleatorio con E(w|y) = 0 y
E(ww'|y) = 0* P, con P una matriz definida positiva. Como resultado del
primer supuesto, y notando la similitud de las expresiones (37) y (40), un es-
timador MELI de y esta dado por:

y=y+6pP6 C (COPO'C')* (Y-Cy) (4D
con
Var[(y—y)lV] = o* [Iy— 6PO' C' (COPE' C' ) * C]OPO' (42)

Sin embargo, la estimacion final de y depende de 6* y P, que son des-
conocidos. Guerrero sugiere el siguiente procedimiento para estimar 0%y P:

Inicialmente, se supone P = Iy y se calcula Y en la expresion (41). Poste-
riormente, se construye la serie @ =61 (y—J). Si @ es ruido blanco, entonces
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el supuesto P = Iy se acepta; por lo tanto, 6% = 0 @' /(N —r) es un estimador
apropiado de 0%, donde r es el nimero de parimetros estimados en el mode-
lo ARIMA de Ji.. En el caso de que @ no sea ruido blanco, se debe construir
un modelo ARIMA sobre (J; — §,). Con base en este resultado, se obtiene un
estimador de la matriz Q que satisface la expresion e = Qw = QO Tly-y) =
Q' (y—Jy), tal que QPQ' = I.

Finalmente, se estima y a partir de (41) teniendo en cuenta que QQ' =
0(Q'Q) ' 6' = OPO'. Adicionalmente, se calcula la matriz de covarianzas dada
en la expresion (42), donde el estimador de 0% estd dado por 6* = éé'/(N—r)
=-y)(6PO"' ) (7—3)/(N—r), con N—rlos grados de libertad del modelo
ARIMA correspondiente.

En el método de Guerrero, al igual que en el de Denton, la estimacién
final de la serie desagregada depende de una estimacion preliminar de dicha
serie. Una ventaja de este método, a diferencia del de Denton, es que se pro-
porciona una metodologia para obtener y. Guerrero propone una estimacion
preliminar a partir de un conjunto de series indicadoras, w, la cual tiene la
siguiente forma:

J=wp (43)

Al sustituir (43) en la version agregada de (40), se obtiene el siguiente
resultado:

Y= Cj+ COw = CwB+ COw (44)
La expresion anterior se puede notar de la siguiente forma:
Y=WL+¢e (45)

donde € = COw. Por lo tanto, ,é puede ser obtenido utilizando minimos
cuadrados ordinarios sobre (45).

Otra ventaja del método de Guerrero (1990), en comparacioén con los
métodos de Chow y Lin (1971), Fernandez (1981) y Litterman (1983), es que
no requiere realizar supuestos sobre los errores de alta frecuencia.

Como lo sefialan Lupi y Parigi (2002), una de las criticas al método de
Guerrero es que éste no se puede aplicar cuando existe una relacién de coin-
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tegracion entre la serie preliminar y la serie no observada de alta frecuencia.
Para ilustrar este punto, considere que y, ~ I(1) y ¥, = w,' B ~ I(1). Dados
los supuestos iniciales de Guerrero, se tiene que las dos series siguen la misma
representacion ARIMA, de modo que:

¢(B)(1 - B)y. = 6(B)e;, (46)

¢(B)(1 - B)y. = 0(B)ey (47)

donde ¢(B) y ¢(B) son dos polinomios de rezagos de orden finito cuyos
coeficientes son conocidos, y €1, y €;, son dos procesos ruido blanco ortogo-
nales con varianza 0’y 07, respectivamente. Al realizar una combinacién
lineal entre (46) y (47), se tiene la siguiente expresion:

(1 - B)(I)(B) (yt + )/_)N’ t) = Q(B)m (48)

donde 1, = €;, + Y€, De (48) se puede concluir que la combinacién lineal
entre las series desagregadas no es estacionaria y, por lo tanto, las dos series
no pueden estar cointegradas.

Por otro lado, si se supone que y, y V. = w,' B son generados por el
siguiente proceso bivariado:

-

donde 611 (B) y 8,; (B) son dos polinomios de rezagos con coeficientes con-
ocidos. La primera ecuacion del sistema (49) implica que las dos series estan
cointegradas, donde el vector de cointegracion es [1, —6]', mientras que la
segunda ecuacion implica que J; es 1(1).

1
0(1 B)

011 (B) 0
922 (B)

€1¢
(49

€2t

Se puede mostrar que si 61, (B) =1y 6 =1, entonces Ay, = Ag;, + 6,
(B)éys, lo que implica que y, y J, no pueden ser generados por el mismo pro—
ceso ARIMA. En resumen, se puede mostrar que si la serie preliminar y la
variable de interés siguen el mismo proceso ARIMA no pueden estar cointe-
gradas, y que si se parte de que estan cointegradas no necesariamente siguen
el mismo proceso ARIMA.
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F. Método de Santos-Silva y Cardoso (2001)

Al igual que Guerrero (1990), Santos-Silva y Cardoso (2001) proponen
un método que supone una estructura sobre las variables de alta frecuencia,
y no sobre los errores asociados a la relacion lineal entre dichas variables. A
diferencia de los métodos de Chow y Lin (1971), Fernandez (1981) y Litter-
man (1983), que proponen un modelo lineal estatico para las series de alta fre-
cuencia —ecuacion (12)—, Santos-Silva y Cardoso (2001) proponen el siguiente
modelo lineal dinamico:

Ve=ky i twoyt, (50)

donde |k| <1y v, es un proceso ruido blanco. Como lo sefialan los autores,
este método puede ser utilizado incluyendo rezagos adicionales de y, y reza-
gos de las variables indicadoras en el vector w,. Asumiendo |k| < 1, y reali-
zando sustituciones recursivas, el modelo (50) puede escribirse como:

Ve = (Z k' Wt—i) V"'(Z k' vt—i) D
=0 =0

La ecuacién (51) puede expresarse como:
ye=w(k),y+kn+u (52)

donde w(k),=Yi-ok'w, ;,n= Z?:Oki WY yuU = Y20k Uy =kue, +vees

un error estacionario que sigue un proceso AR(1).

La ecuacion (52) se puede expresar en forma vectorial como:
y=x(K)p +u, (53)

conx=[w (k) K], wk)=[wk), ..., wK)y1, K=[1,k Kk ..., k"]'y
B=1lynl

Premultiplicando (53) por la matriz de agregacion C, se obtiene:

Y = Cx(K)B + Cu (54)
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Notese que y depende de los pardametros k, 1 y Y. Como se puede apre-
ciar en la ecuacién (52), esta dependencia es lineal en 1 y ¥, pero no en k. Por
consiguiente, si se parte de un estimador de k, k, los estimadores de 1y ¥ pu-
eden ser obtenidos mediante el método de minimos cuadrados generalizados
sobre la ecuacion (55). Adicionalmente, Santos Silva y Cardoso muestran que
un estimador de la serie desagregada es:

= x(k) B (k) + Qk)C (CQk)C' ) (Y- Cx(k)B (k) (55)
donde f (k) = [x(k )' C' (CQK)C' )" Cx(k )] ' x(k ) C' (CQK)C')?

y Q (k) es la matriz de covarianzas de u condicionada a k, con u, = 0. Los
autores sugieren estimar kK mediante el método de maxima verosimilitud.

Una de las ventajas del método de Santos-Silva y Cardoso es que supone
una estructura sobre las series desagregadas y no sobre los errores asociados
a los modelos de alta frecuencia. Adicionalmente, en contraste al método de
Guerrero, este método es valido cuando existen relaciones de cointegracion
entre las variables de alta frecuencia. Los autores afirman que el modelo
dinamico que ellos proponen se puede expresar como un modelo de correc-
cion de errores.

ITI. Métodos multivariados

En esta seccion se hace una resefia de algunos de los métodos multivaria-
dos de desagregacion temporal y se propone una nueva extension del método
de Di-Fonzo (1990). En la Tabla 2 se resumen las caracteristicas principales
de estos métodos.

A. Método de Rossi (1982)

Rossi (1982) generaliza el método de Chow y Lin (1971) al caso mul-
tivariado. HEste método parte de una matriz de dimension § X H de series
agregadas Y = [V}, ..., Y], donde Y} es un vector de dimension § X 1 que
contiene los valores de baja frecuencia de la setie h, con h = 1, ..., H. El
problema consiste en estimar la matriz de dimensién N X H, y = [y, ..., Val,
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Tabla 2. Principales caracteristicas de algunos métodos multivariados de desagregacion temporal

Relacion de alta Supuestos

Método .
frecuencia sobre el error

Desventajas

» El supuesto sobre el error es

. demasiado simplista.
u~ ruido blanco P

multilvariado * No siempre se satisfacen las
restricciones de agregacion
temporales.

Rossi [1982] o y=wp+u

s y=wh+tu
» Laecuacion agregada ;- ryido blanco

. e * El supuesto sobre el error es muy
incluye restricciones multivariado

Di-Fonzo[1990]

, simplista.
contemporaneas y
temporales
s y=wf+u u
) m ~AR(1) para algunos  * El supuesto sobre el error es
Paviay Cabrer * La ccuacion Aagr.egada hi €{1, ..., H} simplista.

[1999] 1ncl:1ye resfrlccwnes Uy ~ Camina Aleatoria » Mezcla de series 1(0) e I(1) en el
contemporaneas y para algunos h, €{1, ..., H} modelo multivariado.
temporales

s y=wh+tu
» La ecuacion agregada . El bre el
Propuesto . °e wVAR(1 supuesto sobre el error es
P incluye resFrlccmnes M simplista
contemporaneas y
temporales

Moauro y Savio ) » Se requieren los valores iniciales
[2005] * Modelo tipo SUTSE - del vector de estado y de la
matriz de error cuadratico medio

Nota: en estos métodos y = vec (y) es un vector de dimension NH x/, donde N es el nimero de observaciones en
el tiempo y H el nimero de series a desagregar, y = [y1, ..., Vul, Vo = [Vn1, ..., Vi |', corresponde a los valores de la
h-ésima serie de alta frecuencia que se desea estimar, h=1, ..., H; Y; son los valores observados de baja frecuencia,
cons=1,...,S; w corresponde a los valores de las series indicadoras en alta frecuencia asociadas a y. Finalmente, u
son los errores de alta frecuencia.

Fuente: elaboracion propia.

que contiene las series de alta frecuencia correspondientes. Al igual que las
metodologias descritas en las secciones anteriores, Rossi supone que existe la
siguiente relacion:

y=wf+u (56)
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donde y = vec(y) es un vector de dimension NH X 1 obtenido al aplicar el
operador vec(+) a la matriz y.” La matriz W es una matriz diagonal en bloques
de dimension NH X p definida como:

w, 0 0
w= |0 w0 57
0 0 wy

donde w;, es una matriz N X p,, de variables indicadoras asociadas a la variable
h con h =1, ... H. Por otro lado, f8 es un vector de parimetros de dimension
px1conp=Y"_1p,yu=vec(U) = vecluy, ..., uy] es un proceso ruido
blanco multivariado con E(uu') = Z;, & I, donde X es una matriz definida
positiva de dimension H X H.

Debido a su caracter multivariado, este método tiene la ventaja de con-
siderar dos tipos de restricciones de agregacion. La primera corresponde a
la restriccién de agregacion temporal, similar a la expuesta en los métodos
univariados. La segunda se relaciona con una restriccion de agregaciéon con-
temporanea.

Rossi define la agregaciéon contemporanea de y como el vector Z = yjy,
donde j es un vector de unos de dimensiéon Hx1. El método supone que z
es conocido. Si se define B = j;' & Iy como la matriz de agregacion contem-
poranea, entonces la ecuacion que resulta de premultiplicar (56) por B es:

zZ= Bwp + Bu (58)

Rossi muestra que el mejor estimador lineal insesgado de y esta dado por:
y=wh+(Z, @ 1) B (BE @ )B ) (z-Bwp) 59
B=w B (BE,® L) B ) Bw)'w B (B, ® )B) 'z 0

5 El operador vec(-) convierte una matriz en un vector columna al tomar las columnas de la
matriz y ponerlas una debajo de la otra.
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Es importante anotar que y satisface la restriccién de agregacion contem-
poranea, es decir, Z :_);jH. Sin embargo, no se garantiza que las restricciones
de agregacion temporal se satisfagan. Para imponer estas restricciones, se
define la matriz de agregacion temporal C = (Iy ® C), donde C es la matriz
de agregacion temporal definida en (2). De esta forma, el conjunto de restric-
ciones de agregacion temporales del caso multivariado esta dado por Cy =Y,
donde Y = vec(Y). En este caso, se puede probar que no se satisface Cy =Y.
Por esta razén, Rossi redefine la matriz w tal que:

Vi 0 0
w= |0 Z 0 (61)
0 0 Vu

donde Yy, es el mejor estimador lineal insesgado de y, —dado en (14)—, apli-
cando el método univariado de Chow y Lin (1971)° para la variable h y sus
variables indicadoras asociadas wy,, con h =1, ..., H. Si se reemplaza la ma-
triz w definida en (61) en (59) y (60) se puede probar que Cy =Y, es decit,
que se garantiza que el estimador satisface tanto la restricciéon de agregacion
contemporanea como las restricciones temporales.

Para encontrar la matriz X, se debe suponer alguna estructura en los
errores de (50), el caso mas sencillo es Z; = of; Iy, por lo cual (Zy ® Iy)B'
(B(Zy ® Iy)B') " = (1/H)B'. Por lo tanto, y = wf + (1/H)B' (z— Bwp),
es decir, la discrepancia Z — B' w3 se reparte en partes iguales entre las H
variables.

Rossi describe un caso alternativo en el que la matriz X es diagonal,
donde el elemento hh de esta matriz, 6y 4, se supone proporcional a la media
del indicador h, J,. En este caso (2, ® I,)B' (B(Z, ® Iy) B) 1= (w R 1),
donde w= [y 1, -+, ¥, 1", lo que significa que la discrepancia se distribuye de
forma proporcional.

6 De forma similat, y, puede ser obtenido a través de cualquier método univariado expuesto
en la Seccién 11
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Una de las desventajas del método de Rossi es que no considera el caso
de extrapolacién. Otra desventaja de este método es que al suponer que
E(uu) =%, ® I se tiene que E (u, u,') = oy Iyconh, k=1, ..., H. Esta re-
striccion constituye un supuesto fuerte, ya que implica que no pueden existir
estructuras de heteroscedasticidad ni autocorrelaciéon en el tiempo.

Di-Fonzo (1990) muestra que E (B ) # jy, dado que los regresores del
modelo (58) son estocdsticos.” Lo anterior implica que ¥ serd consistente
con Z pero no con Y, es decir, no se cumplen las restricciones de agregacion
temporales, ya que se tiene CY # Y. Bajo el esquema propuesto por Rossi, la
unica forma posible para que se cumplan las restricciones contemporaneas y
temporales simultineamente es reemplazando B = j en (60). Este resultado
se puede interpretar como una generalizacién del método univariado de Den-
ton (1971) al caso multivariado.

B. Método de Di-Fonzo (1990)

Di-Fonzo (1990) supone que se cuenta con H series agregadas Y,
h =1, .., H, cada una de dimensiéon § X 1. El problema consiste en estimar
los vectores correspondientes de alta frecuencia y,, h =1, ..., H, de dimen-
sion N X 1, con N=M S, donde M son los subperiodos de cada periodo. Al
igual que algunos métodos univariados, se supone que existe una relacion
lineal entre las variables desagregadas y un conjunto de variables indicadoras:

yhzwhﬂh+uh h=11-"1H (62)

donde wj, es una matriz de dimensiéon N X p, que contiene las variables in-
dicadoras asociadas a la serie h, B, es un vector de dimension p, X 1 de coefi-
cientes desconocidos y U, es un vector aleatorio con media cero y E(u, u,')
= Vi, con k,h =1, ..., H. Como caso particular, cuando H = 1 la solucion
al problema de desagregacion se obtiene a partir de las metodologias univari-
adas descritas en la seccion anterior.

El sistema de ecuaciones descrito en (62) puede escribirse como:

7 Estos regresores son estocasticos debido a la definicion de w en (61).
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Y1 w, 0 - 0]|p Uq
Y2 0 w, 0|5, U
Yu 0 0 Wy || B Uy
y w B u
Es decir:
y=wf+u (64

donde y es el vector de valores de alta frecuencia no observados de dimen-
sion NH X 1, w es una matriz diagonal en bloques de variables indicadoras
observadas en alta frecuencia de dimension NH X p, con p = Yh_1 py, B es
un vector de parametros de dimension p X 1,y u es un vector aleatorio de di-
mension NH X 1 con media cero y matriz de covarianzas V, donde el bloque

kh de V esta dado por Vi, kK, h =1, ..., H.

Di Fonzo define la restriccion de agregacion contemporanea como:

H
thzz (63
h=1

De forma similar, esta restriccion se puede escribir como:
Ui ®L)y=z (66)
con Jy un vector de unos de dimension H X 1.

Por otro lado, el conjunto de restricciones de agregacion temporal esta
dado por Cy =Y, donde Y=[Y,, ..., Y, ]'y C = I; ® C, donde C es la matriz
de agregacion temporal dada en (4). De esta forma, el conjunto completo de
restricciones de agregacion, temporal y contemporanea, esta dado por:

By =Y, (67)

En la expresion antetior B= [ @ Iy |C' 'y Y, = [2z' |Y" ]". Premultipli-
cando (63) por la matriz B, se tiene:
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Z Wi W, - wy B |2
Y; wy 0 - 0|5 Hy
Y, 0 W, --- 0 ||Bs %)
S N T R A (68)
Yy 0 0 - Wyllpy Uy
Ya Wa ﬁ l’la

donde W), = Cw,, son matrices de variables indicadoras agregadas tempo-
ralmente de dimensién S x py, v 4, = Cu, son vectores de innovaciones de
dimension S X 1, con h =1, ..., H. Adicionalmente, u, = th’ _, Uy es el vector
de las innovaciones agregadas contemporaneamente. El modelo (68) puede
reescribirse como Y, = W, f + u,, donde W, = Bw y u, = Bu es un vector
aleatorio con matriz de covarianzas de la forma V, = BVB', la cual es singu-
lar debido a que existe colinealidad entre la restriccion contemporanea y las

temporales.
Di-Fonzo muestra que, para los problemas de distribucion e interpo-
lacion, el mejor estimador lineal insesgado de y esta dado por:
y=wB+ VBV (Y,~W,R) (69)
B= (W, VW)W,V Y, 70

donde V" es la inversa generalizada de Moore-Penrose de V,. Adicionalmente,
la matriz de covarianzas del error es:

7D
E{@-»)§-)'1= (Iyu—VB' Vi B)V + (w—VB' Vi Wo)(Wa' Vi Wa)* (w—VB' ViWa)'

Di Fonzo supone que los errores de alta frecuencia son ruido blanco.

Adicionalmente, para simplificar el proceso de estimacion se redefine la
matriz B de la siguiente forma:

i ®ly
B = IH ®C : 0 =
0 : C

(72)
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Di-Fonzo muestra que la matriz B tiene rango r = N + S(H — 1), y define
las matrices Py R de dimensién S X ry (r + S) X r, respectivamente, como:
P=[C|-(us ®L)]yR=1[I | P']" De esta forma, se tiene que Bs = PB,

y B = RB,. Igualmente, se puede mostrar que:

v,= |V VPP l-[gy. i RVP]=RV.R (73
PV, ¢ PV.P

donde V, = E(u, u,') = B, VB,' es una matriz de covarianzas r X r de rango
completo con U, = B, u.
Incorporando las definiciones anteriores, los estimadores y y ﬂA descritos
en (69) y (70) se pueden escribir como:
y=wf+ VB V. (Y.—W.B) (74)
B= (W, V,'W,) W, V, Y, 75)

con Y, =B, Yy W, = B,w,. Cuando los errores U, son ruido blanco se tiene
que el bloque kh de V, V,,,, esta dado por oy, Iy para h, k=1, ..., H. Di- Fon-

ZO muestra que:
oly : o, ®C ‘

V.=

6,®C : c'cZ QL (76)
donde ¢ esta definido como en (1), 0 =j'; Xjy,, 0, es el vector (H— 1) X
1 obtenido al eliminar el tltimo elemento de Xjy, v X, es la matriz (H— 1) X
(H — 1) obtenida al eliminar la tltima fila y la tltima columna de X. I.a matriz
Z, de dimension H X H esta definida de tal forma que su elemento kh es 0y

Por dltimo, si X es desconocida, se estima como la matriz de varianzas y
covarianzas de Uy, ..., Uy, donde U, son los residuos de MCO de la regresion

del modelo en baja frecuencia Y, = W, B, + U, parah =1, ..., H.
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C. Método de Pavia y Cabrer (1999)

Pavia y Cabrer (1999) utilizan el estimador de DiFonzo (1990), pero ex-
tienden el modelo al caso en que los errores de alta frecuencia, U, , siguen un
proceso autoregresivo de orden 1. De esta forma, el proceso que sigue el er-
ror de cada serie de alta frecuencia es:

Uy, = @p Upe 1 T Epy a7

Para h =1, ..., H, y donde uy, es el error asociado a la serie de alta
frecuencia h, en el petiodo t, y &, es un proceso homocedastico con E(g,
&s) = 0 cuando t # sy E(&, €,) = 04 Los autores permiten, ademas, que
algunas de las series sigan una caminata aleatoria, es decit, ¢, = 1. Supo-
niendo uy, = 0, para todo h = 1, ..., H, el proceso (77) se puede escribir en
notaciéon matricial para la serie h como:

1 0 b 0 0 Llh_l Sh,l
_(ph 1 cee 0 O uhlz Eh’z

0 _¢h b 0 0 uh'3 — 8h,3 (78)
0 0 b _(ph 1 uh'T Eh,T
D, Up En

A partir de (78) se deduce que u, = @," &, y, por lo tanto, el bloque hk de
la matriz Ves Vi = oy (@), @, ). Cuando se obtiene la estimacion de V, se
puede aplicar la férmula del estimador de DiFonzo para encontrar las series
de alta frecuencia. Dado que este método exige la estimacién de parametros
adicionales sobre los errores no observados de alta frecuencia, los autores
proponen seguir el siguiente algoritmo iterativo para el caso de la distribucion
de series trimestrales:

* Para cada serie h se toma el modelo de alta frecuencia no observado,
que supone un proceso AR(1) en los errores, y se agrega para obtener el
modelo de baja frecuencia correspondiente.

e Se estiman los coeficientes asociados a los indicadores mediante el mé-
todo OLS y se obtiene los residuos de baja frecuencia.
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e Se estima el parametro autorregresivo de primer orden a partir de la serie
de residuos de baja frecuencia.

*  Se aproxima el parametro autorregresivo de los errores de alta frecuencia
utilizando la siguiente relacion:

L b+ Db 1Y )

ha — A A
2(pi+ by +2)
donde ¢, , es el parametro autorregresivo estimado de los residuos de baja

frecuencia, y @ es el coeficiente de los errores de alta frecuencia a aproxi-
matr.

e A partir de las aproximaciones hechas en el paso anterior se construye
una primera estimacion de Vj, y se utiliza la ecuacion del caso univariado
para estimar yp,.

¢ Con la estimacién del paso anterior se estiman los residuos OLS del mo-
delo de alta frecuencia, 1.

* Se obtiene un nuevo estimador de ¢, a partir de residuos antetiores. Pos-
teriormente, se realiza un proceso iterativo hasta alcanzar convergencia
en cada serie.

e Se efectua la prueba de Dickey-Fuller sobre los residuos de alta frecuen-
cia para verificar si este proceso tiene raiz unitaria y, si este es el caso, se
reemplaza ¢, por 1.

¢ Se genera un estimador de las innovaciones del proceso AR(1) sobre los
errores de alta frecuencia, &, de la siguiente manera:

Epe— ﬁh,t_ P ah,t— 1 (80)

'y

y se estiman las correlaciones contemporaneas entre los errores de alta
frecuencia como sigue:
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*  Por dltimo, con las estimaciones finales de 0y, y @, se construye V'y se
aplica la férmula del estimador multivariado de DiFonzo, de modo que se
satisfacen las restricciones de agregacion temporales y contemporaneas.

Una formulacion similar del problema de desagregacion se encuentra en
Pavia (2000). En este documento se tiene en cuenta el caso en el que la esti-
macion inicial del coeficiente autoregresivo de baja frecuencia del tercer paso
del algoritmo, ¢ ,,, sea menor que cero. Si esto sucede, la férmula del paso
cuarto puede generar mas de una solucion. En este caso, el autor propone
utilizar la aproximacion propuesta por Cavero et al. (1994) para la estimacion
inicial de la serie de alta frecuencia.

En Pavia y Cabrer (2008) se presenta una aplicacion del método propues-
to por ellos en 1999, e introducen una restriccion adicional que tiene en cuen-
ta una agregacion de tipo regional; ésta restriccion consiste en la agregacion a
nivel nacional de datos observados en diferentes regiones.

Aunque el método de Pavia y Cabrer es una extension del método de
DiFonzo, implica la mezcla de variables integradas de orden uno y de orden
cero. Sin embargo, los autores no presentan una teorfa estadistica apropiada
para realizar estimaciones con esta combinacién de 6rdenes de integracion.

D. Método Propuesto

En esta secciéon se propone una extension del método de Di-Fonzo
(1990) diferente a la realizada por Pavia y Cabrer (1999) y sus extensiones.
Como se comenté anteriormente, el método de Di-Fonzo asume que los
errores de alta frecuencia de la ecuacién (64) son ruido blanco. En analogia
a las metodologfas de desagregacion univariadas, un supuesto menos exigen-
te corresponde a un modelo autorregresivo de orden uno sobre estos erro-
res. En este contexto se puede asumir que estos errores siguen un modelo

VAR(1) definido de la siguiente forma:
us =A, u, +e,t= 1,..,N (82)

donde el superindice "o" indica que los componentes de los vectores corre-
sponden a diferentes variables en el mismo periodo de tiempo. En el caso de
un VAR diagonal, la expresion (82) se puede reescribir como:
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Uy ay 0 - 0 UL €1
Upe | = | O a0 [y + | €2t (83)
Uy, 0 0 - auy||upeq €yt

Los errores de la ecuacion (82), €, siguen un proceso ruido blanco mul-
tivariado con matriz de varianzas y covarianzas, I' |, de dimensiéon H X H. Por
otro lado, =1 < ay, <1 para h=1, ..., H, lo que implica un proceso estacio-
nario.

Dado que los errores de la ecuacién (64) siguen un VAR(1) diagonal, su

matriz de covarianzas V es:®

e R VA sy A
po | TRATEZAD DA e DA ar] gy
M AP YA E i Ay Am i AL
donde:
2 N-1
1 ahh ahh ahh
N-2
hh 1 ahh ahh
(hh) — N-3 (85)
Al - ay, ay, 1 Ay
N-1 N-2 N-3
ahh ahh ahh 1
2 N-1
1 ahh ahh ahh
N-2
0 1 a, a,
0h) _
A(1 ) — 0 0 1 - a }11\;1 -3 (86)
0 O 0 1

8 Este resultado se muestra en el Anexo A de una version previa del actual documento (Hur-

tado y Melo, 2010).
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0 0 0 0
a, 0 0 -0

AY =laz  a, O 0 87)
a}:\}lfl a;?;lfz a}:\}fl—S 0

pata h =1, ..., H. Por su parte, para un modelo VAR (1) diagonal la matriz
', tiene la forma:

7, o o)
1- a121 1- a,, dy 1- ay, Ayy
O 022 Oon
Iy = 1-a,a, 1_azzz 1-ay,a,, (88)
O Oy Oy
\1—a11aHH l-a,a,, 1-a?, J

donde oy es el elemento kh de la matriz de varianzas y covarianzas con-
temporaneas de €, X°. De esta forma, la matriz V unicamente depende de los
parametros Qy, y 0, patak, h=1, ..., H.

En resumen, el objetivo de la desagregacion es obtener ¥ utilizando las
ecuaciones (69) y (70). Estas dependen de los datos observados y de la matriz
V. Si se supone que los errores de la ecuacion (64) siguen un modelo VAR
(1) diagonal, la matriz V dependera a su vez de las matrices A; y X y, por
consiguiente, de los pardmetros a,, y 0, parak h =1, ..., H. Esto implica
que para obtener una estimacion de las series desagregadas, bajo un VAR (1),
se debe contar con una estimacién de los parametros de las matrices A; y 2.

En el caso univariado Chow y Lin (1971) realizan varias propuestas para
resolver este problema. A continuacion se realiza una extension de una de
estas propuestas para el caso multivariado, con la cual se pueden obtener es-
timaciones de los parametros dyy, ..., Qyy.
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El método propuesto utiliza un algoritmo iterativo que parte de la ecua-
cién (64) en forma agregada:

Cy = Cwp + Cu (89)
es decir,

Y=WB+u (90)

La ecuacién (90) se puede reescribir en términos de bloques para cada
variable h, h =1, ..., H como sigue:

Y1 ]/V1 0 0 181 ‘ul
Y, 0 w, - 0 :Bz i,
T : : . : '83 +: oD
Y w " H

B

Como primer paso, se estima a través de OLS el modelo (91) para el
bloque que corresponde a la variable h para h = 1, ..., H, es decir ¥, = W,
By + ty. Este método de estimacion supone que E(u, p'y) =V, = 0 * I;.
Posteriormente, se generan los residuos (i, = [f p1, ., A s ]’ y se calcula la
correlacion de primer orden, Py, = corr(fy,, fy,. 1)-

Teniendo en cuenta el supuesto sobre los errores de alta frecuencia,
Uy = Cuy, la estimacion de la correlacion de primer orden de p, corresponde
al elemento de la primera fila y segunda columna de la matriz E(u, ") = CVyy,
C', donde V}, es el bloque hh de la matriz V. De esta forma, para el caso de
distribucion de series trimestrales a mensuales, se tiene la siguiente relacion:

. @t 2a%, +3a%, + 2d%, + ap,
Pr1 = 2a%, +4a,, +3

Por lo tanto,

(92)

@, + 2a%, + 3a%, + 2a%, (1—py1) + aw (1 —40,1) =30, =0 93
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Un estimador de ay,, para h = 1, ..., H, se puede encontrar resolviendo
ara dy, la ecuacion (93).°
p hh

Por otro lado, para el caso de distribucion de series trimestrales a men-
suales, los elementos de la matriz X° se pueden estimar de la siguiente forma:

= 6u/3 (94)

AX 1 Py A~ A VoA A Py A A A r
donde 67, = 5 Gy —Gppfin1) (A=A b1 ) Bna = Wino s Ansa]'y
hk=1,.. HY

Una vez estimados los coeficientes de las matrices A; y X° se obtienen
estimaciones iniciales del vector de parimetros asociados a las series indica-
doras, B, y del vector de series desagregadas, y ©, utilizando las ecuaciones
(70) y (69), respectivamente.

Como segundo paso, se generan unos nuevos residuos del modelo (90)
a partir de la estimacion inicial del vector de parametros asociado a las series
indicadoras:

AO=Y,-w,p®,  h=1,.,H 95)
Al igual que la etapa anterior se estiman los coeficientes del vector f3, B(l),

y el vector de series desagregadas, y.

Posteriormente, se repite el paso anterior R veces, hasta obtener conver-
gencia en el vector [)’(R] y en el vector de series desagregadas, P®.

E. Método de Moauro y Savio (2005)

Estos autores proponen una metodologia basada en modelos de series de
tiempo aparentemente no relacionadas o SUTSE, para lo cual utilizan un mo-
delo de tendencia lineal local multivariado sobre un vector de series de tiempo

9 Chow y Lin (1971) muestran que la solucion factible de este polinomio es tGnica.

10 El resultado de la ecuacion (94) se obtiene debido a que E(uy — amn i, 1) (ttk — Qe pio =1 )
= CE(un — @ U, 1) (U — Qi Ui, 1) C'. Por lo tanto, 6, 1 = 6, CC'. Finalmente, para cl
ejetcicio de distribucion de seties trimestrales a mensuales se tiene que CC' = 3 1.
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Ve= Wit - Yui ] Este modelo es especificado de la siguiente forma:

Ye=u+ & (96)
U= Mg + P+ 1, 7
B:=Peat+ G, 98)

donde B, es la pendiente estocastica, & ~ NID(0, X)), n, ~ NID(0,XZ,) y
¢, ~ NID(0, ;) son vectores aleatorios de dimension H X 1 no correlaciona-
dos entre sf con matriz de varianzas y covarianzas X; para j = & n, ¢, respec-
tivamente. El modelo puede escribirse en forma estado-espacio como sigue:
Ve=Zia.+ G.c 99)
a,=T,a,+ F,¢, (100)
donde el vector de estado esta definido como: a, = [u,, f; ], &y ~ NID(0,P),

y se tiene que €, ~ NID(0, I;). Las matrices del sistema estan definidas como:

L, _|r, 101
Tt_ 0 IH 5 Ft_ 0 F{ ( )
Z.=[ly 0], G.=[0 0 T (102)

donde las matrices I'; son triangulares inferiores, tales que X; = I}’ para
j=¢mn¢
Para el caso de interpolacion en el marco de desagregacion temporal, el

modelo definido en (99)-(100) es valido; sin embargo, para el caso de distri-
bucion se deben realizar algunas modificaciones.

Para plantear el problema de agregacion se define § como la frecuencia de
la serie desagregada (y;,), y Si" como la frecuencia de la serie agregada (V).
Las frecuencias deben satisfacer que el cociente M; = 6/S;" sea un nimero
entero para i = 1, ..., H."' De esta forma, la setie agregada esta dada por:

11 Por ejemplo, para I = 1 si la frecuencia de la serie desagregada es mensual, 6 = 12 y la fre-
cuencia de la serie agregada es trimestral, S.* = 4, entonces el cociente de frecuencias es

M, =12/4=3.
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M—1
Y, = Z Vier t=M,2M,.. i=1,..,H (103
r=0

El proceso generador de las series Y, esta dado por las ecuaciones (96) a
(98), sin embargo, algunos de sus componentes se observan de forma agrega-
da temporalmente, lo que implica que el vector y, contiene series observadas
en alta y en baja frecuencia. En este caso el acumulador de la serie y;, se de-
fine como:

r
View o= ) Vews =L M i=1.H (0D
=1

lo que implica que Y , = Y;, pata t = M;, 2M;, ... . En forma matricial, el
acumulador se puede escribir como:
Yi=CYert et é, (105)
V.= Ctyct—l FUA T BN H S (106)

donde C . €s una matriz diagonal. Los elementos de la diagonal de esta matriz
estan dados por el vector [€y4 ..., €y, ]" y cumplen la siguiente condicion para

i=1, .., H:

0 si t=1,M,+1,2M,+1, ...
Cit={

1 si enotrocaso o7

Para incluir a y;, en el modelo definido en (99)-(100), se deben redefinir
las matrices del modelo de estado espacio de la siguiente forma:

He Iy Iy 0 r, 0 0
a=|B| T.=1]0 I, 0|, F=|0 I, O (108)
Vi Iy Iy C r, I'c T

Z=[0 0 I, G=0
con y§ = 0. Finalmente, la estimacion de la serie desagregada se obtiene por
maxima verosimilitud utilizando el filtro de Kalman.
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Como lo senalan los autores, una de las ventajas del modelo propuesto es
que no impone una estructura a priori en los datos, ya que la especificacion del
modelo tiene en cuenta las caracteristicas estocasticas de las series. Adicional-
mente, las metodologias de Chow y Lin (1971), Fernandez (1981) y Litterman
(1983) se pueden expresar en términos de los modelos SUTSE.

Por otro lado, una de las desventajas de este método es que requiere
especificar los valores iniciales del vector de estado y de la matriz de error
cuadratico medio asociada.

IV. Ilustracién empirica

En esta seccion se aplica el método multivariado de Di-Fonzo (1990) y
la extension propuesta en este documento a las cuentas nacionales colombia-
nas. La aplicacién consiste en estimar las series mensuales asociadas al Pro-
ducto Interno Bruto (PIB), consumo de los hogares, consumo del gobierno y
formacion bruta de capital a partir de las series trimestrales correspondientes,
asf como cinco series mensuales, cuatro variables indicadoras y las exporta-
ciones netas. Debido a que las series a desagregar se definen como variables
flujo, el problema planteado en esta seccién corresponde a un problema de
distribucion.

Las series indicadoras (mensuales) son el Indice de Produccién Real de la
industria manufacturera colombiana sin trilla de café (IPR), el indice del co-
mercio minorista sin combustibles ni vehiculos, los pagos totales efectuados
por el gobierno sin inversién, y las importaciones de bienes de capital. Estas
cuatro variables estan asociadas al PIB, al consumo de los hogares, al consu-
mo del gobierno y a la formacién bruta de capital, respectivamente.

Para aplicar los métodos de desagregacion temporal multivariados descri-
tos en la seccion anterior, se debe contar con una restriccion contemporanea.
Para ello, se debe tener en cuenta que en una economia abierta con gobierno
existe la siguiente relacion:

Y+M=C,+G+1,+X (109)

Y=C,+G+I,+X-M (110)
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La ecuacion (109) dice que la suma del producto total de la economia
(Y) y las importaciones (M), se destina al consumo privado (C,), al gasto del
gobierno (G), a la inversion privada (I,) y a las exportaciones (X). Ademas,
teniendo en cuenta que el gasto del gobierno se puede desagregar en gasto
publico de inversion (1) y gasto publico de consumo (C,), se tiene que G = C,,
+ I, Si se define la inversion total (I) como la suma de la inversion publica mas
la inversion privada, y las exportaciones netas (XN) como las exportaciones
menos las importaciones, entonces la ecuacion (110) se puede escribir como:

Y=C,+C,+L,+,+X-M (111
Y=C,+C,+1+XN (112)
XN=Y-C,—C,— 1 (113)

De esta forma, en términos reales para las cuentas nacionales se debe
cumplir que el PIB menos el consumo de los hogares, menos el consumo del
gobierno, menos la formacién bruta de capital sea igual a las exportaciones
netas para todos los periodos del tiempo. Por lo tanto, el agregado contempo-
raneo de esta aplicacion es la serie de exportaciones netas reales en frecuencia
mensual, que corresponde a la variable z definida en (65).

La muestra trimestral incluye el periodo comprendido entre el primer
trimestre de 1994 y el primer trimestre de 2009. Por otro lado, la muestra
mensual contiene informacion desde enero de 1994 hasta marzo de 2009.
Los datos trimestrales estaban disponibles de forma desestacionalizada mien-
tras que los datos mensuales fueron ajustados estacionalmente utilizando el
procedimiento X12. Adicionalmente, todas las series se tomaron en precios
constantes del afio 2000.'?

Los resultados muestran que las series estimadas de alta frecuencia siguen
la misma tendencia que sus contrapartes de baja frecuencia, pero con mayor

12 Debido a diferencias metodoldgicas la serie de exportaciones netas en frecuencia trimestral
no es exactamente igual a la serie agregada mensual. Por lo tanto, se ajusté la serie de expor-
taciones netas en frecuencia mensual con el fin de que su agregacion coincidiera con la serie
en frecuencia trimestral. El ajuste se realizé utilizando el método de Chow y Lin (1971).
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volatilidad. Para disminuir la volatilidad, se aplico el filtro de Hodrick-Prescott
a las series indicadoras. Los resultados de las series suavizadas muestran una
menor volatilidad, pero siguen la misma tendencia que las series no suaviza-
das. El Grafico 1 muestra las series estimadas de alta frecuencia para el PIB, el
consumo de los hogares, la inversion y el consumo del gobierno. Es de notar
que la metodologfa utilizada supone que los errores de alta frecuencia siguen

un proceso VAR (1).

Grifico 1. Series trimestrales observadas y series mensuales estimadas suponiendo que los
errores de alta frecuencia siguen un proceso VAR (1)
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Fuente: elaboracién propia.

Si se supone que los errores de alta frecuencia siguen un proceso ruido
blanco multivariado, se obtienen estimaciones de las series desagregadas
que presentan una mayor volatilidad que bajo el supuesto de VAR (1). Por
ejemplo, en el Grafico 2 se comparan las series de alta frecuencia estimadas
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para el PIB con cada uno de los supuestos sobre el proceso del error, y se
observa claramente una mayor volatilidad en la serie estimada suponiendo
ruido blanco. Cabe anotar que este resultado también se obtiene si no se
realiza el suavizamiento de las variables indicadoras por medio del filtro de
Hodrick y Prescott.

Griéfico 2. Series estimadas del PIB suponiendo que los errores de alta frecuencia siguen un
proceso ruido blanco multivariado y un VAR (1)
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Fuente: elaboracién propia.

Comentarios Finales

Los resultados de este documento resaltan la importancia de estudiar las
caracterfsticas de las series a desagregar, con el objeto de aplicar el método
mas apropiado. Cada uno de estos métodos implica supuestos diferentes so-
bre las series de baja frecuencia e indicadoras. Por esto es importante tener
en cuenta caracteristicas estocasticas de las series, tales como el orden de
integracion y posibles relaciones de cointegracion.

Adicionalmente, es recomendable utilizar metodologfas multivariadas y
no univariadas, puesto que las primeras permiten modelar dinamicas mas
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generales. Por otro lado, las metodologfas multivariadas pueden tener en con-
sideracion restricciones contemporaneas sobre las series.

En este documento se propone una nueva extension de la metodologia
de desagregacion multivariada de Di-Fonzo (1990); ésta supone que los erro-
res de las series de alta frecuencia siguen un modelo VAR(1) en lugar de un
proceso ruido blanco. Finalmente, la metodologia propuesta es aplicada a las
cuentas nacionales colombianas trimestrales con el objeto de generar estima-
ciones de los datos mensuales.

Como una linea de investigacion futura serfa relevante analizar y propo-
ner una metodologia de desagregacion multivariada que sea apropiada cuan-
do las series se encuentren cointegradas. Estos casos son de gran importan-
cia dentro de la literatura econémica.
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