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o Resumen. Al examinar casos particulares se pone de relieve que en
la teoria de Sraffa no se puede defender la generalidad de la unicidad
de la mercancia patrén ni que la invariabilidad de esta ultima esté
suficientemente demostrada.

. Abstract. On examining particular cases it stands out that in
Sraffa’s theory the generality of the uniqueness of the commodity
standard can not be defended nor that the invariability of the same is
sufficiently demonstrated.

Este trabajo ha sido elaborado como parte de la preparacion de nuestra tesis de
doctorado “Los precios y la distribucién del ingreso en modelos de producciéon
simple” sostenida en la Universidad de Paris-X-Nanterre el 11 de junio de 1986.

Nuestros analisis deben mucho al profesor Carlo Benetti quien ha dirigido esta
investigacion. Le expresamos aqui nuestro vivo reconocimiento.
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En este articulo vamos a examinar las conclusiones expuestas por
Sraffa (1960) a prop6sito de la unicidad de la mercancia patrén y de
la “invariabilidad” de su valor. El propésito de nuestra comunicacién
es demostrar que, en general, dichas conclusiones no son correctas.

Primero, vamos a demostrar que -bajo ciertas condiciones- es
posible definir varias mercancias homotéticas sobrelabase del mismo
sistema de produccién original. Esto ha de permitirnos estudiar los
efectos de los cambios de la distribucién del ingreso en el precio
relativo de dos mercancias homotéticas diferentes. Enseguida vamos
aexaminar la argumentacién desarrollada por Sraffa para establecer
la tesis de la “invariabilidad” del valor de la mercancia patrén y
mostraremos que su demostracién es insuficiente.

1. Pluralidad de las mercancias homotéticas

En el apéndice B de su libro, Sraffa nos presenta un sistema donde
se produce una mercancia que entra en su propia produccién en una
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proporcion superior a 1/1+R, donde R es la maxima tasa de ganancia
en el sistema patrén formado exclusivamente por los bienes funda-
mentales.

Esta situacién es calificada alli como muy rara, y, en otra ocasién,
como aberrante'. Su interpretacién, nos parece, no puede ser eva-
luada debidamente si notomamos en cuenta consideraciones de orden
empirico que no estamos en condiciones de abordar aqui, las cuales,
por otra parte, no se encuentran tampoco en los trabajos de Sraffa.

Sin embargo, queremos indicar que en los casos de este tipo es
posible definir varias mercancias homotéticas sobre la base de un
mismo sistema de produccién original lo que nos permite estudiar el
efecto de un cambio de la distribucién del ingreso sobre el precio
relativo de dos mercancias homotéticas diferentes (véase el apéndice
A). Vamos a mostrar esto por medio de un ejemplo:

Consideremos un sistema donde se producen solamente dos bienes
b, y b, cuyos métodos de produccién estan definidos por las ecuaciones
siguientes:

Sistema 1

0.1 p, (1+r) +1, w=p,

02P (1+r)+ 0.2 p,(14r) + |, w = p,

a partir de este sistema podemos definir dos sistemas homotéticos
distintos:

Sistema 2

0.1p, (1+4r)+1, w=p,

1 Sraffa califica esta situacién de aberrante en la nota al 835. La considera como

muy raraen su intercambio de cartas con Peter Newman (publicado por Gilbert
Facarello, 1977).
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este sistema ha sido obtenido multiplicando las ecuaciones del sis-
tema 1 por los factores q, = 1 y q, = O respectivamente. En todas las
fases de la produccién de b, la proporcién entre las cantidades de
trabajo y de medios de produccién utilizados es (cuando r = 0) igual a
9. Para obtener que la cantidad de trabajo utilizada en este sistema
sea la misma que en el sistema original basta con multiplicar su
ecuaci6n de produccién por 1/1,.

Sistema 3
0.1 p, (1+r) +1, w=p,
0.1 p,(1+r)+0.1p,(1+4r) + 0.51, w=0.5p,

este sistema ha sido obtenido multiplicando las ecuaciones del sis-
tema 1 porlos factores q, =1y q,=0.5respectivamente. Un quinto del
total producido de cada bien es utilizado como medio de produccion y
la proporcion entre cantidades de trabajo y de medios de produccién
utilizados en cada una de las fases de la elaboracién del producto neto
esigual a 4. Para obtener que el sistema 3 emplee la misma cantidad
de trabajo que el sistema original, basta con multiplicar sus dos
ecuaciones por el factor

1
1,+051,

Haciendo las sumas, ecuacién por ecuacién, de los sistemas 2 y 3,
se obtiene el sistema 4 donde se producen simultdneamente las dos
mercancias homotéticas h, =b, y h, = (b, 0.5b,)

Sistema 4

02P (1+r) +2l,w=2p,
0.1p(1+r)+01p,(1+r) +051,w05p,

Para que este sistema utilice la misma cantidad de trabajo que el

sistema original, basta con multiplicar sus dos ecuaciones por el factor
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1
21,+051,

Podemos ahora estudiar directamente, en este sistema, el efecto de
los cambios en la distribucién del ingreso sobre el precio relativo de
dos mercancias homotéticas. Consideremos al valor de h, con relacién
al de h,: el cociente

p,
p,+05p,

varia entre un valor determinado superior a cero cuandor = 0 y cero
cuando r = 4 (véase el apéndice B). Por otra parte, dado que se trata
de una funcién continua de r, este cociente toma todos los valores
comprendidos entre su nivel inicial y cero a medida que r aumenta
entre 0 y 4.

Estos resultados nos permitiran mostrar, en la secciéon siguiente,
que las conclusiones a las que lleg6 Sraffa a proposito del valor de la
mercancia patrén no son correctas en general.

I1.La “invariabilidad” del valor del patr6n homotético
De acuerdo con Sraffa,

A. Una mercancia que haya sido producida de manera que la
proporcién entre cantidades de trabajo y de medios de produccién
utilizados sea la misma en todas las fases sucesivas de su produccién,
no tendria necesidad de “aumentar o descender su valor en relacién
con cualquier otra mercancia cuando los salarios se elevaran o
descendieran” (§21).

2 Indicamos entre paréntesis el pardgrafo de “Produccién de mercanctas por
medio de mercancias” de donde proviene cada cita. Hemos utilizado siempre la
edicién espariola de la editorial Oikos, salvo por leves modificaciones que efec-
tuamos con base en el original inglés.
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B. “Es verdad que, a medida que los salarios descienden, tal mer-
cancia no seria menos susceptible que cualquier otra de aumentar o
descender en precio respecto de otras mercancias individuales; pero,
sabriamos con certeza, que tal fluctuacién tendria su origen, exclusi-
vamente, en las peculiaridades de la produccién de 1a mercancia que
estaba siendo comparada con ella y no en la de su propia produccién”
(823).

Estas dos proporciones son incorrectas.

Por una parte, A es incorrecto puesto que en el sistema 4 tenemos
dos mercancias que han sido producidas utilizando una misma pro-
porcién (para cada mercancia) entre cantidades de trabajo y de
medios de produccién en todas las fases sucesivas de su produccién
(véase el apéndice B) y, no obstante, su precio relativo se modifica
cuando la distribucién del ingreso cambia.

Por otra parte, B esté igualmente equivocada.

En efecto: si, en el ejemplo que estudiamos, las variaciones del va-
lor relativo de una de las dos mercancias (h, y h,) es atribuido, exclu-
sivamente, a las condiciones de produccion de la mercancia con la cual
es comparada, la tesis de Sraffa se haya descalificada en los dos casos
posibles. Basta para ello considerar la relacién de intercambio in-
versa.

En consecuencia, de la misma manera que con los otros bienes, no
podemos estar seguros de que una mercancia homotética no necesita
cambiar su precio -independientemente de las particularidades de su
produccién- sino en el caso en que empleamos como unidad de medida
esta misma mercancia o alguna otra que guarde con ella una relacién
de intercambio constante.

En la secci6n siguiente vamos a mostrar que se llega a los mismos
resultados si suponemos que en el sistema de referencia hay una sola
mercancia homotética.

II1. El valor de la mercancia patrén y la “proporcién critica”

Sraffa llega a las conclusiones A y B sobre la base de los anélisis
que desarrolla en el capitulo 3 de su libro. Considerando la argumen-
tacién que alli se expone vamos a mostrar que:
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a. El razonamiento desarrollado en el capitulo 3 es suficiente para
demostrar las conclusiones arriba citadas, solamente en los casos en
que la variaciéon de la distribucién del ingreso considerada consiste en
la disminucién del salario (medida con el producto neto) de wl € [1, O]
hasta cero.

b. La puesta en evidencia de esta condicién tiene como consecuen-
cia que, sobre las bases de los argumentos presentados en el capitulo
3,el valor de lamercancia patrén debe ser considerado tan susceptible
de sufrir variaciones como el precio de cualquier otra mercancia.
Siendo esto debido a las particularidades de su produccién, contraria-
mente a lo que se indica en las citas presentadas anteriormente.

A continuacién vamos a exponer estos tres puntos sucesivamente:

En el capitulo 3 de su libro, Sraffa ha demostrado que las proposi-
ciones siguientes son correctas:

C. Habria una “proporcién critica” entre el trabajo y los medios de
produccién que marcaria la frontera entre las industrias con “déficit”
y con “excedente” (§17) si “los precios permanecen de hecho inaltera-
dos cuando el salario disminuye y [...| una tasa de ganancias aparece”
(§16).

D. Una rama industrial que utiliza la “proporcién critica” entre el
trabajo y los medios de produccién en todas las fases sucesivas de su
produccién “no experimentaria la necesidad, resultante de las condi-
ciones de produccién en la propia industria, de aumentar o descender
en valor su produccién en relacién con cualquier otra mercancia
cuando los salarios se elevaran o descendieran [...]” (§ 21).

E. Cuando hacemos el salario igual a cero y la totalidad del
producto neto va a los beneficios [...] “La inica razén-valor” que puede
no variar ante los cambios en el salario, y que es, por lo tanto, capaz
de ser “recurrente” en el sentido definido en la seccién 21, es aquella
que es igual a la tasa de ganancia que corresponde al salario cero. Y
esa es la razén “equilibrada”.
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Por otra parte una mercancia producida de tal manera que la
proporcién entre el valor del producto neto (de la rama correspon-
diente) y el valor de sus medios de produccién es la misma en todas las
fases sucesivas de su elaboracién cuando w = 1, posee también una
proporcién entre cantidades de trabajo y de medios de produccién que
es la misma en cada una de estas fases (véase el apéndice B) en
consecuencia:

F. Cuando el salario disminuye hasta cero la “proporciéon critica” es
igual a R. Como consecuencia de D, de F y del hecho que la mercancia
homotética posee, en todas las fases sucesivas de su produccién, una
proporcién entre cantidades de trabajo y de medios de produccién
igual a R cuando (w = 1) se llega a la siguiente conclusién:

G. La mercancia homotética “no experimentar4a la necesidad,
resultante de las condiciones de produccién en la propia industria, de
aumentar o descender en valor en relacién con cualquier otra mer-
cancia cuando los salarios [...] descendieran hasta cero”.

Entendemos este resultado de la manera expuesta a continua-
S |
cion:

Sea h la mercancia homotética y v el valor de los medios de
produccién utilizados en su produccién cuando el salarioes igual a w,.

3 Segin el §13 de la unidad de medida utilizada en el capftulo 3 (al menos al
principio) es el producto neto del sistema. Sin embargo, en la nota al §15 asf
como también en el §16, Sraffa sugiere que toda otra unidad de medida es
igualmente vélida. En consecuencia, estamos autorizados a utilizar exclusiva-
mente el producto neto como unidad de medida en nuestro estudio del capitulo
3. Conviene agregar que las conclusiones a las que llegamos son igualmente
vélidas si se consideran otras unidades de medida siempre que se utilice a la
misma a lo largo de todo el razonamiento. Por otra parte, para simplificar la
exposicién, hablaremos indistintamente de mercancfas simples y compuestas.

También supondremos que en el sistema de referencia se produce efectivamente
una sola mercancfa homotética.
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Cuando el salario y los precios se miden con el producto neto del
sistema de la siguiente ecuacién se verifica V wl tal que 1 > wl > 0.

(1) VA+r)+Lw,=101+R)V

en donde 1 es la cantidad de trabajo utilizada y la r| la tasa de
ganancia correspondiente.

Supongamos que los precios se mantienen de hecho fijos cuando el
salario disminuye desde w, hasta cero. La h-ésima industria estaria
igualmente “en equilibrio” con el nuevo valor del salario y la tasa de
ganancia correspondiente, en efecto substituyendo en la ecuacién (1)
w, con 0 y r, con R obtenemos

2) VO+R)+0=101+R)V

Por otra parte esto también es valido para todas las otras fases de
la produccién de h (véase el apéndice B), en consecuencia esta
industria no tendré necesidad, debido a las particularidades de su
produccién, de modificar el precio inicial de su produccién, cuando la
distribucién del ingreso cambia de la manera indicada. Es posible que
el precio de h cambie con relacién al de algin otro bien (en este caso
con relacién al producto neto) pero podemos estar seguros que esta
variacién no es necesaria en lo que respecta al “equilibrio” en las
diferentes fases de la produccién de h. En este sentido, la tesis de
Sraffa nos parece correcta para toda reduccién del salariode w, hasta
cero V w, € [1,0]. Sin embargo, Sraffa no ha demostrado que h posee
la propiedad indicada en la proposicibn G para todos los cambios
posibles de la distribucién del ingreso. En el contexto del capitulo 3
hubiera sido necesario probar que R es la “proporcién critica” que
corresponde a todas las variaciones posibles de la distribucién del
ingreso entre salarios y ganancias.

Ahora bien, éste no es siempre el caso, como lo veremos enseguida.

En efecto:

Lecturas de Economia No. 32-33



La mercancia patrén en la teoria de Piero Sraffa 5459

H. Cuando el salario, medido con el producto neto cambia de w, a
w,(1>w,>0y1>w,>0)“laproporcién critica” esigual a R solamente
si el valor relativo del producto neto con relacién a h no se ve
modificado.

Prueba. Supongamos que el valor del producto neto cambia con
relacién a h cuando el valor del salario cambia de w, a w, y que al
mismo tiempo, la “proporcién critica” seaigualaR(1>w>0y1l>w,
> 0). Vamos a mostrar que se llega a una contradiccién. Sear,, la tasa
de ganancia que aparece como consecuencia de este cambio. Puesto
que, por hipétesis, R es la “proporcién critica” y h ha sido producido
utilizando esta proporcién, en todas las fases sucesivas de su produc-
ci6n se sigue que la h-ésima industria tiene que estar “en equilibrio”
sobre la base de los precios iniciales, segin la definicién de la
“proporcién critica”. En consecuencia la siguiente ecuacién tiene que
verificarse:

3) VA+r)+Lw,=(1+R)V

en donde V es el valor de los medios de produccién utilizados en esta
rama (medidas con el producto neto) cuando el salario es igual a w,.

Supongamos ahora que los precios no permanezcan fijos en sus
niveles iniciales sino que puedan éstos cambiar para restaurar el
equilibrio en todas las industrias. La ecuaci6n de la produccién de la
h-ésima rama industrial seré:

4) VA+r)+hw,=1+R)V

donde V’ es el valor de los medios de produccién de h medida con el
producto neto.

A diferencia de lo que ocurre cuando w?= 0, 8i w? > 0, las ecuaciones
(3)y (4) pueden ser satisfechas simultdneamente solamente si V=V’
pero en este caso el valor del producto neto con relacién a h ser4 el
mismo antes (1/V) como después (1/V’) del cambio del salario lo cual
contradice la hipétesis adoptada en un principio. Esto termina la
demostracién de la proposicién H.
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De acuerdo con la proposicién H, si el precio relativo del producto
neto con respecto a h no es el mismo antes como después del cambio
en el salariola“proporcién critica” correspondiente a esta variacién de
la reparticién (R’) ser4 diferente de R. Por ello el valor de h debera
cambiar puesto que, a causa de las particularidades de su produccién,
las diferentes fases de su elaboracion se encontrarian todas juntas, ya
sea en “exceso” ya sea “en déficit”.

En efecto, la inica mercancia producida empleando la misma
proporcién entre cantidades de trabajo y de medios de produccién en
todas las fases de su elaboraci6én que puede conservar su valor
original, a pesar de este cambio en la distribucién del ingreso, debe
tener una “proporcién critica” igual a R’. Esto es asi independiente-
mente de toda consideracién sobre la posibilidad de definir una tal
mercancia sobre la base del sistema de referencia.

En consecuencia, el valor relativo de h con respecto al producto
neto debe cambiar (a causa de las particularidades de la produccion
de h) cuando el precio del producto neto cambia con relacion ah (V w,
> 0).

De esta manera la misma condicién que es necesaria para la
estabilidad del valor relativo de h respecto al producto neto es
suficiente para garantizar lainvariabilidad del preciorelativo de todo
otro bien, es decir, que el bien que le es comparado no cambia en valor
con relacién a él.

Por lo tanto h posee la “proporcién critica” para todos los cambios
posibles de la distribucién del ingreso solamente si se utiliza como
unidad de medida esta misma mercancia o bien otra que guarda con
ella unarelacién de intercambio constante. En efecto, es solamente en
este caso que podemos estar seguros de que la industria que la
produce no tiene necesidad de cambiar el precio de su produccién
cualquiera que sea la variacién del salario considerado.

Sin embargo, la misma cosa es valida para todo otro bien (b):
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Cuando se escoge un bien como unidad de medida, fijamos por este
hecho su valor igual a la unidad y agregamos, de esta manera, una
condici6n mas a la determinacion del sistema de precios.

En estas condiciones cuando la distribucién del ingreso cambia y
una nueva tasa de ganancia aparece, el conjunto de los precios se
modifica de manera a restablecer el “equilibrio” en todas las indus-
trias en funcién de

a. las condiciones de produccion de los bienes definidos en las
ecuaciones de produccion, y

b. laecuaciéon p, = 1.

En consecuencia cualesquiera que sean las particularidades de la
produccion de b, podemos estar seguros que la tasa de gananciay los
precios que surgen después de un cambio de la distribucion del ingreso
restablecen “el equilibrio” en todas las fases de la produccion de b sin
que el precio de este bien se vea modificado.

Aeste respecto, lo que es propio a h cuando se le utiliza comounidad
de medida es que no solamente esta mercancia, sino ademas los
conjuntos de bienes de produccién utilizados en cada una de las fases
de su elaboracién conservan su precio a pesar de los cambios de
salarios. De esta manera, si los precios se mantienen, de hecho,
invariables cuandola reparticién se modifica, laindustria homotética
estaria en “equilibrio” en todas estas fases sobre la base de los precios
originales.

Por el contrario sise utilizaotraunidad de medida b resulta normal
queel valor de los conjuntos de medios de produccién empleados en las
diferentes fases de su elaboracién cambie cuando la distribucion del
ingresose modifica. En este caso, silos precios se mantienen,de hecho,
invariables cuando el salario se modifica y una nueva tasa de
ganancia aparece, ciertas fases de la produccién de b podrian estar “en
excedente” mientras que otras podrian estar en “déficit”.
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Sin embargo, esto no significa que el precio de la produccién de la
b-ésima rama industrial deba cambiar. Al contrario como ha sido
sefialado m4s arriba, podemos estar seguros de que, independiente-
mente de las condiciones de produccion de b, la b-ésima industria no
tendra necesidad de modificar el precio de su produccién a pesar de
todas las variaciones que un cambio en el salario pueda traer sobre la
tasa de ganancia y sobre los precios.

En consecuencia las particularidades de la produccién de h no
agregan nada a la invariabilidad de su precio, cuando se le utiliza
como unidad de medida con respecto a la invariabilidad del precio de
todo otro bien que sea utilizado en esta funcién.

Dado que h es una fraccion alicuota de la mercancia patron, lo que
acaba de ser indicado a propésito de la primera es también valido con
relacién a la segunda.

Apéndice A*

En este apéndice vamos a mostrar c6mo es posible construir -si
ciertas condiciones se ven satisfechas- varios sistemas homotéticos
sobre la base del mismo sistema de produccién original. En segundo
lugar habremos de determinar el nimero de estos sistemas.

Desde un punto de vista matematico, la construccién de un sistema
homotético que produce bienes no fundamentales consiste en definir

4 En nuestra contribucién a la mesa redonda “Sraffa: 25 afios después”, llevada a
cabo en Niza en diciembre de 1985, “Los sistemas homotéticos y la teoria del
valor de Piero Sraffa”, presentamos una primera versién de este apéndice.

En su contribucién al mismo evento “La ambigiiedad de 1a mercancfa patrén” los
Sefiores Abraham Fois y Berrebi hacen referencia a la pluralidad de las
mercancfas homotéticas presentando una interpretacién diferente a la nuestra.
La versién definitiva ha sido sensiblemente mejorada gracias a las obser-
vaciones del profesor Christian Bidard, a quien le expresamos nuestro
agradecimiento.
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un vector positivo asociado al valor propio maximo de una matriz
semipositiva indescomponible.

Este problema ha recibido una solucién general en los trabajos de
Frobenius. Por esta razén, lo esencial de nuestra tarea consiste en
plantear en los términos matematicos correspondientes las condi-
ciones que definen este tipo de sistemas.

Para simplificar la exposicion vamos a utilizar la expresion “par-
ticipar en la produccién de”, en el sentido de directa o indirectamente
salvo cuando se indique su utilizacion en un sentido diferente.

Llamaremos “clase” a un conjunto de bienes definidos por a| cada
bien participa en la produccién de todos los bienes del conjunto y b| dos
bienes que participan el uno en la produccién del otro pertenecen ala
misma clase.

En un sistema de produccion dado puede haber varias clases. Por
ejemplo, un sistema que produce, ademas de los bienes fundamen-
tales, un bien no fundamental que participa en su propia produccion
posee al menos dos clases:

Al lado de los bienes que integran las clases se encuentran nor-
malmente otros bienes que no participan ni directa ni indirectamente
en su propia produccién. Llamaremos grupo indistintamente un bien
de este tipo o una clase.

No es dificil darse cuenta que dos grupos distintos no poseen
ningin bien en comuin. Por otra parte, si a y b son dos grupos
diferentes tales que a participa en la produccién de b entonces este
ultimo no participa en la produccién de a. En efecto, se deduce, de las
definiciones precedentes, que dos grupos que participan el uno en la
produccion del otro poseen al menos un elemento en comun.

Podemos asociar a cada grupo e una serie Se = e, g, f,... que

contiene, ademas de e, la totalidad de los grupos que participan en su
produccién, colocando estos grupos de manera que ninguno de ellos
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participe en la producciéon de los grupos que se encuentran a su
derecha en Se. Esta serie es unica salvo por orden de sucesién
correspondiente a dos grupos tales que ninguno participe en la
produccién del otro.

Si bien el nimero de grupos que puede contener una serie de este
tipo no debe ser muy elevado, nos parece posible encontrar, en una
economia normal, varias series compuestas por al menos dos clases.
Tal es el caso de un sistema en el cual, al lado de los bienes
fundamentales, se producen dos bienes que participan en su propia
produccién sin que uno de ellos participe en la produccién del otro.

Ahora vamos a definir las condiciones que deben ser satisfechas
para que sea posible construir un sistema homotético que produce los
bienes de una serie Se formada por t grupos (t > 1):

Asignamos indices de la manera siguiente:

1. Cadagrupotendra comoindice el lugar que le corresponde en Se
contando a partir de la izquierda.

2. Sea n el nimero de bienes contenidos en Se, asignamos a cada
bien uno de los n primeros niimeros naturales bajo dos restricciones:

a. Cada numero debe ser asignado a un solo bien y

b. sia<blosbienes del grupo a deben tener indices inferiores a los
del grupo b.

Por otra parte, sea a_la cantidad del bien j consumida en la
produccién de una unidad del bien i (i,j =1, 2, 3,..., n). Si g, es la
cantidad del bien i producida en un sistema homotético construido
sobre la base de Se la cantidad del bien j utilizada en la produccién de
las q, unidades i sera a q,.

Se dice que un sistema es homotético si la proporcién entre la
cantidad producida de cada bien y la cantidad del mismo bien
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utilizada como medio de produccion en el sistema, es la misma para
todos los bienes. Sea o esta proporcion. Tenemos una ecuacién de tipo

(1) X agq, = —;— q, para cada j.

Se deduce de esta definici6n que no es posible construir un sistema
homotético con los bienes de una serie Se correspondiente a un bien
que no participa en su propia produccién. En efecto, la proporcién
entre la cantidad producida de este bien y la cantidad del mismo bien
consumida en la produccién de los bienes de su serie (igual a cero) no
esta determinada. Por este motivo habremos de tomar en cuenta, en
lo sucesivo, solamente las series correspondientes a las clases.

Sea 1, el mas pequeno y s, el mas grande entre los indices corres-
pondientes a los bienes del grupo k (b,k = 1,2,...t). Dado que los bienes
pertenecientes a este grupo no participan en la produccién de los
bienes contenidos en los grupos que se encuentran a la derecha de k
en Se tenemos a,= 0V (@Gj)talquei>s + 1yj<s,. Estonos permite
escribir las ecuaciones de tipo (1) correspondientes a los bienes del
grupo k bajo la forma:

S, s
! 1
(2) £ aq, +l jil aq+..+ X aq = —= 4

=1

<

Podemos escribirlas s, -1, + 1 ecuaciones de tipo (2) correspondien-
tes a los bienes del grupo k bajo la forma matricial.

1
3) Ay Q‘ + Ay Q2 ¥ oo F Akk Qkk - "o Q,

En donde
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B | . [ ]
aj k Ai 4+, - Qg qi,
p q.
Biie1 B - Bgien i,
A, = YQb:
a.lh_g. aih % 1-Su . | g9, ng

Siel grupokesunaclase A, es una matriz semipositivaindescom-
ponible mientras que si K es un bien que no participa en su propia
produccion A, = [0].5Sea A, el valor de Perron correspondiente a A, .

El sistema formado por las t ecuaciones de tipo (3) puede escribirse
bajo la forma:

1
4) AQ = — Q
(08
en donde A, 0 0..0 Q,
12 A ) QZ
A= Q=
A, A, A, Q,
- — (SET—
5 En efecto, para toda pareja de indices (i,)) en A es posible definir un conjunto
de coeficientes L=(a,, , a, &, &, )enA talquea  a, 6 a >Opuesto

que el bien j participa directa o indirectamente a la produccion del bien i, la cual

implica que existe un conjunto de bienes I =(b b b~ b ) pertenecientes
. o ), el l’lL . et b X

todos a la misma clase y tales que cada uno de ellos participa directamente a la

produccion del bien que se encuentra a suizquierda en 1. lo cual significa que los

elementos de L son todos superiores a cero (véase sobre este punto el libro de

Scwartz).
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La diagonal principal de A est4 compuesta exclusivamente de
matrices indescomponibles y de matrices nulas de formato (1) X (1)
mientras que todas las matrices que se encuentran a la derecha de
esta diagonal son nulas®. Por otra parte, puesto que cada grupo k
(para k > 1) participa en la produccién del primer grupo, existe al
menos un bien en k que participa directamente en la produccién de un
bien perteneciente a un grupob (donde b < k). En consecuencia hay al
menos una matriz A, = 0 tal que b < k para cada k > 1.

En estas condiciones existe una solucién positiva para la ecuacién
(4) si y solamente si las dos proposiciones siguientes se verifican:

a. _1_ = A, y(sit>1) b. A, >4, V k. Esta solucién esta determi-
o

nada ...

La condicién a se satisface haciendo = 1/A. En consecuencia po-
demos formular los resultados siguientes:

Es posible construir un sistema homotético que produce los bienes
de la serie de una clase si 1) la serie contiene una sola clase o bien si
2) el valor de Perron asociado a esta clase es superior al valor de
Perron correspondiente a cada una de las demaés clases de su serie.

Este sistema estd determinado y la proporcién entre la cantidad
producida de cada bien y la cantidad del mismo bien utilizado como
medio de produccién en el sistema es igual a 1/A en donde A es el valor
de Perron asociado a la clase correspondiente.

6 Se puede consultar sobre este punto el Teorema 7 presentado por Gantmatcher
(1966) en el 5 del capitulo 13 de su libro. Conviene indicar que si bien en el
enunciado de este teorema se habla exclusivamente de matrices convexas en la
diagonal de A la demostracién ahf expuesta es suficiente, también, si se admite
que en dicha diagonal puede haber matrices nulas de formato (1) X (1).
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En los sistemas construidos sobre la base de una serie S_ dada hay
al menos un bien en cuya produccién participan cada uno de los bienes
de S,. Llamaremos simple a un sistema de este tipo.

El ntmero de sistemas homotéticos simples que es posible cons-
truir sobre la base de un sistema de produccién dado es igual al
numero de clases que satisfacen las condiciones 1 6 2 indicadas més
arriba. En efecto, el conjunto de bienes que integran la serie de una
clase, asi como el valor de Perron asociado a cada clase, estan
determinados de una manera univoca.

Ademas de los sistemas simples es posible construir otros sistemas
homotéticos que no son simples. Por ejemplo, consideremos un sis-
tema de produccién donde se encuentran las series (a), (e,a) y (k,a) en
donde a,e y k son clases talesque A =24, yA > A . Eneste caso, ademas
de los tres sistemas simples correspondientes a las tres series, es
posible definir un cuarto sistema homotético que produce los bienes de
las tres clases.

Observacion

Se entiende por mercancia “equilibrada” una mercancia que ha
sido producida utilizando la misma proporcién entre cantidades de
trabajo y de medios de produccién en todas las fases de su produccion.

Miyao (1977) ha estudiado -el primero, a nuestro conocimiento- la
determinaci6n del nimero de mercancias equilibradas que es posible
definir sobre la base de un sistema de produccién dado.

El nimero de estas mercancias puede ser diferente al de las
mercancias homotéticas segin el sistema de que se trate.

Por ejemplo, en el §15 de Produccion de mercancias por medio de
mercancias, Sraffa hace referencia a un sistema donde la proporcién
entre cantidades de trabajo y de medios de produccién utilizados es la
misma en todas las industrias.
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Si en este sistema existe una sola clase sera posible construir un
solo sistema homotético mientras que el namero de las mercancias
“equilibradas” sera infinito. En efecto, toda coleccién de bienes
pertenecientes a este sistema habra sido producida utilizando la
misma proporcion entre cantidades de trabajo y de medios de produc-
ci6n en todas las fases sucesivas de su produccion.

Las mercancias “equilibradas” también han sido estudiadas por
Abraham Frois y G. Berrebi E. (1978), Ch. Bidard (1978) y A.
D’Autume (1985).

Apéndice B

Llamamos mercancia homotética(MH) al vector linea de los bienes
producidos por un sistema homotético.

Vamos a mostrar que toda mercancia homotética es producida de
tal manera que el valor de los medios de produccién utilizados y el
valor de los salarios pagados guardan la misma proporcién en todas
las fases sucesivas de su elaboracién.

Sea F el vector-linea de los medios de produccion utilizados en la
produccion de MH. Tenemos que

F = ——I——MH
1+R

Endonde 1 + Reslaproporcién entre la cantidad producida de cada
bieny la cantidad del mismo bien utilizada como medio de produccién
en el sistema.

Larelacién anterior nos permite escribir la ecuaciéon de produccion
de MH de la manera siguiente:

(1) 1+ FP+wL=00+RFP
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En donde P es el rector-columna de los precios correspondientes a
los bienes de MH, L es la suma de las cantidades de trabajo (o de las
unidades de salario) utilizadas en la dltima etapa de produccién de
MH y w es el valor de la unidad de salario medida en una unidad de
medida cualquiera (siempre que P esté medido en la misma unidad).

Para obtener la ecuacién de produccién correspondiente a la
pentltima fase de produccién de MH basta con dividir (1) por R. En
efecto obtenemos asi:

1+r FP + w
1+R 1+R

L=FP

En forma anéloga para obtener la ecuacién correspondiente a la t-
ésima fase de la produccién de MH (contando a partir de la dltima),
basta con dividir la ecuacién (1) por R ¢V, Se obtiene de esta manera:

(2)

1+r Py w B
(1 + Ry (1 + R)®» B
— 1 FPVtcN
(1+R) ’

Para obtener la proporci6n entre el valor del salario y el valor de los
medios de produccién utilizados en la t-ésima fase dividimos (2) por

1

1+ R FP , obteniendo asi:

(1+1)+ =1+R
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wL
FP

(3) = R-r

De donde se sigue que el valor de esta proporciéon en cada una de
las etapas es igual al valor que ella tiene en la primera etapa.

Por otra parte la ecuaci6on (3) nos muestra que el valor de MH en
unidades de salario se acerca a + « cuando r —> R mientras que sir
< R el valor de MH es un ntmero real positivo.
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