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® Resumen. Al tratar de simplificar los problemas de estimacion en relaciones no-

lineales, el economista recurre con frecuencia a utilizar transformacio-
nes sobre las variables originales de forma tal que el modelo con las nuevas variables sea
lineal. Sin embargo, estas transformaciones producen sesgos importantes al obtener, me-
diante proceso de retransformacion, el modelo original ajustado. Este articulo muestra
como corregir en forma facil gran parte de estos sesgos en algunos modelos frecuente-
mente utilizados. En la practica estas correcciones actiian sobre los sesgos proporcionan-
do modelos mas adecuadamente ajustados.

Fitting No-Linear Models and the Transformation Bias

® Abstract. When the economist tries to simplify non-linear relations frecuently

uses transformations of original variables in order to linearize the mo-
del. Nevertheless, the filled original model obtained by retransformation contains signi-
ficant biases. This paper shows how to correct those biases in some models frecuently
used. The corrective actuates over the biases in order to improve the fittness of the
model.



INTRODUCCION

Es de uso frecuente entre los economistas utilizar transformaciones
de las variables originales para tratar de simplificar los problemas de estima-
cion en el ajuste de una relacion no-lineal. Estas transformaciones son ge-
neralmente elegidas de forma tal que el modelo expresado en términos de
las variables transformadas sea lineal. Ahora, el interés del economista no
radica, en general, en este nuevo modelo, sino en la relacion no-lineal origi-
nal y por tanto debe aplicar alguna clase de transformaciéon contraria que
le devuelva la relacion original, después que el modelo linearizado ha sido
ajustado. El proposito de este articulo es mostrar que el proceso de re-
transformacion hacia la relacion no-lineal produce sesgos en el modelo ajus-
tado original que pueden llegar a ser importantes y que son en gran parte
corregibles. Se presentara un ejemplo para mostrar la necesidad de corregir
dichos sesgos.

1. El proceso de linearizacion

Conocemos que existe una relacion no-lineal entre X y Y, digamos
Y = f{X), donde consideramos que X es una variable no estocastica (este
conocimiento puede estar basado en la teorfa economica o en el uso de
diagramas de dispersion entre los datos de las variables X y Y). Elegimos
una transformacion lineal adecuada ya sea sobre la- variable dependiente
o la dependiente o sobre ambas. Se ajusta entonces el modelo lineal y se
prueba su validez siempre y cuando se cumplan las hipotesis necesarias
acerca del término de perturbacion del modelo linearizado. Este proceso
esta descrito en. muchos textos de econometria (véase H. Theil 1978) o
de estadistica (véase Draper-Smith 1981). Generalmente la atencién se
concentra en la eleccion de la transformacion apropiada para lograr lineari-
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dad y un comportamiento adecuado de los residuales (véase Box-Cox. 1964
y Mosteller-Tukey 1977).

Una vez que el modelo ha sido ajustado, ¢cudles son las razones por las
cuales se generan sesgos al tratar de obtener el modelo original ajustado?

Ilustremos esto con un ejemplo. Supongamos que el modelo no-lineal
adecuado es

Y = Aef1Xen (1)
Este modelo es facilmente linearizado tomando el logaritmo natural,
ImY=8,+ B, X+ u (2)
Utilizando minimos cuadrados ajustamos (2) y obtenemos
IAY = B, + X (3)
y el modelo inicial ajustado es
V= AabX - (4)

donde A = ¢Po

Si nuestro interés es obtener el estimador de la respuesta media de Y
dado X, el estimador generalmente utilizado es (4).

En realidad (4) es un estimador de la respuesta mediana de Y dado X,
como lo veremos pronto. Por tanto el sesgo al estimar la respuesta media
de Y utilizando directamente el modelo retransformado tiene la misma
base teorica que el sesgo introducido al utilizar la mediana muestral como
estimador de la media poblacional.

2. Algunos sesgos debido a la transformacion y su remedio

Logaritmo

Si elegimos la transformacion logaritmica como la apropiada, el modelo
lineal que ajustamos es de la forma
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WY =fp + B, X

donde B, y B, son los estimadores minimos cuadréticos de los coeficientes
del modelo lineal. Si hacemos la transformacion contraria obtenemos

A

Y = b X (5)
donde 4 = eéo
Veamos el sesgo de este modelo transformado.
InY= 6o+ B, X + 1 (6)
el cual después de retransformarlo se convierte en el modelo
Y = AePr X yx
donde 4 = ePo y y* = ¢H

Bajo el supuesto de normalidad en el término de perturbacién u* = e#
tiene una distribucion lognormal (véase Mood, Graybill y Boes 1974 ). En-
tonces la respuesta media de Y es simplemente

E(Y) = AeB X E(u*), bajo el supuesto que
X es una variable alea-
toria no-estocastica.

E(Y)= Aeb X ¢Y202 (7)

Ahora la respuesta mediana de Y, Med(Y), esta dada por
Med(Y) = AePrX Med (u*)
= APk X (8)
dado que la mediana de u* es 1.

Generalmente se acostumbra a utilizar AeP1X como el estimador de
E(Y), es decir utilizamos Méd(Y) como estimador de E(Y).

Comparando (7) y (8) podemos ver el sesgo que se introduce al esti-
mador E(Y) utilizando Méd(Y). Se puede probar facilmente que Méd(Y)
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es un estimador consistente de E(Y) pero que subestima a E(Y). El factor

1 & 38
de sesgo en este caso es €292 ] cual es multiplicado y crece exponen-
cialmente con 02.

Un remedio simple es aplicar un estimador de este factor al estimador
retransformado (5)

E(Y) =fieéIX e 6

E(Y) =Aebr X + 1,52

con A = ePo y donde ﬁa, l§1 y 6% son los estimadores minimo-cuadraticos
del modelo linearizado (6). Este modelo permanece ain con un sesgo, pues-
toqued yeP no son estimadores insesgados de 4 y eP1, respectivamente,
pero al aplicar el factor de ajuste se reduce la mayor parte del sesgo.

Como un caso particular de este modelo se encuentra el modelo loga-
ritmico doble o el modelo de elasticidad constante; para obtener esto basta
hacer X igual a /nX en el modelo (1) el cual es de la forma

Y=A4x5% ey (9)

P
Para este modelo E(Y)= AxP Y26 ,cond= ePo

3.  Un ejemplo

Para ilustrar la necesidad de corregir sesgos debido a la transformacion,
veamos un ejemplo basado en datos reales de los ingresos fiscales de los mu-
nicipios del departamento de Antioquia (Colombia) en el cual se pretende
investigar la incidencia del ingreso total de los municipios sobre el nimero
de alumnos matriculados en establecimientos oficiales del respectivo muni-
cipio. Para el estudio se excluyeron los municipios del Area Metropolitana
(Medellin, Barbosa, Bello, Caldas, Copacabana, Envigado, Girardota, Ita-
giif, La Estrella y Sabaneta) con el objeto de controlar el problema estadis-
tico derivado del flujo de personas que viven en un municipio pero estudian
en otro.

En este caso tenemos:
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Y = Namero de alumnos matriculados en los establecimientos oficiales
de las cabeceras municipales del departamento de Antioquia en 1980
(sin incluir los municipios del Area Metropolitana).

X = Ingresos totales de los fiscos municipales del departamento de Antio-

quia (sin incluir los municipios del Area Metropolitana), en millones
de pesos en 1980.

Se eligio una muestra aleatoria de 39 municipios y los datos fueron to-
mados del Anuario Estadistico de Antioquia. 1980. El modelo empleado fue

Y = AXB,eH, o sea el modelo o doble logarit-
mico.

El modelo linearizado es

IAY =Bo + B, InX + u, con A= ePo
El modelo linearizado ajustado es

Iny = 4.128471 + 0.926417 InX

para éste se obtuvo un buen comportamiento de los residuales y no apare-
cieron datos extremos, es decir datos que influencian la regresion.

El modelo retransformado ajustado es

A

V = 4.128471 x0,926417
Y = 62.082926 X 0,926417

El modelo retransformado corregido, utilizando el factor de correccion
que para este caso es ¢'/292 es de la forma

Y = 67.80 7377 x0,926417

La curva mas baja, como estimador de la respuesta media, parece estar
sesgada hacia abajo (véase Grafico No. 1). Cuando utilizados el factor para la
reduccion de sesgos se obtiene la curva mas alta, la cual es un estimador con
menos sesgo de la curva E(Y).
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Grafico No. 1
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Numero de

5
alumnos (y) Lo
R =
§ o*
3 o*
' o
4 o.
! o *
2 o.
+ o *
L o *
! o *
! .0 %
J o *
J o *
! o *
! 0. %
’ o *
¢ (=1
+ - o *
! o %
! o %
i o *
! o *
! o *
L o *
! o ¥
y (=T
! o ¥
+ [=} *
! o ¥
' o *
! o %
! o %
] o *
! o *
! o *
! o *
! o *
+ + + + + + e
Ingresos totales
(Millones de pesos)
(X)
* = Modelo corregido 0O = Modelo sin corregir = = Datos muestrales
de sesgos

Podemos utilizar las dos curvas ajustadas anteriormente para predecir
algunos valores de E(Y), en este caso el nimero promedio de estudiantes pa-
ra un nivel ’X de ingreso total.

Veamos algunos ejemplos y cual es la prediccion en ambos casos.
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Cuadro No. 1
PREDICCIONES UTILIZANDO LOS MODELOS AJUSTADOS

Predicciones del niimero

Valor del Ingreso medio de estimaciones
Numero (Millones de pesos) Sin corregir Corregido Valor Real
1 5.0 275.8 301.2 411
2 6.0 326.5 356.6 371
3 6.9 366.6 400.4 355
4 8.3 441.0 481.6 448
5 9.7 ‘ 509.5 556.5 686
6 9.8 514.4 561.8 795
7 10.1 528.9 577.7 592
8 11.0 577.8 630.5 614
9 11.7 602.1 622.0 1045
10 12.2 630.1 688.2 1198
11 15.9 805.3 879.6 1054
12 16.2 819.4 894.9 1079
13 20.0 ‘ 996.0 1088.0 1513
14 37.0 1764.1 1923.5 2065
15 39.1 1853.5 2024.4 1850

FUENTE: Departamento de Antioquia, Departamento Administrativo de Planeacion.
Anuario estadistico de Antioquia 1980. Calculos nuestros.

Observando el Cuadro No. 1 vemos que el modelo corregido predice
mejor en la mayoria de los presentados (exceptuando dos) el valor promedio
Y, y que el modelo sin corregir subestima constantemente el valor medio

de Y.
4. Otros modelos
Potencias positivas fraccionarias

Si la transformacién Y2/ es la apropiada, el modelo retransformado
observado es de la forma

Y= (Bo + B, X+ u)", para cualquier n entero
positivo y valores positivos de Y.
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Siu ~ n(o, 6%), entonces E(Y) = E(Bo + g, X + u)"" el cual es eln-

ésimo momento de una variable normal con media fo + B, X y varianza

0%. Los momentos de la distribucién normal son bien conocidos (véase

Kendall y Stuart 1969. Vol. 1) y proporcionan entonces el valor espera-
do de Y, dado X, para cualquier valor de n.

Por ejemplo, si n = 2 (es decir, utilizamos la transformacion raiz cua-
drada sobre Y), obtenemos que

E(Y) = Segundo momento de una distribucion normal con media
Bo + B, X y varianza o?.

E(Y) = (media)* + varianza = (Bo + B, X)* + o2 (10)

Por tanto el estimador con menos sesgos se obtiene sustituyendo

éo, él y 0? en (10)
E(Y)= (Bo + B, X) + o2
La inversa
Cuando empleamos la transformacion inversa 1/Y, el modelo es
1/Y=Po+B, X +u
para valores positivos de Y.

Se puede probar que E(Y) puede aproximarse por la cantidad

1 o 2
Ve e s
E(Y) Bo + B X ( (o + p.X (véase Miller 1984)

Un estimador de sesgos bajos se obtiene reemplazando los estimadores

minimo-cuadraticos Bo, B; v 02 en la expresion anterior.
~2

2 )

En este caso el factor de ajuste es (1+ T él X)?

Potencias fraccionarias inversas
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Si la transformacién Y /n. es la adecuada, la media de Y puede ser
obtenida combinando los métodos usados para la transformacién inversa
las potencias fraccionarias. Por ejemplo para la raiz cuadrada inversa ob-
tenemos.

- » 22 A A 20 29
E(Y) = — 1 ST 20A +?(ﬁo + ?‘X) 0
o + 6, X)* + o2 {(Bo +B,X)*+ o2} 2

)

5. Extension a algunos modelos no lineales con mds de dos variables
Si la relacion entre Y y las variables X;, X,. . ., Xj es de alguna de l’as
siguientes formas no-lineales y las variables explicativas X no son estocas-

ticas los procedimientos anteriores para corregir sesgos son facilmente ex-
tendidos asi,

SiY= 4. X1 +B2X2 +... +Br Xk gy

s BX R X e RRXE S 12 0
entonces E(Y) = Ae B Xy + B, X, BrXE + 1/

donde A = ¢Po y By B o ., Bk, 02, son los estimadores por minimos
cuadrados de Bo, By, . . ., Bx y 0> en el modelo

ImY=0+8X, +8,%5 +...+8Xs + 1

Para el modelo de elasticidad constante E(Y) =,/leﬁl X,Bz -
X‘zkel/z &2 l

SiY=(Bo+B X, +...00Xp + p)?
entonces

E(Y)=(fo+B,X, + 6, X, +... + B X)? +36°

SiY=(Bo+pB X, +B, X, +...+BXe)"
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entonces
E(Y) = r—mr i > )
Bo+ B X, +...+ X (Bo+ B, X, + ...+ BrXr)> ' |

Conclusiones

Cuando utilizamos variables transformadas pueden ocurrir sesgos im-
portantes en la estimacion del valor medio de Y. Para los casos expuestos
estos sesgos pueden ser reducidos, en proporcion, utilizando los sencillos
procedimientos dados.

Como observacion final, para el buen funcionamiento de estos facto-
res de correccion de sesgos es necesario que la hipotesis de normalidad en
el término de perturbacion del modelo sea satisfecha con buena aproxima-
cion; de otro modo estas correcciones no actuarin adecuadamente. Por
tanto el predictor para E(Y) no es resistente a alejamientos severos de la
normalidad de u.
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