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Introduccion

El esquema analitico de la economia de un pais que Vasily W.
Leontief presenté en The Structure of the American Economy 1919-
1939 en 1941, consiste en un sistema de ecuaciones lineales cuyos
elementos deben tener significado econémico, esto es, no deben ser
negativos.

Ahora bien, se sabe que un sistema de n ecuaciones lineales con n
incégnitas tiene la forma:

a, x, +a,x,+..a x =b,

a,X, + a,X,+...+a,x =b

. .
. .
.

ax +ax, +..+a x =b

nn n n

2
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la cual, si hacemos uso del producto de matrices, podemos escribir

By Bigovenens a, x; b,
8 8y -c0-. a, =1 b,

: b
a, a8, 0000 a_ 3 n

donde los n? coeficientes de las incégnitas, las n incégnitas y los n
términos independientes se han ordenado en forma matricial. Si de-
notamos por A la matriz de coeficientes, por x el vector de incégnitas
y por b el vector de términos independientes, podemos abreviar la
escritura del sistema para obtener:

Ax=Db

Sabemos que si A es no singular, el sistema tiene solucién tunica y
éstaes x = A''b.

Aqui nos proponemos presentar el problema planteado por Leon-
tief y exponer la solucién que dio Hukukane Nikaido en su texto In-
troduction to sets and mappings in modern economics. North Holland,
1970. (Existe traduccién al espaifiol bajo el titulo Métodos matemdti-
cos del andlisis econémico moderno. Ed. Vicens Vivens).

I. Presentacion del problema

A comienzos del tercer decenio de este siglo, V. W. Leontief (nacido
en 1905), fundamenténdose en los trabajos que en el siglo XVIII habia
iniciado el fundador de la escuela de los fisiécratas, el francés Fran-
cisco Quesnay, desarroll6 y profundizé el anélisis input-output o de
relaciones interindustriales como método para explicar los flujos de
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mercancias en una economia y las relaciones entre las demandas
finales y las diversas producciones requeridas para satisfacerlas. En
su forma m4s simple el modelo de Leontief tiene, entre otras, las
siguientes caracteristicas:

1. Divide la economia en n sectores (que también denomina
industrias), cada uno de los cuales produce una inica mercancia, esto
es, establece una correspondencia biunivoca entre las industrias y las
mercancias.

Designaremos con x, la cantidad de mercancia producida por el i-
ésimo sector durante un periodo de tiempo dado.

2. Distribuye el producto de cada sector en dos partes: una sirve
como insumo a la industria y la otra va a las exportaciones, al con-
sumo doméstico, a la construccién de nuevas plantas para la produc-
cién y a todo uso que no esté incluido como insumo para los sectores
industriales. Estos usos los realizan los llamados sectores exégenos y
los otros los endégenos.

Designaremos con x; la cantidad de mercancia producida por la
industria i que sirve como insumo a la industriaj y con c,, 1a parte del
producto de la industria i que no se utiliza como insumo, c, se
denomina demanda final de la mercancia i.

3. Supone que el producto de cada sector queda agotado por las
compras de los sectores endégenos y exégenos en el periodo analizado.
Para cada sector se puede pues, escribir la siguiente ecuacién:

n
X, = 2:1 X+ € i=1,2,...n
J:

esto es, el producto del sector i es igual a la demanda de los sectores
endégenos més la de los sectores exégenos (es decir, la demanda final).
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4. La cantidad de producto de la industria i necesaria para
producir una unidad de mercancia j permanece constante. Esto es, la
cantidad de la i-ésima mercancia que se utiliza como insumo para
producir un unidad de la j-ésima es un pardmetro del sistema (una
magnitud exégena).

Si para producir x, unidades la industria j requiere x,; unidades del
producto de la industria i, entonces el cociente x/x, permanece
constante; este cociente lo denotamos por a; yrepresenta las unidades
de producto de la industria i necesarias para producir una unidad de
mercancia por la industria j. Por lo tanto, el consumo que el sector j
hace del producto del sector i es ax y, en consecuencia, la ecuacién

anterior puede ser escrita asi:

n
1 Z a;X+ ¢ ¥=1;2 ;N0
j=1

esta dltima expresién da lugar a un sistema de n ecuaciones lineales
con n incégnitas:

X, =0 X, FALX L +a, X +C,
X = 8y X, + 80X, + e + 8, X +C,
X =&KX F +a_X +C_

que, empleando notacién matricial, podemos escribir:
x = Ax+c
Donde: x es el vector de las cantidades de produccién,

A es la matriz de coeficientes (“Coeficientes técnicos”),
¢ es el vector de las cantidades de la demanda final.
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La expresién x = Ax+c se puede transformar en (I-A) x=c donde I
es la matriz identidad. Si, finalmente, hacemos B=I-A el sistema se
reduce a:

Bx=c

Este sistema constituye el sistema basico de ecuaciones del anéli-
sis interindustrial de Leontief.

En este sistema de ecuaciones los elementos de B (que son de la
forma 1-a; y -a; i=j) son calculables mediante la férmula

donde el numerador y el denominador han sido medidos para un
periodo dado.

Habiendo llegado a este punto es conveniente recordar algunas
restricciones a que se hallan sometidos los signos de las variables
econémicas que aqui se estudian. Por su naturaleza los coeficientes
técnicos a; y las demandas finales ¢, son nulos o positivos. Asi mismo,
las cantidades producidas, x,, deben ser también no negativas. Estas
restricciones plantean el siguiente interrogante: ;podemos asegurar
que siempre existe una solucién (x , x,, .....,x )" del sistema Bx=c para
cualquier demanda final arbitraria no negativa (c,, c,, ...., ¢ )Ty que
dicha solucién es no negativa?

II. Las condiciones de Hawkins-Simon

D. Hawkins y H. A. Simon en su articulo “Some condition of
macroeconomic stability” (Econométrica. No. 17. 1949) estudiaron la
solucién del sistema planteado, con las siguientes restricciones:
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1. b>0;b; <0, siidj. ij=1,2,....,n.
(Recuérdese que b;=1-a; b =-a, para i=j)

2. ¢>0

Ma4s tarde Nikaido, en el texto ya mencionado, enuncié y demostré
una versién més general del teorema de Hawkins-Simon.

Teorema: Consideremos el sistema Bx=c, en el cual B es una
matriz nxn con b <0, para todo itj. Bajo estas hipétesis, las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:

a) Para algin ¢>0, el sistema Bx=c tiene solucién x30.
b) Para todo c30, el sistema Bx=c tiene solucién x0.
¢) Todos los menores principales de B son positivos.
d) B es una P-Matriz.

Antes de dar una demostracién del teorema aclaremos algunos
aspectos sobre la notacién utilizada en el enunciado.

1. Sea un vector xeR", de coordenadas x, x,, ..., X_.

n

a. Llamaremos a x, vector no negativo, y escribiremos x30, si
x>0 para todo i, es decir, si las componentes de x son todas no
negativas.

b. Llamaremos a x, vector positivo, y escribiremos x>0, si x>0
para todo i, es decir, si las componentes de x son todas positivas.

c. Llamaremos a x, vector cuasipositivo, y escribiremos x30, si
x,20 para todo i pero x40, es decir, las componentes de x son todas no
negativas y al menos una es positiva.

2. Sea A una matriz nxn.
a. Llamaremos menores principales de A a los determinantes

de las siguientes submatrices:
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a a a all al2 s aln

a a 11 12 13
a4 = = ,; 8yh 2
s | 8y 8y, 8y [ ; :
a,; A8y : :

a a a

3.
" - : anl an2 £z ann

el tltimo de los cuales, evidentemente, coincide con el determinante
de la matriz A.

b. Llamamos a la matriz A, P-Matriz, si cualquier submatriz
cuadrada de A cuya diagonal principal sea una parte de lade A, tiene
determinante positivo.

Ahora si veamos la demostracién del teorema de Hawkins-Simon
generalizado. Para concluir con la equivalencia de las cuatro afirma-
ciones demostraremos las siguientes implicaciones:

a)—>c)—>b)—>a)yb)—> d)—>c¢)
l.a)—>0¢)

Usaremos “induccién matematica” aplicada sobre el nimero de
ecuaciones, es decir, demostraremos por induccién que la afirmacién
“a) —> ¢)” es verdadera para un sistema de n ecuaciones con n
incégnitas.

Si el sistema tiene una ecuacién con una incégnita se reduce a:
b, x, = ¢,. Si a) se cumple, esto es, si para algin ¢ >0 existe solucién
x,20, obtendremos x>0 puesto que el producto b, x, no es cero. Asi,
b,, = ¢/x, es estrictamente mayor que cero, es decir, todos (y en este

caso solo hay uno) los menores principales son positivos.

Siel sistema Bx = c tiene dos ecuaciones y dos incognitas, se reduce
a:

bllxl + b12x2= ¢

b2lxl + b22x2= S,
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que escrita en forma matricial es:

Como estamos aceptando que la condicién a) se cumple para este
sistema podemos afirmar que para algin ¢ >0 y algin c,>0 existen
x,20 y x,20 que satisfacen el sistema.

De la primera ecuacién podemos obtener b, x, = ¢ -bx,. Como

IF=1 1272°
¢,>0, b,,<0 y x,20, entonces b, x>0 y como x,>0 se concluye b, >0.

111
Eliminando x, de la segunda ecuacién, para lo cual basta restar a

la segunda ecuacién la primera multiplicada por b, /b, ,, se obtiene:

11 712 xl cl
Q. babd-xs s
b b
o= -2 ''=¢, - 21
dénde b,=b,- -2 b, yc,=¢,- He,
11 bll

Ahora: ¢,>0 ya que ¢,>0, b, <0, b, >0 y ¢,>0. Ademés b’ x,=¢’, y

como ¢’,>0 entonces b’,,x,>0 y dado que x,>0 podemos concluir que
b’,,>0.
22

Finalmente, los menores principales de la matriz B son todos
positivos. En efecto:

det(b,]=b, >0y
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Asumamos que la afirmacién “a)—>c)” es verdadera para un
sistema de (k-1) ecuaciones lineales con (k-1) incégnitas (esta es la
hipétesis de induccién) y demostremos que la afirmacién se sigue
cumpliendo si el sistema tiene k ecuaciones y k incégnitas. Para ello
supondremos que se tiene un sistema kxk que cumple la condicién a)
y probaremos que ese sistema cumple la condicién c¢). Escribamos
pues el sistema Bx=c de orden kxk en su forma matricial:

b, b, ... b, X, e,
b,, by, ... b, X, [ _|¢,
S T bl | x| le

Como estamos aceptando que la condicién a) se cumple para este
sistema, podemos afirmar que dados ¢ >0, ¢,>0, ..., ¢,>0 existen x>0,
x,20, ..., x,20 que lo satisfacen.

De la primera ecuacién podemos obtener:

k
b,x,=¢,- 22 b, x,
J:

Como cada uno de los b, <0 y cada x,20, resulta que cada producto
bljxj<0 y como ¢ >0, entonces b, x>0 y dada la no negatividad de x,,
se obtiene b, ,>0.

Eliminemos la variable x, de las (k-1) dltimas ecuaciones del

sistema. Para ello restemos a la i-ésima ecuacién (i=2,..,k) la primera
multiplicada por b, /b,, y hagamos
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b.
’ il ) 2 P .
b = bij s b, blJ y O=¢ - c,. Asi el sistema se reduce a
b“ b12 ..... blk X, c,
? 5)22 ..... t.>2k x| _ ¢,
0 b, . bl L% | &

Examinemos los signos de los coeficientes y de los términos
independientes de este subsistema de orden (k-1) x (k-1).

b’,;<0 para ifj porque: bqso si i$j; b, <0 y b,<0 ya que son
elementos de la matriz B inicial y j$1, i1 y b, >O0.

¢ >0 porque: ¢>0; b, <0; b, >0 y ¢,>0.

Asi pues, el subsistema en cuestién satisface las condiciones ini-
ciales del problema (esto es, los coeficientes que no estan en la diago-
nal principal son no positivos) y los términos independientes son
positivos, ademads, sabemos que este sistema tiene solucién no nega-
tiva. Podemos concluir que el subsistema cumple la condicién a), y
aplicando la hipétesis de induccién afirmamos: la matriz de este
subsistema tiene sus menores principales positivos, esto es:

' ) b' b’ b
b 22 b 23 . 23 o
b',,>0, det >0,det | b',, b, b, |>0
b'32 blsa . ; ,
3 e tl b 42 b 43 b 44 |
bl b b,,’
 nselpon i o
b, b, ... b'kk—
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Calculemos, finalmente, los menores principales de la matriz B
inicial.

b,>0
bll bl2 bll bl2
det =det =b,b',, >0
| S 015 THe
b b b
11 bl2 b13 Ou '12 '13
det | boy by by | = det g T
bal bsz b33 0 b'32 b'sa
1 bl
=b, det '22 '23 >0
32 b 33
B - [ 7
b,, 2 s by bl B . oo b,
det D O b, = det 0 - . I.)'Zk
L_bkl B onoas bkk— 0 Bigg ol win b,
| ¢ et b’
=b, det | . 22 : N
by e b,

Asi pues todos los menores principales delamatriz B son positivos.

Hemos probado que “a) —> ¢)” se cumple.
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2. ¢)—>Db)

De nuevo aplicaremos el método de induccién matematica sobre el
numero de ecuaciones del sistema.

Si el sistema Bx=c tiene una ecuacién con una incégnita se reduce
a b, x,=c,. Como estamos aceptando el cumplimiento de la condicién
¢) podemos afirmar que todos los menores principales de B son
positivos, es decir, que b, >0 (Este es el tinico).

Seac,>0, c,$0 porque el vector cse reduce al elementoc , despejan-
do x,=c /b,, se tiene que x,>0, esto es, que dado c30 existe x30 que es
solucién de Bx=c.

Asumamos ahora que la afirmacién “c)—>b)” es valida para un

sistema de orden (k-1) x (k-1) y demostremos que se cumple para uno
de orden kxk. Sea

b 11 b]2 """ b 1k xl cl
b2l b22 """ ]?21( ,.(2 1 c2
b, by, .. by || %] |&

un sistema que cumple la condicién c), esto es, un sistema cuyos
menores principales son positivos. Como b, es uno de esos menores,
entonces b, >0 y podemos, como antes, eliminar x, de cada una de las
ultimas (k-1) ecuaciones, restando de la i-ésima ecuacién la primera
multiplicada por b, /b .

Consideremos, pues, el subsistema siguiente:

b, by, .. bo] 17 [
L} L L

 SARTENE SRR R b PP TE
. 4 .3 03
Al L} 1 x '

b B o b, k c
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Este subsistema satisface ¢ 20 y b’,<0 para todo i4j. La justifica-
ci6én es la misma que en la primera parte. Ademaés:

22 by by,
2 1 det bll bl2
L __b2l b22
b, b,
ycomob, >0y det > 0 entonces b',, > 0
b2l b22
|22 b 1 det bll b'12 b.l3
det L b = 0 b 22 b 23
32 b # ' '
0 by, by
b 12 13
= —;_ det b 22 23| = Oy
q by, b, 33
G B, e b, ¢ b, b e b,
det | Py By o b, = ——b—det 0 Brgner i, [
. . il . :
i b,, b, ... b, | i 0 5 VN b'kk_
. - g b,
= _b— det b, _— b, | >0
" z s
i b, Bis e b, |
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Estas ultimas expresiones significan que el subsistema cumple la
condicién ¢). Aplicando la hipétesis de induccién (més el hecho de que
¢;20) al subsistema, podemos afirmar que él tiene solucién (x,, x,,...
x, )T con componentes no negativas.

Sélo resta demostrar que x 0.

En efecto: Como b, x +b x,+.....+4b x,=c, y b, >0 podemos des-

pejarx,=1/b,, (¢;-b ,X,-......-b; x, )y comoc,20,b <0 (=2,3,.... k) y x 20,
se tiene que x 0.

Por lo tanto el sistema tiene solucién (x,, x,,....., X, )T > 0 siempre
que {6 e300 0.

3. b)—a)

Debemos probar que si el sistema Bx=c tiene solucién x30 para
todo c>0, entonces el mismo sistema tiene solucién x>0 para c>0.

O lo que es lo mismo: si para términos independientes no negati-
vos existe solucién no negativa, entonces para términos independien-
tes positivos existe solucién con al menos una componente positiva.
En efecto: si x=0 se tendria Bx=0 = ¢>0 y el sistema no tendria
solucién, lo que contradice la condicién b) que dice que para todo c30
existe solucién x30.

4. d)—>c¢)

Si todas las submatrices de B que contienen como diagonal
principal alguna parte de la diagonal principal de B tienen determi-
nante positivo, es claro que los menores principales sean todos
positivos.

5. b}—d)
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Antes de presentar la demostracién hagamos una aclaracién: una
matriz se llama de permutacién si es el resultado de permutar dos
filas cualesquiera en la matriz identidad. Si P es una matriz de
permutacién, P! siempre existe y es igual a P’; ademas, si P se ha
obtenido permutando las filas k y m de la matriz identidad, el
producto PA es igual a la matriz A con sus filas k y m permutadas, y
el producto AP permuta en A las columnas k y m. Finalmente, si P, y
P, son matrices de permutacién, el producto P,P, también lo es.

Ahora si veamos la demostracién: asumamos que Bx=c es un
sistema que cumple la condicién b) y sea P-una matriz de permu-
tacién. Tenemos PBx=PBP-'Px=Pcy haciendo z=Px y d=Pc, resulta la
igualdad PBP-'z=d.

Empleando este artificio un nimero finito de veces podemos
trasladar cualquier submatriz cuadrada cuya diagonal sea una parte
de la diagonal principal de B a la esquina superior izquierda de B.
Ademés si la condicién de no positividad para los elementos con
subindices distintos en la matriz B se cumple, también se cumple en
PBP! porque las permutaciones que hacen P y P! dejan los elemen-
tos en la diagonal aunque en sitio distinto. Finalmente, es claro que
sic30yx30, también d>0y z>0 y si el sistema Bx=c tiene solucién x30
para todo c30 entonces el sistema PBP-'z=d tiene solucién z30 para
todo d30, es decir, el sistema PBP-'z=d cumple la condicién b) y, por
lotanto, también cumple la condicién ¢), es decir: todo menor principal
de PBP-! es positivo y por lo tanto toda submatriz de B cuya diagonal
sea parte de la diagonal principal de B tiene determinante positivo,
esto es, B es una P-matriz.

* Esto sélo es cierto si la matriz de permutacién permuta dos filas. Si se permite

que la matriz permute maés de dos filas la inversa de P serfa igual a P, esto es,
a la transpuesta de P.
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II1. Matrices descomponibles e indescomponibles

Segun la versién dada por Nikaido del teorema de Hawkin-Simon
si B es una P-matriz podemos garantizar la existencia de una solucién
x30 para todo ¢>0 (6 ¢20) del sistema Bx=c en el cual bﬁso para todo
i=j. Veamos c6mo la descomponibilidad permite una nueva caracteri-
zacién de la solucién de este sistema.

Definiciéon: Una matriz cuadrada A se llama descomponible si
existe una matriz de permutacién P tal que:

Al Al2
PAP 1=
0 v

donde A" y A% son submatrices cuadradas, no necesariamente del
mismo orden, y 0 denota una submatriz nula.

El concepto de descomponibilidad, que algunos llaman reducibili-
dad, tiene una interesante interpretacién econémica si se considera
que A es una matriz de coeficientes técnicos. Sea J el conjunto de
indices de las filas que intervienen en A!! y sea K el conjunto de los
indices de las filas que intervienen en A%, De acuerdo con la defini-
cién, si A es descomponible, ninguna mercancia de las indizadas por
elementos de K interviene en la produccién de las indizadas por J. es
decir, la produccién de estas ultimas se logra independientemente de
las primeras. A las mercancias indizadas por los elementos de J se les
llama productos basicos del sistema.

Si ademas, en la definicién de matriz descomponible exigimos que
A= 0, se tiene que las mercancias indizadas por los elementos de J
tampoco intervienen en la produccién de las indizadas por K. En este
caso se dice de la matriz A que es totalmente descomponible.
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Es bueno observar que no es cierto que toda matriz que contenga
elementos nulos es descomponible. Sean

>

Il
O e
w N o
- W

oo}

I
o w o N
Q= oo

S O =
0 O Ot =

Mientras que A es indescomponible, B es descomponible.
Ahora si, veamos, como caracterizar la solucién del sistema Bx=c.

Teorema: Consideremos el sistema Bx=c, en el cual B=I-Ay A es
una matriz cuadrada nxn con a,20 para todo i#j. Si A es una P-Matriz
indescomponible entonces para cualquier ¢30 el sistema Bx=c tiene
solucién x>0.

Dos lemas previos a la demostracién:
Lema 1: Si A es descomponible, I-A también lo es.

En efecto: Si A es descomponible existe una matriz de permutacién
P tal que:

All A2
0 AZ

PAP: =

Al A2 I-Al A2
Ahora: P(I-A)P! =PIP'-PAP'=1- =
0 A% 0 I-A%

de donde se concluye la descomponibilidad de I-A.
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Lema 2: Si A es indescomponible I-A también lo es.

En efecto: Si I-A no fuera indescomponible, es decir si fuera
descomponible, I-(I-A) seria descomponible, y por lo tanto A seria
descomponible.

Prueba del Teorema:

Consideremos el sistema Bx=c con c0 y definamos los conjuntos I
y J asi:

I = {keN:x,=0} y J={keN:x,>0}

En estos conjuntos observemos lo siguiente:

1. Suuniénesel conjunto (1,2, ....,n} pues x, no puede ser negativo.
Ya que siendo B una P-Matriz, por el teorema de Hawkins-Simon, se
cumple que siempre que c0 la solucién es x30.

2. El conjunto J no es vacio. Porque si lo fuera, x,=0 para todo iy
por lo tanto ¢,=0, contradiciendo ¢30 (al menos un ¢>0).

3. Si demostramos que I es vacio, el teorema queda probado.

Supongamos, utilizando el método de Reduccién al Absurdo, que I
no es vacio y sea r uno de sus elementos.

Consideremos la r-ésima ecuacién del sistema Bx=c:

n
) b x =c,
i=l1

Como x =0 por la definicion de I, entonces la r-ésima ecuacién se
reduce a:
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Sic,>0, se tiene una contradiccién ya que cada b <0y x>0y por lo
tanto la suma seria negativa.

Si ¢, =0 entonces tenemos:

E brjxj:'o E bn.xj+ 2 b'ixj=0
j#r jel jed

Pero el primer sumando de la ultima expresi6n es cero ya que x,=0
porestarjen I, porlotanto podemos concluir que el segundo sumando
es cero y, como x>0 para todoj en J, se sigue que b_=0 para todo r en
Iyjendy porlotanto la matriz B es descomponib?e, contradiciendo
el lema 2.

Con la argumentacién anterior se concluye que es imposible que el
conjunto I no sea vacio ya que en cualquier caso nos lleva a una
contradiccién. En consecuencia él es vacio y J=(1, 2, ..., n}, esto es,
todas las componentes del vector solucién del sistema son positivas.

Este teorema permite una interpretacién econémica util si A es
una matriz de coeficientes técnicos:

Si la matriz es indescomponible la demanda interindustrial nece-
sita, para ser cubierta, que todos los procesos de produccién se pongan
en marcha, incluso aunque no exista demanda final para algunas (no
todas) de las mercancias, mientras que ello no tiene por qué suceder
cuando la matriz A es descomponible.

Finalmente, un teorema que agrega una condicién equivalente a
las cuatro de Hawkins-Simon y que da una forma alternativa de
encontrar la solucién del sistema.

Teorema: Dado un sistema Bx=c, nxn, con bing para todo i$j y
c¢20:

1. Si todos los menores principales de B son positivos entonces B!
existe y B'>0.

2. Si B! existe y B30 entonces para todo c30 existe x30.
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Prueba:

1. Como todos los menores principales de B son positivos y el
determinante de B es uno de ellos podemos asegurar la existencia de
B! yla solucién del sistema es x=B-'c. Ademaés como de la positividad
de los menores principales de B se concluye la existencia de la solucién
x>0 paratodo c20, podemos tomar c=e,, donde e, es lai-ésima columna
de la matriz identidad.

El vector B'e,, que es un vector cuasipositivo, es igual a la i-ésima
columna de B'. Hemos probado que la i-ésima columna de B! es
cuasipositiva y de aqui podemos concluir la cuasipositividad de la
matriz B

2. Si B! existe, la solucién del sistema es x=B!c y si la inversa de
B es cuasipositiva es claro que para cada c30 el producto B'c30 y por
lo tanto x20.

En relacién con este teorema es conveniente hacer notar que si
ademads de la condicién de cuasipositividad de B se exige que B sea
indescomponible se puede concluir que B'>0.
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