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DESCOMPOSICION EN FRACCIONES PARCIALES

RESUMEN

En este articulo se estudia el método de Heaviside para descomponer una
fraccion propia f(x)= p(x)/q(x), es decir, p y g son polinomios, y
grado(p(x)) < grado(q(x)) . Este tipo de descomposicién se utiliza en €

clculo de integrales de funciones racionales y para encontrar algunas

transformadas inversas de Laplace y se basa en un teorema del algebra

avanzada, el cua establece que cada funcidn racional, sin importar que tan

complicada sea, puede rescribirse como una suma de fracciones mas simples,
5x—-3 2 3

= + .
x?-2x-3 x+1 x-3

PALABRASCLAVES: Fraccion propia., fracciones parciales.
ABSTRACT

This paper studies the Heaviside method for decomposing an own fraction
f(X)=p(x)/q(x). That is to say, p and q are polynomials and
degree(p(x)) < degree(q(x)) . This type of decomposition is used to

calculate integrals of rational functions and to find some inverse Laplace

transforms and it's based in a theorem of advanced algebra, which it

establishes that each rational function, no matter what complicated it was,

can rewrites as a sum of fractions most simples, by example
5x—3 2 3

= + .
xZ_2x—-3 x+1 x-3

por gemplo
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1. INTRODUCCION. CASO 1. x=a es una raiz rea simple de q(x), es
La descomposicién en fracciones parcides de una decir, q(x)=(x-a)t,(x), con t,(a)=0. Entonces
fraccion propia es un procedimiento utilizado muy existe unafuncion w, ' tal que
frecuentemente cuando se va hallar una antiderivada de A :
una funcién racional o cuando se quiere encontrar la f(x)= + W, (X), (@]
transformada inversa de Laplace. En la mayoria de los X—a
textos de Célculo no se hace un tratamiento  detallado de y A se calculadelasiguiente manera:
este tema. En [3] se hacen agunas observaciones sobre e Paso 1. Se multiplica en ambos lados de (1) por x —a
método de Heaviside, pero no se profundiza. Este tema se para obtener
encuentra desarrollado en [1] y [2] de una manera méas
formal, de donde se ha tomado y se ha ampliado. En este p(x)
] L7 : —L=A+(x—a)w,(X).

articulo se asume que los polinomios p(x) y q(x) tienen t, (X) a
coeficientesreales. )

Paso 2. Seasignaax €l valor de a, de donde
2. CONTENIDO.

a
Empezamos € desarrollo considerando los posibles caso A= % .
a

gue se presentan en lafactorizacion de g(x) .

2.1. Método algebraico
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Este procedimiento se repite para cada raiz simple de

a(x)-
Este es e mé&odo més cominmente utilizado. A
. . . . . X+1
continuacién se analizan los casos posibles. Ejemplo 1. Calcule J.#dx .
X° + X —6X

! Losindicesen las funciones ta y W, seusan paraindicar que
dichas funciones dependen delaraiz a.
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Soluciéon. Hay que encontrar la descomposicion en
X+1

x3 + x? —6x

hay que hallar constantes A, By C tales que
A B C

f(X)=—+—+—.
) X X—2 Xx+3

fracciones parcides de f(x)= . Es decir,

Como p(x)=x+1 Y q(x)=x>+x?-6x. Al factorizar
g(x) setiene q(x) = x(x—2)(x+ 3) . Luego,

A p(0) 0+1 __1
Ct,(0) (0+3)(0-2) 6’
B—&— 2+1 3

T4,(2) 22+3 10

_p=3  3+1 2
t5(-3 -3(-3-2 15’
Luego
f=—ty—3 2
6x 10(x—2) 15(x+3)
Por lo tanto,

1 3 2
I f (X)dx = —Eln|x|+ﬁln|x—2|—Eln|x+3|+C

CASO 2. S x=a es una raiz rea de multiplicidad
m>1 de q(x), es decir, q(x) = (x—a)™t,(x) . Entonces

f(x)= A A A

S (x—a)"  (x-a)™* (x—a)?

A

+_1
X—a

@

en donde A, Ani, ..., A; se caculan de la siguiente
manera

Paso 1. Se multiplica a ambos lados de (2) por (x—a)™,
para obtener

:‘TXX))= A+ Apa(X— )+ A(x—2)™ +

+(x=a)" W, (X)
Paso 2. Seasignaax € valor de a, de donde

_ p(a)
@

Paso 3. Se multiplica en ambos lados de (3) por
(x—a)™t,(x), paraobtener

PO =[A, + Ay (X=a)+-+ A (x-a)" " +

+(x=2a)"w, ()] t, ().
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Paso 4. Se efectlian los calculos en e lado derecho para
obtener un polinomio

Paso 5. Se igualan los coeficientes de las potencias
correspondientes de x y se resuelven las ecuaciones
resultantes paralos coeficientes A, ;,..., Ay, A.

CASO 3. S x=a=a+if €s una raiz complega
smple. En este caso también lo es X=a=a-if,
puesto que q(x) tiene coeficientes redles. Es decir,
a(x) =[(x—a)? + %] t,(X) . Entonces

F(x) = AX-a)+B

Oyl AT

(X—«a
en donde Ay B se calculan de la siguiente manera

Pasol. Se multiplica en ambos lados de (3) por
(x—a)? + B? paraobtener

P _ A(X—a) + B+[(x—a)? + BZ]w, (X)

ta(X)
Paso 2. Seasignaax el valor de ¢, de donde

g P@)
ta(a)

Paso 3. Seasignaotro valor dex y se despgaA.

LW, (a) .

CASO4.S x=a=a+if esunaraiz complejadoble.

En este caso también lo es X=a=a—if. Es decir,
q(¥) =[(x—a)? + B2 t,(X) . Entonces

A(X-a)+B C(x-a)+D

f(X): 2 212 2 2
[(X-a)"+B7]" (x-a)"+p

en donde A, B, Cy D se calculan de la siguiente manera

+W,(X), (4)

Paso 1. Se multiplica a ambos lados de (4) por
[(x—a)?+ %] ? paraobtener

&: AX-a)+B

ta(X)
+[(x=a)? + BZ1[C(x-a) + S]

+{(x-a)? + B2 2w (¥)

Paso 2. Despejar p(x) en la expresion anterior, efectuar
los productos en e lado derecho para formar un
polinomio, igualar coeficientes y luego resolver e
sistemaresultante en A, B, Cy D. Unaforma aternativa
es asignar valores adecuados a x para formar un sistema
en A, B, Cy Dy luego resolver el sistema resultante.

2.2 Método deHeaviside

El método de Heaviside es similar a método algebraico.
L 0s casos se enuncian como teoremas.



Scientiaet TechnicaAfio X1, No 31, Agosto de 2006. U.T.P

P(X)

Teorema 1. Suponga que f(x)=—-—= ) y que xX=a es
q

una raiz real smple de q(x), es decir,
g(x) = (x—a)t,(x), con t,(a)=0.Entonces existe una
constante A tal que

f(x)_ a+w (%),
endonde A= P(2) o bien A:ﬂ.
t.(a) q'(a)

Demostracion.

Sea h,(X)=(x—a)f(x). De acuerdo con la teoria de
fracciones parciales, existe una constante A tal que

px) . p(® A
o= a(x)  (x—at,(x) x—a+Wa(X)' @

Al multiplicar por (x—a) aambosladosde (1) setiene

ha(X)=(X—a)f(x):M

a(x)
_ P _ _
_ta(x) = A+ (x—a)w, (x)

Al tomar limites se tiene
A= Iim ha(x) = Iim(x—a) f(x)
—a

X _ p@@
X%at a0 ta(a)
Al aplicar lareglade L'Hopital setiene
A=limh, (x) =lim(x-a) f (x)
(X8R0 o (=) pOo)*
xa (X a2 q(x)

_lim PR+ (x=a)p'(¥) _ p(a)
x~a q'(x) q(a

£ (5 = PO)
=100

q(¥) =(x—ay)(x—-a,)...(x-a,) con a %a; para

Corolario 1. Supongamos que

i # ] . Entonces

A h A ,
- X—-a X—a,

f(X)=

en donde
A =Ilim(x-g)f(x) paai=12,...,n
X—a

)
a(x)

unaraiz real de multiplicidad m>1 de q(x), es decir,

Teorema 2. Suponga que f(X) = yque X=a es
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q(x) = (x—a)"t,(x) . Entonces

AR A

f(x) = :
M= o oy T
en donde
i _ _ b3
Am _)I(I_rgha(x)_ ha(a)_ ta(a) ,
i p(x)
A= lims (t (x)]
para k=12,...,m-1.
o bien
1 P(X) —ra (X) ta (X)
L@ T’{ (x—a)" }
para k=12,...,m-1, donde

Fa(X) = A+ A g (x—a) + Ay g (x—a) ™.

Demostracion.

p(x)
ta(x)

Sea h,(x)=(x-a)" f(x) = . Existen constantes

AL A, ..., A, tdesque

f(X):p(x): p(x)
a)  (x-a)"t,(x)

A LA
_x—a+(x—a)2+ + 2
An-1 + An +Ww, (X)

Team™ ()

Al multiplicar por (x—a)™ en ambos lados de (2) se
tiene

ha (%) = (x=a)" f () = Ay, + (X—a) Ay +
+(x—a)2 A, ,++(x—a)" A +

+(x=a)"w, (X)

Despegjando A, haciendo
Sa(X) = Apg + App(x—a) +-+ A(x—a) ™" +

+(x—2a) " W, (%)

y tomando €l limite se obtiene
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A, = lim[h, (X) — (x—a)s, (X)]

= limh, (4 - PO _ pa)
0 L@

Unavez hallado A,, procedemos a encontrar A,
parak=1,2,..., m=2,m-1

Al derivar h,(x) con respecto ax setiene

e (0] Ans + 203 Ay ot
+(Mm-1)(x—a)" %A +(x—a)"w' (x)+
+m(x—2a)"TW(X) = A4 +(X— )1, (X)

Al despgjar A, ; y tomar €l limite setiene

d p(X)
A“demM)mm&mj

Por otro lado, @ multiplicar a ambos lados de (2) por
(x—a)™" y despejar se obtiene

(-2 ™1 () = Ay (X @) Ay g ok

+(x—a)"™% A+ (x—a) ", (X)

Ay = (x=2)H (9~

—(x= B A+ (= Q)™ A, +(x—2)™ Pwy(x)]
-a™p) Aw _ p) A,

(x-a)"t,(x) x-a (x-at,(x) x-a
P9~ Anta(9)

(x—ata(x)

Al tomar € limite setiene

1, (p(x)—%ta(x)j.

t,(a) x~»d X—a

Ama =

El dltimo limite se puede evaluar mediante la regla de

L'Hépital porque es de la forma % Recuérdese que

_ h® -
An = L@ Esdecir,
- im(p - _P@-At @
Ama = ) X_)a(p () - Anta (X)) = () :

Derivando nuevamente, despejando y tomando limites se
tiene
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2

2Am—hmOI (ha(¥)=hy"(@).

De donde

p(x)
=—h -
An-2 a '(a) = 2 x—>a x> [ta(X)j

También

A -t Im{p(x) Anta (%)~ A1 (X- 2t (x)}

t (a) X—>3| (X a)
El dltimo limite se puede evaluar mediante la regla de

0
L'Hopital porque es de la forma 6 . Este procedimiento
se generaliza parallegar ala siguiente expresion

P(X)
ta(X)

k
Ank =i { J,para k=12---,m-1.

x—>ak| dX
p(X)
a(x)
A A

x-a (x-a)’ (x-a)™

Corolario.Si f(x)=—="y q(x)=(x—-a)™, entonces

F() =

en donde

An=P(@), An1=P'(a),

1_.. 1
AnFZZEP (a)v---Am—k:Ep(k)(a)a
paak=12---,m-1.
3_
Ejemplo 2. Descomponga f(x):LX;L2 en
(x+12)

fracciones parciales

Solucion.
p(x)=x3—2x+2, p'(X)=3x> -2, p"(X)=6X,
p"(x) =6.Luego

x3—2x+2:A1+ A A A
(x+)* x+1 (x+D? (x+D® (x+1*

Ay =P(-D)=3 Ay=P'(-)=1 A, =1P"(-D=-
A=1P"(-1=1

Luego
1 3 1 3

x+1  (x+1)2 ’ (x+1)° ’ (x+1)*

f(x) =



Scientiaet TechnicaAfio X1, No 31, Agosto de 2006. U.T.P

2 _9s? +155-9
(s-2)(s-1°
denota latransformadainversa de Laplace.

Ejemplo 3. Halar L‘l{zs },dondeL'l

2s® —9s? +15s-9

Solucién. Aqui F(s) = 5261

A B C D
F(s) = s—2+s—1+(s_1)2 +(s—1)3 )

Entonces

28 -9s? +155-9

A=lim(s—2)F () =i
lim(s=2)F(s)=1im (s-1)°
3 _ 2 _
D = lim(s—1)3F(s) = lim2>_— 95" +155-9 _,
s>1 s>l (3—2)

Para € célculo de By C se evalla F(s) en dos valores

distintos de s que no sean 1 ni 2 para obtener un sistema

2x 2 en By C, aprovechando que ya se conocen Ay D.
1 B cC 1

F(0) = —t—+—
—2 -1 1 -1
S_ 1 gica
2 2
de donde
B-C=3 D
F(_l):i+£+g+i
-3 -2 4 -8
35 1 B C 1

24 3 2 4 8’
de donde
2B-C=4 (2

Resolviendo el sistema formado por (1) y (2) se obtiene
B=1yC=-2
Luego

F(s) = 1 N 1 2 1

s-2 s-1 (s—1)2 " (s-1°

Por |o tanto,

LHF(s)}=e* +€e' +te' +%t2et.

Teorema 3. Suponga que f(x)= X y que

a(x)
X=a=a+if esunaraiz complga smple. En este
caso tambiénloes X=a=a —if, puesto que asumimos
gue (q(x) tiene coeficientes redes. Es decir,
a(x) =[(x—a)? + B?]t(x) . Entonces

A(X a)+B
f)=——r—
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en donde

_ _rd P@
B=Re(h,(a))= Re[ t(a)j

1 @)
A= M @)= [t(a)J

donde h,(x) =[(x—a)?+ B2]f(X)

Teorema 4. Suponga que f(X)= p() y que

a(x)

X=a=a+if esunaraiz complga doble. En este
caso también lo es X=a=a-iff, es decir,

q(x) =[(x—a)? + #?]%t,(X) . Entonces
f(X)_Al(X 0,’)“1‘81 AZ(X a)+BZ
(x-a)? + 5° [(x )2+ p2f

+ W, (X)

en donde

B, - Relh, (@)~ Re[ P@) ]

ta(a)

p(a)
h 1
A, = ﬂ Im(h, (a))= ﬂ [t()J

1 .
B=s Im(h' (@)

[A; - Re(h,'(@))],

donde h, (x) =[(x—a)? + %] % f(X)

Ejemplo 5. Encuentre la descomposicion en fracciones
2x% —3x+4

0 +4)|(x=1)% +1

1
A1_2ﬂ2

parcialesde f(x)=

Solucioén.

-3x+4 Ax+ B C(x 1)+D

f
()= (x> +4)[(x 1)2 +1] C1d (x-D?+1

Luego

2x? —3x+4
(x=1)2+1

(x2 +a)[C(x-1)+ D]
(x-1)2%+1

hy () = (X* +4) f (x) =

hy (X) = AX+B+

Entonces
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2(2)? -3(2) + 4 (3]
(2i-12+1
 -4-6  -4-6 2+3
C_4-4i+1+1 —2-4i  1+2i
_(2+3)@a-2) 8 1,
(1+2)1-2) 5 5

hy (21) =

hy (X) = A(2i) + B
Deahi, A=—% y B=£.

2_
1 09 = =27+ 41 0 =%

on?eafaxs B], C(x-1+D
X2 +4 '

X% +4
Entonces

_2A+0)2-31+i)+4 _

— Ci+D
@+i) +4

h.l.+i (1+ |)

1+i

S 2+4i 2(1+2)
C@+i)@-2i)  3-i
- 205) 10

2(21)-3A+i)+4  1+i
2i+4

=D+iC.

1 __1 _3
Deahi, C=-5 y D= . Porlotanto,

1 (x-16 1 (x-D-3
f(X)=——- S s e

10 (x*+4) 10 | (x-1)°+1
3. CONCLUSIONESY RECOMENDACIONES

El método de Heaviside resulta ser un método practico
para cacular los coeficientes en la descomposicion en
fracciones parciaes de una fraccion propia en € caso de
raices redes distintas o cuando € polinomio del

denominador es unafuncién delaforma q(x) = (x—a)™.

La aplicacién directa de los teoremas en algunos casos
puede ser tediosay aveces esmejor evaluar lafuncion en
valores adecuados de las variables para obtener un
sistema de ecuaciones lineales en las constantes que se
deben determinar.
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